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INTRODUCCION

La presente guia ha sido disefiada para ayudar a los estudiantes de Matematica Ill a
comprender los temas de sucesiones y series que se dictan en el curso.

Este material esta escrito con un lenguaje preciso y sencillo, para facilitar su comprension;
contiene 42 ejercicios y problemas resueltos, 100 ejercicios y problemas propuestos con
sus respuestas y 12 problemas para reforzar la creatividad.

v’ Ejercicios y problemas resueltos para que los estudiantes reflexionen sobre los
distintos conceptos tedricos, propiedades y teoremas basicos, para que adquieran
destrezas, precisiéon en los calculos y en la resoluciéon de problemas. Asi mismo se
presentan ejercicios y problemas integradores de conocimientos que le permitan
establecer relaciones entre distintos conceptos matematicos.

v’ Ejercicios y problemas propuestos con sus respuestas, cuya finalidad es que el
estudiante revise y refuerce los conceptos estudiados, adquiera destrezas técnicas
y compruebe el progreso alcanzado.

v' Problemas para reforzar la creatividad que al ser menos rutinarios y requerir una
mayor comprensién de los conceptos, y algunos con muchas soluciones, plantean
un reto a los estudiantes y contribuyen a elevar el nivel del curso.
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Ejercicios y problemas resueltos

o s > SN
1. a) Calcule los seis primeros términos de la sucesion {2+( ) }

n=1
b) Grafique los términos obtenidos en la parte en a).

c) ¢ Parece tener limite la sucesion? Si es asi, calculelo.

Solucion:

a) a,=2-1=1, a2=2+1:§, az = —E:E, a4:2+1=g 515=2—£=g a6:2+1:E
2 2 3 3 4 4 5 5 6 6
b) c) Si parece tener limite:
. -1)
i I|m{2+( ) :|=2+0=2
F 1 n—o0) n

3

2. Determine si la sucesion cuyo término enésimo es a, =

converge o diverge. Si
3n+7n

3

converge calcule su limite.
Solucion:

En este caso, bastaria con calcular el limite. Observe que tanto el numerador como el
denominador tienden a infinito cuando n tiende a infinito, pero si se divide el numeradory
el denominador entre n® se pueden aplicar los teoremas de limites y resulta:

im—" jim— L~ ot 1
00 3_ o0 - -
eana Tt 0 3 g im S siim7 0t

n n—o n nN—o0

1
=



;. . . 1
Como el limite existe, la sucesion es convergente, y converge a 7

. . ., . . 3lnn . .
3. Determine si la sucesion cuyo término enésimo es a, = converge o diverge. Si

en
converge calcule su limite.

Solucion:

Observe que tanto el numerador como el denominador tienden a infinito cuando n tiende
a infinito, pero no se puede aplicar la regla de L’Hopital a una sucesién.

Sea f(x) =Lrlx, con x>0 (A lafuncidn fsi se le puede aplicar la regla).
e

. 3lnxLtH | .3
lim = lim == lim
X—>00 ex X—00 ex X—>0 Xex

3
X =0

. . 3lnn C
Como f(n)=a,, se tiene que lim——=0y la sucesion es convergente, y converge a 0.

n—o e

5

4. Determine si la sucesion cuyo término enésimo es a, = converge o diverge. Si

In(n? +2

converge calcule su limite.
Solucion:

Observe que tanto el numerador como el denominador tienden a infinito cuando n tiende
a infinito.

Sea f(x)= X +4 x>0
In(x? +2)’
x4 v osxt o Bx(x242) - BX®+10x* UM 30x° +40x°
lim = lim = lim = lim = lim =4
X—> +00 |niX2 + 2' x—>w  2X X—>0 2X X—>0 2X X—>0 2

X2 +2

5
. . n°+4 . .

Como f(n)=a, paran>0, se tiene que lim ﬂz—z) =+o0 Y la sucesion es divergente

nin® +

n—oo

o0
5. Determine si la sucesién {"\/Zn }n:1 converge o diverge. Si converge calcule su limite.



Solucion:

1
Sea f(x)=(2x)x , para x=>1.

1In(2x)

f(x) = (2x)§ = In(f(x))= % In(2x) = f (x) =e*

2

L'H "y
Como Iimlln(2x)= IimM = lim2X - Iimlzo, dado que la funcién exponencial es

X—0 X X—00 X X—© X—0 X
continua, se tiene que lim f(x)=e® =1
X—»00
1 . . . s n o
Dado que f(n)=(2n)n paran>1, se tiene que r!l_r)rgof(n):l, y la sucesion {\/Zn}n:1

converge a 1.

6. Determine si la sucesion cuyo término enésimo es a, = es mondtona, o no es

4+7n
mondtona.

Solucion:
, _3n-5 a ~3(h+1)-5 3n-2
" 4+7n "™ 447(n+1) 7n+11

Observe que
an<an+1<:>an_an+1<0 y an>an+1<:>an_an+1>0

_3n-5 3n-2 _(3n-5)7n+11)-(3n-2)4+7n) _ 47
" 4470 Tn+1l (4+7n)7n+11) ~ (4+7n)7n+12)

a, —a <0 paran=0

Por lo tanto, a, —a,,; <0, y en consecuencia a,<a,, Y la sucesidn es creciente, en
consecuencia es monoétona.

Otra manera de estudiar la monotonia es definiendo una funciéon derivable tal que
f(n)=a,:

Sea f(x)= ZX _75 con x>0,y estudiemos el signo de la primera derivada:
+7x
f,(x):3(4+7x)—7(3x—5):12+21x—21x+35: a7,

(4+7x) (4+7x) (4+7x)



Por lo tanto, la funcion f es creciente en para x>0, como f(n)=a, la sucesion dada es
creciente.

7. Determine si la sucesidon cuyo término enésimo es a, = es creciente o

(-2)’
5n

decreciente, o no es mondtona.

Solucion:

La solucién dada no es mondtona. éPor qué?

5" "

8. Determine si la sucesion < — es creciente o decreciente, o no es mondtona.

n

2
n=1

Solucion:

5n 5n+1
Sean a, = > Y an, = 5

5\"* (5)" (5)"[5 5" 3
an+l_an=(§) —(Ej =13 E_l = 5) .E>0: a,y—a, >0= a,, >a,, para todo n.

En consecuencia, la sucesion es creciente.

n o0
9. a) Demuestre que la sucesién {3” } es decreciente y esta acotada inferiormente.
n=2
b) ¢ Qué se puede deducir del resultado obtenido en a).

Solucion:
2n ~ 2n+1 ~ 2n(3n+l_4)_2n+1(3n _4) 2n(3n+1_4_2.3n +8)_
3n_4 3n+l_4_ (n_43n+1_4) - (3n_43n+1_4) -
2"(a+3"3-2)  2"(a+3")
3" _4 3n+1_4)_(3n_4 3n+1_4)

a)a —a

n n+l =

>0 paranx>2

Por lo tanto, a, —a,,; >0, en consecuencia a, >a,,; Y la sucesidn es decreciente.

n

Observe que 0< para toda n>2 y en consecuencia la sucesién estd acotada

n

inferiormente.

b) Como la sucesion es decreciente y estd acotada inferiormente es convergente.



10. Si la sucesion dada en 9a) es convergente halle su limite.
Solucion:

Observe que tanto el numerador como el denominador tienden a infinito cuando n tiende
a infinito.

X

Sea f(x)= ,con x>0
3 -4
X L'H X X
lim 2 = tim 212 _jim(2) 2 5 sporque?
X—>+00 3>< —4 X—>00 3X In3 x-»( 3 In3

n
=0 y la sucesidn converge a 0.

Como f(n)=a, setiene que lim —

n~>003 _4

11. a) Halle los cinco primeros términos de la sucesién cuyo término enésimo es

n
a, :(1+%j .

b) Determine si la sucesién converge o diverge. Si converge calcule su limite.

Solucion:
2 2 3 3
a) a, =1+1=2 a, = 1+1 = E =g=2,25 a; = 1+l = ﬂ =%z2,37
2 2 4 3 3 27
4 4 5 5
(1] () - (1e2) (& - Iz
4 4 256 5 5 3125

1 . . o .
b) Observe que 1+ = tiende a 1 cuando n tiente a infinito, y en consecuencia resulta una
n

indeterminacion de la forma 1.

X

Sea f(x) =(1+£j , para calcular el limite se hace y =(1+1j ,
X X

X X xIn 1-*—1
y=(1+lj :Iny=|n(1+1J :>Iny=x-|n(1+lj:>y:e [ Xj
X X X

. . . . lim xln(l+£j
Como la funcién exponencial es continua limy=¢*™ *

X—0

10



X—>0 X

Evaluemos lim xln(1+1j :

L In(1+1j h _iz 1
lim xln(1+—j= lim——*2 _ |im X = lim =1

X—>00 X X—>00 E X—>o0 14 1 _i X—>00 14 1
X X X2 X

Por lo tanto,

n—oo

. . 1)" y
Como f(n)=a, se tiene que I|m(1+—j =e y la sucesidon es convergente y converge a
n

e.
12. Escriba la férmula de recurrencia para a, si los tres primeros términos de la sucesion

son V6, \6++/6, {6+6+/6 ,y halle lima, .
nN—o0

Solucion:
Observe que a; -6, a,=,6+a,, a;=,6+a,,engeneral se tiene que

al=\/€ y a,,; =46+8a, paran>1

Para hallar el limite se supone que a, — L, entonces se tiene que a,,; - L cuando n— o

En consecuencia, cuando n — «, se obtiene

L=+v6+L
De donde
B 1+41+24 _1+5
= > ===

L>=6+L=L>-L-6=0=1L 3

(la solucion negativa se descarta, épor qué?)

Luego, lima, =3
n—oo

13. Determine si la serie §
n=1n(n +1)

es convergente o divergente. Si es convergente,

encuentre su suma.

11



Solucion:
La serie converge si su sucesion de sumas parciales converge:
Como S, =4a,; S, =a, +a,, S;=a, +a, +ag -~

Se tiene que

Determinemos una férmula para S :

Observe que ! =1—i luego

k(k+1) k k+1’

1 11 1 1 1 1 1 1 1
S, =[1-=|+|=—-=|+|=—= |+ | ——-=|+|=— =1-
( 2] (2 3) (3 4) (n—l n] (n n+1j n+1

Determinemos si la sucesion de sumas parciales converge:

limS, = Iim[l—ijzl

n—oo n—o0 n+1

o0
Por lo tanto, la serie ¥

converge a 1.
n=1n(n +1)

o0
14. Determine si la serie Y es convergente o divergente. Si es convergente,

n=15n+1
encuentre su suma.

Solucion:

o0
Una condicidn para que la serie Y a, converja es que lima, =0, observe que
n=1 n—oo

. n 1

lim =lim———==%0

o BN+l nw 1

5+—

n

. . x .
En consecuencia, la serie 3 diverge.
n=15n+1

12



0
15. Determine si la serie >
n=0

es convergente o divergente. Si es convergente, encuentre su

(08)"
7
suma.

Solucion:

(08)"
7
viene dada por

es una serie geométrica de razén 0,8 (—1,1) y por lo tanto converge. Su suma

. o0
La serie Y
n=0

® n 1 1
08)'=——=—"=5

EO( ) 1-08 0,2

n
En consecuencia, la serie Y (0’;3) converge a
n=0

=(08)" 1= n 5
=) _ = 08)" ==
nZ=:o 7 7 nZ:“l( ) 7

o . . o=l
16. Demuestre, usando el criterio de la integral, que la serie armdnica Y — diverge.
n=1N

Solucion:
Sea f(xX)== con Xe[l,+oo), f es una funcién continua, positiva y decreciente (verifiquelo),
X
, 1
ademas f(n)==.
n

Evaluemos T f(x)dx.
1

© © b
[ f (x)dx =11dx= lim jldx= lim[Inxf = lim[Inb—In1]= lim Inb =+
1 1 X b—+07 X b—+0 b—>+0 b

—>+00

0 0 1
Por lo tanto, la integral [ f (X)dx diverge, en consecuencia la serie ¥ — diverge.
1 n=1N

S . R !
17. Demuestre, usando el criterio de la integral, que la serie Z—p, con p>1lconverge.

n=1N

Solucion:

13



Sea f(x):—p con Xe[1,+oo), f es una funcién continua, positiva y decreciente, ademas
X

f(n) _1
n
Evaluemos Tf(x)dx.
1

» 1p 1P 1-p
jf(x)dx_jidx_ lim [~ dx= fim| X | = fim|2&—__1_
1xP b+ X b—+oo| 1 — P bo+od 1—p 1-p

bl 1
Como p>1 se tiene que 1-p<0 vy Ilm b'™P =0, por lo tanto lim [= dx——l y la integral

b—)+001 X p —

© 1
converge, en consecuencia, la serie Z_p' con p >1converge.
n=1nN

. . .2 n .
18. Determine si la serie Y [—n} es convergente o divergente.
n=l | e

Solucion:

Sea f(x)= —X,f es una funcidn continua, positiva en [1, oo] y ademds es decreciente ya que
e

)(_ X
F=2 X X 05 xs1
e e

Luego, se puede aplicar el criterio de la integral para estudiar la convergencia de la serie

. 1 L'H 1
Yaque lim—=0 lim— = lim—=0
( ) 9 b— eb y b—w eb b— eb

. X .2 n
Como la integral | —de converge, la serie ), {—n} converge.
1€ n=1 | €

n

o0
19. Determine si la serie Y.
n=1

es convergente o divergente.

Solucion:

14



n n
Observe que 0< 2; y 0< (EJ

2+5" 5" (5)
2" >2_":(_} W

n

.2 . . , 5 .

La serie Y (Ej es una serie geométrica de razon E >1 y por lo tanto diverge (2)
n=1

n

De (1) y (2), por el criterio de comparacidn resulta que la serie Y, diverge.
n=1
. . = n*+2vn )
20. Determine si la serie 3, ——— es convergente o divergente.
=1 \n’ +3
Solucion:
3 3
n° +2+vn n 1
Observe que 0< i y 0< =—
vn' +3 Jn7
Sean a _n®+24n y b = n® 1
n=-—" —— n=- =" "
Vn' +3 Jn” Jn
=21 . . .
La serie >, — es divergente épor qué?
n=1 +/N
.. a,
Se evalia lim —,
Nn—o0
3 2
n" + 2\/ﬁ 1+ —
. a . 7 . n!n3 +24/n ) . 2
I|m—”:I|mn—+3=I|m\/_ \/_=|Im—n=1
nosob o i n—oo n’ +3 n—-w 1 3
+7
Jn n’
. - - e 1 o L,
Dado que el limite es finito y positivo y la serie 3, — diverge, por el criterio por comparacién en
n=l /N

- = nd+2dn
el limite la serie Y,

n=l \n’ +3

diverge.

15



n
. . .o 1 .
21. Determine si la serie Y [—J + es convergente o divergente.

EAE]

n(n+4)

Solucion:

0
a, + > b, es
k n=k

M8

0 0 o0
Recuerde que si Y a, y > b, son convergentes entonces Y (a, +b,)=
n=k n=k

n=k n

convergente.

<1 por lo tanto converge.

n
A I | . s , 1
La serie 3 | ——| esuna serie geométrica de razon — con

EAE] V3 v3
.o 1 . 1
La serie ¥ — es una p serie con p=2>1, por lo tanto converge, como 0< <=,
a2 n(n+4) n?

o0
por el criterio de comparacion, la serie ¥

también converge.
n-1 h(n+4)

n n
. o 1 2 © (1 @ 1
En consecuencia, — t— = — | +2 converge.
= (ﬁ] o+ zl(ﬁJ Sy ¥ O

© | 3
22. Determine si la serie Y. [—7 —5"}es convergente o divergente. Si es convergente, encuentre
n=l | N

SuU suma.

Solucion:

o= 3 © 1 o . L=
La serie » —- converge ya que Y, — converge por el criterio de la p-serie, pero la serie X 5"
n=l N n=l N n=1

n=1 !

. . . . > | 3 .
diverge, ya que es una serie geométrica de razén mayor que 1, por lo tanto Y. {— —5"} diverge.
n

éPor qué?

n

o0
23. Determine si la serie >’ —'es convergente o divergente.
n=1 N}

Solucion:

an+l

an

Evaluemos lim

n—o0

16



6n+1 6n+l

n+l
i Dy (DY 66
n—w 6” n— o 6” n—o 6” (n+1)! noon+1
n n

n

o0
Como el limite es menor que 1, por el criterio del cociente la serie > — converge.
n=1 N!

24. Determine si la serie 3 (-1)" {Zn 2+1 ] es convergente o divergente.
n=1 n~+n

Solucion:
1
2 n 2 1+ —
. . n°+1 . 2
limnl|(-=n)" n2+1 = lim ———= lim n__-<1
n—oo 2n +n n—oo 2n +n n—oo 2+7
n

o , .= o n?41
Por el criterio de la raiz, la serie ¥ (-1) . converge.
n=1 2n° +n

25. Determine si la serie i(—l)” Jn

es convergente o divergente.
n=1 1+2n

2

Solucion:

La serie dada es una serie alterna (1)

Jn+1 Jn Jx

No es obvio ver si < . Para ver si es decreciente, sea f(x)=

1+2(n+1? 1+2n? 1+2x?
1
L+ 2x?) = — axd/x . ,
f'(x)= 2x B e S 1-6x <0 paratoda x>1

Lrox?f  2dxlbe2x?f 2+ 262)f
Vn+l _ n

Luego, (2)
1+2(n+1° 1+2n°
1
3
. n R nZ
Y lim =i =0 (3)
n—wl 4+ 2n2 noo 1 2

De (1), (2) y (3), la serie dada es convergente por la prueba de la serie alterna.



o0
26. Determine si la serie 3
n=1 \N

n+l

. la
Evaluemos lim

( )n+1(n+1) (_3)n+l
im0 +3)L ~ (h+3)r _ (n+3)n+2)|
n—o (_3) n! n— oo (_3)”

(n+2) (n+2)n+1)

o0
Como el limite es mayor que 1, por el criterio del cociente la serie Y

OO (_ 1)r‘|+1

27. Determine si la serie 3 3
2 (n+2)

Solucion:

I' es convergente o divergente.

3[1+1J
_ mMZHm—; —3s1
n—ow (n+3) n—-w 14°
n

(-3)"n!
(n+2)!

diverge.
n=1

converge condicionalmente o absolutamente, o diverge.

n+1
Estudiemos la convergencia de la serie Z | 1) =3y 1
|(n+2) | 1 (n+2)3
Observe que 0<— 0<i3
(n+2) n
1 1
— 1
(n+2)° e @)

=1 . .
La serie Y — es una serie es una p-serie con p=3>1y por lo tanto converge (2)

n=1 n3

De (1) y (2), por el criterio de comparacion resulta que la serie i

w (_ 1)r‘|+1

serie Y,

5 converge absolutamente.
n1 (n +2)

28. Determine si la serie §j ( )
n=2 Inn

Solucion:

i) La serie dada es una serie alterna (1)

(_ 1)n+l
a|(n+2)°

converge entonces la

converge condicionalmente o absolutamente, o diverge.

18



. 1 1
i) ————<—
Inn+1) Inn

iii) |imi=o (3)
n—o NN

De (1), (2) y (3), la serie dada es convergente por la prueba de la serie alterna.

(-1’

Inn

o0
Estudiemos la convergencia de la serie Y.
n=2

Observe que 0<i y O<l
Inn n

1 1
Inn<n=>=-<—
n Inn

(0

o0 1 o0
La serie arménica Y — diverge, por criterio de comparacion, la serie ¥ I
nn

n=2 N n=2

(1)

Inn

o0
por lo tanto, la serie ¥ converge condicionalmente.
n=2

1
29. Demuestre que el decimal infinito 0.333333... es igual a 3’

Solucion:

Observe que
1 1 1

0,33333--=0,3+0,03+0,003+0,0003+:--=3- —+3- —+3- ——
10 100 1000

n=0

o 1 .
=y — diverge,
n=2Inn

o 1)
+...=3 I
;1(10]

. oz . " .1
Considere la serie Z(—J , esta es una serie geométrica de razén Ee(—l,l) y por lo tanto

converge a

Pero

En consecuencia,

21\ = 1) 10 1
— | = = 1===2_1==
El(loj Eo[w) 9 9

19



Es decir, 0.333333... esigual a % .

n
.= (X
30. Encuentre los valores de x para los cuales la serie 25(7j converge.
n=1

Solucion:

. . . X .
La serie dada es una serie geométrica de razon 5 en consecuencia, converge para

y diverge para ‘;

-7 <x<7

n

. 2 X
31. Encuentre los valores de x para los cuales la serie Z—'converge.
n=1N!
Solucion:
Xn n+l
Sean a,=— % A =7
" n! " (n+1)!
Xn+l
8| _|(n+2)! _ x| n! x| 1
a, x" (n+1! n+1
n!
a'n+1

~|x|lim — =|x|-0=0<1
n—on+1

lim

n—o0

a,

Por el criterio del cociente, la serie converge paratoda xeR.

(1" (x+1)'

o0
32. Encuentre los valores de x para los cuales la serie 3 3
n

n=1

Solucion:

converge.

<1

>1, por lo tanto converge sélo para los valores de x tales que
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(_ 1)n+l (X + 1)n+l
37 (n +1)

Sean a,=—"—"—"— y Apyy =

|an+l|:‘ 3" (n+1) _|X+Jl( n jz
o e i e e
3"n?
2
|im|a”+1|:| +1|||m 11 :|X+1|
n~>oo| a, | n— oo 1+H 3

x+1

Por el criterio del cociente, para T<1 la serie converge , para

>1 la serie diverge

x+1
3

- x+1 o . .,
y si = =1 el criterio no aporta informacion.

Dado que
x+1

T<1:>|x+]4<3c>—3<x+1<3c>—4<x<2

Si —4<x<2 laserie converge, si x<-4 06 x>2 laserie diverge.

X +
Falta estudiar cuando | 3 ]4 =1, es decir, six=—-4 6 x=2
n n n n
Si x=—4 se obtiene la serie Z(_l) (_23) = Z(_l) (2_1) = Ziz, la cual converge por el
n=1  3™n n=1 n n=1n

criterio de la p-seriecon p=2>1.

Si x=2 se obtiene la serie i(_l) ) = i(_lz)

n=1 3nn2 n=1 N

o 1 .= (=1)"
= Y — converge, la serie Z( )
n=1n n=l N

, como la serie de términos positivos

también converge.

n n
En consecuencia, la serie converge ZM siy solo si Xe[—4,2].

n=1 3ﬂ n2
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33) Sea f la funcion definida por f(x) =;. Usando una serie de potencias, conocida,

2(x+3)
halle la representacién en serie de potencias centrada en c¢=0 para la funciéon dada.

Indique su intervalo de convergencia.

Solucion:

. P @ 1 Ny
Se sabe que la serie geométrica 3 x" =T x para |x|<1, como la representacién de una
n=0 =X

funcién en serie de potencias es Unica,

En consecuencia,

w (1) DN

ORI
2(x+3) 6n0 3"

“% <1 P [q<3P -3<x<3

34. a) Usando una serie de potencias, conocida, halle la representacién en serie de

potencias de x centrada en c=0para la funcién f definida por f(x)=3—14, indique su
X+

intervalo de convergencia.

b) Use el resultado de la parte a) para hallar la representacion en serie de potencias

3

de la funcién g definida por g(x) = 3X 2 Indique su intervalo de convergencia.
X+

Solucion:

_1,
a f(X =
) 4

4§ 3x0
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3

. . . 4 . .
Esta serie converge sélo para 2 <1, es decir, para |x|<§. El intervalo de convergencia

3 " nyn Nann+3

X (-1)'3x _ 2 (-1)"3"x (44)

b X) = =X 3 = ,para xe|——,—
) W= XA T L g ParRxetgg

35. Usando una serie de potencias, conocida, halle la representacidn en serie de potencias

de x+1 para la funcion h definida por h(x):ﬁ, indique su intervalo de convergencia.
X

Solucion:

! 1 L =5 (1)"3" (x+1))

3x+4 3x+3+1 1-(-3(x+1) n=0

Esta serie converge sdlo para

- 3(x+1)| <1.

|—3(x+1)|<1:>|x+]4<l:>—l<x+1<l:>—£<x<—g
3 3 3 3 3

. .4 2C
El intervalo de convergencia ¢ —,- =-.
€3 3¢
Ly - 5x+4 . .
36) Dada la funcion f definida por f(x)=——————. Use series de potencias,
—3x° +3x+2

conocidas, para hallar una representacion en serie de potencias centrada en ¢=0 de la

funcién dada. Indique su intervalo de convergencia.

Solucion:

. . 5x+4
Al descomponer en fracciones simples————, resulta:

—3x2 +3x+2
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5x+4 _ Sx+4 A B _ 1 |
-3x%+3x+2 (Bx+D@2-%x) 3x+1 2-x 3x+1 2-x

f(x)= (Verifiquelo)

i) Hallemos la serie correspondiente a
3x+1

! ! 5 n & NAan,n
3x+1 1-(-3x) EO( 3x) EO( )"3"x" para [3x| <

|3x|<1 :>|x <1:>—l<x<1
3 3 3

.. . . 2
ii) Hallemos la serie correspondiente a T :
- X

2 1 ©( X o X" X
—— == == = — para |-|<1
2 1_X ED(ZJ n§0 2" P 2
X
‘E <1 :>|x|<2:>—2<x<2
De i) y ii) resulta:
X+5 ® n o X" ® nan 1| 4 1 1
——= ¥(-1)"3"x" Z — = [—1 3 +—}x , para —=—<x<=
—3x% +3x+2 n:o( ) no 2" n:o( ) 2" P 3 3

. . © 1 . .
37. Use la serie geométrica > x" I’ para |x|<1 para obtener la serie de potencias
n=0 —X

de
1
(1 x)?

b) In0—x)

a)

Solucion:

Observe que las series de potencias pueden ser derivadas o integradas término a término

dentro de su intervalo de convergencia.
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1 _d
(1-x)* dx

1 . .
a) Como (1—), para obtener la serie correspondiente a
—X

L. . . 1
los términos de la serie correspondiente a T« :

1
(@-xy

se derivan

R Y S B > X"
1-x n=0
Luego,
1 2 3 QN1
—— =1+ 2X+3X" +4X" +---= XnX
(1—X) n=1
x 1
b) Como Inl—x)=—] 1—tdt, para obtener la serie correspondiente a In(L—x) se integran
01—
. . . 1
los términos de la serie correspondiente a T :
—X
1 2 3 < N
— =14+ X+X"+X += ¥ X
1-x n=0

Luego,

2 3 4 n
X® X X © X
Nl-X)=—| X+ —+—+—+|=— X —
=% ( 2 3 4 ] z

38. Encuentre la suma S(x) de 3 (x—5)" . ¢éDénde es valida?
n=0

Solucion:

0
Z(X—5)n es una serie geometrica de razdn X-5, Iuego
n=0

()= EO(X_S)H B 1—(i—5) - Gix

Valida para|x—5 <1, es decir, para x < (4,6)

39. Determine el polinomio de Maclaurin de orden n para la funcion f(x)=e*.

Solucion:
f(x)=e*= f(0)=1
f'(x)=e"= f'(0)=1
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fMW(x)=e*= f M (0)=1

Por lo tanto, al sustituir en la férmula del polinomio de Maclaurin de grado n:

" (n)
Pn=f(0)+f'(0)x7Lf © o yf IO
2 nl
Se obtiene que
2 3 n
Pn:1+x+—+x—---+x—
23 nl

40. Determine la serie de Maclaurin para la funcién f(x)=e*.
Solucion:
Del ejercicio anterior, se tiene que

2 X3 Xn

e =14+ X+t — e
21 3 n!

Y sera valido para todo x una vez que demostremos que I|imR, =0, donde

n—oo

f D) nu ;
R,(X)=————=x"" paraalguncentre Oy x.
(n+1!
f ™ (x)=e*=|R (x)|—| € & |yma para algiin centre Oy x
" () (n+p™
Como e* es una funcion creciente,
ec . Xn+l
e Six<0=c<0=e‘<l R, (X)|=|——x""<
V ROl = 1 <
e Six=0=e*=1y |R,(X)|=0
c e><Xn'+1
e Six>0=c>0=e’<e’ y|R (X)|= X"
(n+1)! (n+1)!

26



n

X o . . .
Como — es el término enésimo de una serie convergente (problema ) se tiene que
n!

n

. X . . .
lim— =0 paratoda xeR, porlotanto limR, =0y e* es igual a la suma de su serie, es

n—o nl n—>c0
decir,
2 3 n n
X© X X © X
e =l X+t — et — = Y —
20 3 n! n=o Nl

1 11 2
41. a) Pruebe que € s XX para 0<|x <.
X2 x> x 203 4

b) Halle la serie de Mac-Laurin para la funcién G(x) = x%e*.

Solucion:

n

o0

. . X

Del problema anterior se obtiene que e* = Z—I
n=0 N!

X

. . , e - .
a) Podemos derminar las serie de Mac-Laurin para —- multiplicando la serie de Mac-
X

, . 1
Laurin correspondiente a e* por —-:

e’ 1 x2 X3 X" 1 1 1 x x°
= |l Xt —F— i —F | = = =+ — 4+
21 3 n! x2 x 20 3 4

La nueva serie converge para toda xeR-{0}, porque la serie correspondiente a e*
converge paratoda xeR.

b) En este caso, para obtener la serie correspondiente a e** sustituimos x por 3x :

2 3 n - n
ISP o R Co N €1 +.,_22(3X)
2! 3 nl n-0 nl
Luego, multiplicamos la serie correspondiente a e** por x?
2 3 n - n - n, n+2
G(x) = x%e* = x? YA Co R o0 R CL A F. Y (0 _ 5 3X
! 2! 3 nl n-0 nl! -0 nl
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La nueva serie converge para toda xeR, porque la serie correspondiente a ¢* lo hace.

42. a) Use la definicidn para hallar la serie de Taylor centrada en a:g para la funcién

f (X) =cosx.

d(cosx)

b) Se sabe que senx=— y que las series de potencias pueden ser derivadas

término a término dentro de su intervalo de convergencia. Use el resultado obtenido en la

parte a) parte obtener el desarrollo en serie de Taylor centrada en a=§ para la funcién

f(x) =sen x.
Solucion:

_ ap0_
a f(x)=cosxb fc===0
) (x) xb feos

f'(x)=—senx= f'(%j:—l
f""(x)=—cosx= f"(0)=0

f'""(X)=senx= f [gj 1

f @ (x)=cosx= f (4)@):0

Por lo tanto, al sustituir en la férmula de la serie de Taylor

L o B

Se obtiene que

Y sera valido para todo x una vez que demostremos que limR, =0.

n—oo

‘f (n+1) (x)‘:cosx 6 ‘f (n+1) (x)‘:senx

Por lo tanto,
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Como lim

n—oo

X_i

n!

2]

‘f (””)(x)‘sl para toda xeR

T
(f( o\ 2
|Rn<x)|—m(x‘ﬂ =T

=0 por ser el término enésimo de una serie convergente (hacerlo),

limR, =0 y cosx es igual a la suma de su serie, es decir,

n—o0

b)
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Ejercicios y problemas propuestos

En los problemas del 1 al 6 determine los cinco primeros términos de la sucesién con el

3. a, =(-1) cos(n—znj

6. a,=2, a,=3a,,-1

término enésimo dado.

2" n+1
= — 2. a, =
La, n! " 3n-2
1+(-1)" 1.1
4 an: (n ) 5. an—ﬁ+—2
Respuestas:
1) ’ I§IE1£ 2) zvgviyivg 3) 01_1101110
6 24 120 4 7 10 13
5) Z,E,fyi,i 6) 2,5,14,41,122
4 91 5

201,0%0
2

En los problemas del 7 al 12 determine el término general a,, suponiendo que se

mantiene el patrdn de los cinco términos que se dan.

, 24 816 32 8.0,5,0,5,0
" 3’9" 27'81 243
1014916 25 11 1827 64 125

2 6 24 120 35 7 9 11
Respuestas:

-1)"2" n+
7) a, =( 3)n 8) a, :(:I'+(_l)n)_ 9) a, = -
n+1

12) anz(_l)

n
10) an :F 11) an =

2n+1

En los problemas del 13 al 20 determine si la sucesidn con término enésimo dado
converge o diverge. Si converge calcule el limite.

1 3n?-2n+1
13. 3, =— 14. 3 =— = -
" n " n+1
N _
17,0, - 000 g 0l 0
n! n n-1

3/
15. a, = n+i
n
19. a, =cosn
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Respuestas:

13) convergea O 14) diverge  15) convergea O  16) converge a0 17) diverge 18) converge a 0
19) diverge 20) converge a 2

En los problemas del 21 al 28 determine si la sucesidon con término enésimo dado es
mondtona. Discuta la existencia de cotas de la sucesién. Para n>1.

1 3n nm
21. a, =— 22. 3, =—— 23. a, =2+c0§ — 24. a :_sen\/ﬁ
Jn n+2 6 n n
n 1 _1 n 2n
25. 0, =[2 26. a,=n+— 27. a, = (2 ) 28.a,=—
2 n n“+5 n
Respuestas:
21) decreciente, estd acota superiormente por 1 e inferiormente por O 22) creciente, esta acota
superiormente por 3 e inferiormente por 1 23) no es mondtona, esta acotada superiormente por 3 e
inferiormente por 1  24) no es mondtona, estd acotada superiormente por 1 e inferiormente por -1 25)
creciente, estd acotada inferiormente por ) y no tiene cota superior 26) creciente, estd acotada
inferiormente por 2 y no tiene cota superior 27) no es monotona, esta acotada superiormente por 5 e

1
inferiormente por — E 28) creciente, acotada inferiormente por 2 y no tiene cota superior.

En los problemas del 29 al 34 determine si la afirmacion dada es verdadera o falsa.
Justifique su respuesta.

29.Si {a,} converge entonces {i} converge.
a

n

. a
30.Si {a,} converge entonces {—”} converge a cero.
n

31.Si {a,} y {b,}convergen entonces {a, +b,} converge.

n2 q
32.{2———— iverge.
1-2n? 8

33.Si {a,} converge a 4 entonces a,,, —4 cuando N —o

n+2
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34. Toda Sucesion acotada es convergente

Respuestas:

29) falso 30) verdadero 31)verdadero 32)falso 33)verdadero 34)falso

En los problemas del 35 al 37 determine los tres primeros términos no nulos de cada una
de las series dadas.

2 2
®» n°-2n ® N°+Nn+2 ® n nmw
35. _— 36. —_— 37. —-1) cog —
n§12n2+n+1 nZ=:1 In(n+1) E'l( ) {Zj
Respuestas:
35) —£+i+E 36) i+i+£ 37) -1+1-1
4 22 37 In2 In3 In4

En los problemas del 38 al 46 determine las siguientes series son convergentes o
divergentes. Si converge determine su suma.

= n®-2n © g 5 2" +4/3
38. _— 39. T 40. _

nZ::l 2n’ +n+1 n§1 In(n +3) Eo 4"

» 4" + /3 © 2N = [(1\" 3
41. > ———— 42. > —— - hd

2" Z 10000 82 l(sj "

» (V3 a5 & D" 46. —1”C0{MJ
44. nzl[? : nz:‘tl 3 o) ( ) 2
Respuestas:

443

38) diverge 39) diverge 40) convergea 2+ =3 41) diverge

45) diverge  46) diverge

42) diverge  43) diverge 44) converge a

V3
5-43

En los problemas del 47 al 67 determine las siguientes series son convergentes o
divergentes.
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a3 a8. ¥ L go. § &0 +31)
1 2n? +n+1 1 /n(n+1 =0 (n+1)
» n ® [ 1 In n} = [(1)'" 5
50. — 5. > | ———~ = —
2 3! [ 3"  n? 2. & (2) I
0 n ® © (n')2
53. Y (1,0003 54. Y arctan( +1) 55. 5
n=1 n=1 n=1 (Zn)'
56. 3 - 57. > - Cos™| -
Zi(in3) Hne2) s8. 5 .2
n=1 n2
0 2n+3 © (_1)n+1 © (_1)n—1n|
59. 3 (-1)" 60. 61. > L —
n=1 n+1 ngl 2n! nZ::0 10"
o0 (_1)n 0 (_1)n 1 n n+3
62. 3 63. —(—J = [ (-1) 7
n=1 n\/ﬁ r12—:l|:l']3 +1 8 64. z_:1 on 2
n=! ng
-5n n 2
© (5n2 42 » 5n = 3sen?(n)
65. 66. > 67. > ——~
nz_ll( n2 +n J n=1 (Zn)l n=1 n\/ﬁ
Respuestas:
47) converge 48) diverge 49) converge 50) converge 51) converge 52)diverge 53) diverge
54) diverge 55) converge 56) converge 57)converge 58) converge 59)diverge

60) converge 61) diverge 62) converge 63) converge 64) diverge 65) converge 66) converge 67)
converge

En los problemas del 68 al 73 determine si las series convergen condicionalmente o
absolutamente, o divergen.

w (=1 n -1 n+1 2 2 o (=1 n
68. nzjl (4 n)' 69 El ( ) e(” - ) 70 na (5 Z

= | = =1 3n

w (_ 2\+1 w (—1)3" w (—1)" n2
7 2! 2)2 72, 5 Y enn 7. % 13) n

n=l N n=1 n n=1 n°+1
Respuestas:
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68) converge absolutamente 69) converge absolutamente 70) converge condicionalmente
71) diverge 72) converge absolutamente 73) converge condicionalmente.

En los problemas del 74 al 77 exprese el decimal periddico como una serie geométrica, y
exprese su suma como el cociente de dos enteros.

74. 0,5 75. 0,12 76. 0.26 77. 0,002
Respuestas:
=1\ 5 = 1\" 12 =1\ 4 = 1\" 1
74) 5 — | == 75) 12 — | =— 176)0,2+6 — =— 77) 2 — =—
) El(loj 9 ) El(looj 99 ) 0.2+ Ez(mj 15 ) Eg(l()j 450

En los problemas del 78 al 86 encuentre los valores de x para los cuales la serie converge.

1y (3jn X" 79. ém 80. f(lj

0 n . 2 n=
78. 3 2 3"-n o\ X
n=1 n+1
z N = 4(3x—2)" = (-1 (x +1)"
81 »—x" 82 y ~— 83. y ——~+—~—
n=010" El 5" nX::l n

()" (n+1)(x—4)" = (n1)*(x+3)" 2 (x-6)"

84. 3 g5 > ) \X+9) 86. 3
n1 2n n§1 (Zn)! n=1 nin2 +3n+ 2}

Respuestas:

78)—§<x£§ 79) -7<x<-1 80)x<-1 6 x>1 81)-10<x<10

82)—1<x<§ 83) —2<x<0 84)3<x<5b 85) —7<x<1 86)5<x<7

En los problemas del 87 al 92, use una serie conocida, para hallar la representacién en
serie de potencias centrada en el punto indicado para la funcion dada. Indique su

intervalo de convergencia.

,a=0

1 x2 1
87. f(x)=——, a=0 -2  a= 89. f(x)=
(X) 9t x 88. f(x) @ 0 (X) %3
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0. f(x):i, a=1 91. f(X)=
6+ X

-1
,a=0 g2, f(x)=[2+35xj ,a=0

Respuestas:
o n Xﬂ © Xn+2
87) né:o(—l) W,—9<X<9 88)—n§0 SnT,—5<X<5
© 2an 3 3 ) X_ln
89) ngo(—l)n 3n+1 ’_§<X<E 90) ngo(—l)n(7T1),—6<X<8
2n+1 nyn
® X ® n9 X 2 2
91 ———|,-2<x<2 92) 3 1) ——,——<Xx<—=
) n;([ ZM} )32 (1) o - <x<g

En los problemas del 93 al 100 calcule la serie de Taylor correspondiente a funcién f dada
en el punto a indicado (Suponga que f tiene un desarrollo en serie de potencias) y
determine el intervalo de convergencia.

93. f(x)=senx, a=n 95. f(x)=In(l+x), a=0

94. f(x)=—, a=-1

1
X
96. f(x)=arctanx, a=0 97, f(x)=x-e ™, a=0 98. f(x)=cos(x?), a=0

99. f(x)=Inx, a=1 100. f(x)=cos®x, a=0

Respuestas:
93) r%(—ﬂnﬁ(x—ﬂ)zn1,—<>0<X<oo éo( 1hx+1)", —2<x<0
95) 3 (—1)n+l£ —1<x<1 96) i(_l)”ﬂx_n_l _1<x<1

n-1 n' - n n-1" "7

o n-1,n w
97) r]Z_:l(—l)m’lZ(nf)::)!,—c>o<x<oo 98) nO(—l)nﬁx‘m,—oo<x<oo

w (x—1)" _paniyen

~1)" L 0<x<2 100) 1+ X (-1)" =——5—, —

) 2, T 0exs L gy T
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Problemas para reforzar la creatividad

1. Construya una sucesion decreciente que converja a 5. Justifique su respuesta.
2. Construya una sucesion creciente que converja a 4. Justifique su respuesta.

3. Dé un ejemplo de dos sucesiones {x,} y {y,}| tales que limx,=0, limy,=o y
n—o0

n—oo

lim (x, y,)=1.
n—o0

4. Construya una serie geométrica que converja a 7. Justifique su respuesta.

5. Dé un ejemplo de dos series > a, y b, divergentes tal que z(an +bn) converja.
6. Dé un ejemplo de dos series Y a, y X b, convergentes tal que la serie > a,b, diverge.

7. ¢Por qué lima, =0 no es suficiente para garantizar la convergencia de la serie > a, ?
n

—>0

8. Construya una serie de potencias de x que converja para —§<x<§. Justifique su

respuesta.

9. Construya una serie de potencias de x+3 que converja para —10<x<4. Justifique su
respuesta.

n

10. Suponga que la serie de potencias § b"(x+4) converge en x=-2. {Por qué se
n=0

puede asegurar que converge en x=-57 {Se puede afirmar que también converge en
x =—6? Justifique su respuesta.

11. Compruebe que, para 1 >0

o AN L
a) > Zet=1 b) >nZe?* =2
n-o n! n=0 n!

12.Sean O0<p<1 y g=1- p, demuestre que

n=.

0 N ) N 1
a) >q"'p=1 b) ;lnq lng
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