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INTRODUCCION

La presente publicacién ha sido elaborada con el propésito de contribuir y facilitar el aprendizaje
de los distintos temas de calculo diferencial e integral de funciones reales de varias variables.

Al principio de cada capitulo se presenta un resumen de las definiciones, teoremas y propiedades
mas importantes que se requieren para la resolucion de los ejercicios y problemas. En la solucidn
de los problemas se ha tratado de utilizar un lenguaje sencillo, claro y preciso que facilite la
comprension de conceptos, propiedades y teoremas importantes, y que ademas propicie la
adquisicion de las destrezas necesarias para realizar calculos con precisidn. Los ejercicios resueltos
han sido escogidos de tal forma que involucren los aspectos mas importantes de los temas a
estudiar en este curso. Se incluyen ademas ejercicios integradores de asignaturas previas que
permitan establecer relaciones entre ellas.

La seccidon “Problemas propuestos” tiene por finalidad incentivar en el estudiante la revisién y
aplicacion de los conceptos estudiados y ademas, que adquiera destrezas técnicas y compruebe
por si mismo el progreso alcanzado.

El libro consta de siete capitulos, contiene 156 ejercicios resueltos y 279 ejercicios propuestos con
sus respuestas. Ademas se incluyen algunas graficas de regiones planas y superficies en el espacio
que son indispensables para visualizar de forma mas simple la resoluciéon de algunos problemas.
Los contenidos que se desarrollan en cada uno de los siete capitulos se especifican a continuacién.

El capitulo | trata acerca del dominio y las graficas de funciones reales de varias variables. El
capitulo Il contiene problemas dirigidos a la comprension del concepto de limite y continuidad de
dichas funciones. La diferenciacién de funciones se estudia en el capitulo Ill. El capitulo IV contiene
problemas de coordenadas polares. El capitulo V trata las integrales dobles en coordenadas
cartesianas y polares. Los problemas acerca de coordenadas cilindricas y esféricas se encuentran
en el capitulo VI. Finalmente, el capitulo VII se dedica a ejercicios y problemas de integrales triples
en coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas.

Por ultimo, queremos expresar nuestros mejores deseos para que este material sea util y
esperamos recibir todas las observaciones que se consideren pertinentes que, estamos seguras
permitiran mejorar las préximas versiones de este libro.

Nota: Las figuras en tres dimensiones fueron elaboradas con el software MAPLE 12, y las graficas
en dos dimensiones se hicieron con el software GEOGEBRA.
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DOMINIO Y GRAFICAS DE FUNCIONES DE VARIAS
VARIABLES

Definiciones, propiedades y teoremas importantes

Definicién 1.1: Sea D = R?, una funcién f real de dos variables reales es una relacién que a todo
par (X,y) e D, le asigna un Unico nimero real f(x,Yy).El conjunto D es el dominio de f y su rango
es el conjunto de todos los valores que toma f(X,Y).

Definicién 1.2: Si f es una funcién de dos variables con dominio D = R?, entonces la grafica de f
es el conjunto de todos los puntos P del espacio cuyas coordenadas (X,Y,z)e R® y verifican las
condiciones z=f(x,y) y (x,y)eD.

Definicién 1.3: Sea D = R®, una funcién f real de tres variables reales es una relacién que a toda
terna (X,Y,2) e D, le asigna un Unico numero real f(X,Y,z). El conjunto D es el dominio de f y
su rango es el conjunto de todos los valores que toma f(X,Y,2).

Definicion 1.4.: Las curvas de nivel de una funcién f de dos variables son las curvas de ecuacion
f(x,y) =k, donde k es una constante en el rango de f.



Problemas resueltos

1. Determine y grafique el dominio de la funcién f definida por f (x, y): \/ZXZ +4yx—Xx-2y.
Solucion:

La funcidn estd definida ( f(x, y) es un nimero real) si 2x? +4xy —x—2y >0, es decir

Dom, ={(x,y)eR2/2x2 +4xy—x—2y20}

Como
2x% +4xy —x-2y 20 < (2x-1)(x+2y)> 0=
<2x-120 y x+2y=>0 60 2x-1<0 y x+2y<0
Se tiene que:
Domf={(xiy)eRz/X2§ y yz-0 6 xsioy yS—;}

Para graficar el dominio hay que considerar los casos:

Caso [: X>l y y>—5
P X2 z=5

1 . 9 1
De XZE se obtiene la ecuacién X=E qgue corresponde a una

recta que divide al plano en dos regiones y sélo una de ellas
satisface la inecuacidon dada. Para determinar la regién, se
selecciona cualquier punto que no esté en la frontera, por
ejemplo P(1,2), y se analiza si satisface o no la desigualdad.

]
M-

1 . , .
Como 1>E se tiene que todos los puntos que estan del mismo

. . . 1
lado de la recta que P satisfacen la inecuacidon X ZE .

X . - X
De yZ—E se obtiene la ecuacion yz—E que corresponde a

una recta que divide al plano en dos regiones y sélo una de
ellas satisface la inecuacion dada. Para determinar la regidén, se
selecciona cualquier punto que no esté en la frontera, por
ejemplo Q(O,—l) y se analiza si satisface o no la desigualdad.

Como —1<0se tiene que todos los puntos que estan del lado



. . . L X
contrario de la recta que Q satisfacen la inecuacién y > Y

El conjunto de todos los puntos del plano que satisfacen las
1 X
dos desigualdades XZE y yZ—E pertenecen a |la

interseccion de las dos regiones anteriores, se obtiene asi la
regiéon mostrada en la figura.

Caso Il: x<1 y< X
: _2y =5

En este caso se obtienen las ecuaciones de las rectas x=—y

N

X . .
y:_E que representan las mismas rectas anteriores,

siguiendo un procedimiento similar al caso I, resulta que el
conjunto de todos los puntos del plano que satisfacen las dos

) 1 X .,
desigualdades XSE y yS—E pertenecen a la regidn

mostrada en la figura.

El dominio corresponde al conjunto de todos los puntos del
plano que satisfacen uno de los dos casos anteriormente
estudiados.

En conclusion, el dominio corresponde a la region sombreada
en la figura.

T
0l

x
y=;

X

2. Determine y grafique el dominio de la funcion h definida por h(x, y)= arccos(xy)+ 2

Solucion:



Dom,, :{(x,y)e R?/-1<xy<l vy 1—y>0}
={(x,y)e R?:-1< xysl}m {(x,y)e R?: y<1}

= {(x y)eR?:-1<xy vy xygl}m {(X y)eR?: y<1}
De las desigualdades involucradas en el dominio se pueden deducir las ecuaciones:

a) xy=1
b) xy=-1
cy=1

Que al representarlas graficamente se obtienen las curvas:

y=1

Cada gréfica divide al plano en dos regiones disjuntas. Para seleccionar la regidn cuyos puntos
satisfacen la desigualdad planteada se debe seleccionar un punto convenientemente, como en el
ejercicio anterior.

Por lo tanto, el dominio corresponde al conjunto de
todos los puntos del plano que satisfacen las tres
desigualdades, es decir, el dominio corresponde a
la regién que se muestra en la figura.

3. Determine y grafigue el dominio de la funcion f definida por

f(x,y)=In (y—1—|x—1|)—w/4x—x2 —y2.

Solucion:

10



Dom; ={(x,y)eR2/ y-1-x-1>0 y 4x-x? —y220}

De las desigualdades involucradas en el dominio se pueden deducir las ecuaciones:

a) y=1+|x-1 b)x? +y2 —4x=0<(x—2)* +y? =4

Que al representarlas graficamente se obtiene las curvas:

y=1+|x-1

(x-2)*+y*=4

¥

¢ /’\K-Z)"y’n
.
T

Cada gréfica divide al plano en dos regiones disjuntas. Para seleccionar la regidn cuyos puntos
satisfacen la desigualdad planteada se debe seleccionar un punto convenientemente.

Observe que

4x—x*-y? 20 x?+y? —4x<0= (x=2)* +y? <4

y-1-|x-1>0< y>1+[x-1 (¥

Luego, el dominio de la funcién es el conjunto de
puntos del circulo de centro C (2,0) y radio 2 que

satisfacen la desigualdad (*).

Por lo tanto, el dominio corresponde a la region
sombreada en la figura.

4. Determine y grafique el dominio

f(x,y)=e'" + In(5x2 +742y? —\/E)

Solucion:
Dom ={(x,y)e RZ/-y>0 vy

de Ila funcion f

5x2 +74/2y? —\/5>0}

definida

por

11



2 2
Bx2 + 74/2y% — 42> 0 5x2 + 74/2y% > 42 = > +yT>1
7

V2
5

X2

De esta inecuacion se obtiene la ecuacion — +
2

5

=1 que corresponde a la de una elipse

,ij [%,OJ e

\I\H|<N

&I

centrada en el origen que interseca al eje x en los puntos de coordenadas (—

1 1
interseca al eje y en los puntos de coordenadas [0, ——J y (O,—J .

V7 V7

Luego, el dominio de la funcién f corresponde
a los puntos del exterior de la elipse, que
tienen ordenada negativa o igual a 0, es decir,
los puntos del exterior de la elipse que estan
ubicados en el tercer 6 cuarto cuadrante o en
el eje x, como se muestra en la figura. *n

Y

or

5. Determine y grafique el dominio de la funcidn f definida por

J16x—x? —y? - 28
\/—64+y+16x—x2

f(x,y)=

Solucion:

Domf={(x,y)eR2/16x—x2—y2—2820 y —64+y+16x—x2>0}
={(x,y)eR2/(x—8)2+y2§36 y y>(x—8)2}

De las desigualdades involucradas en el dominio se pueden deducir las ecuaciones:

a) 16x—x? —y2 -28=0< y? +(x—8)* =36
b) —64+y+16x—x* =0 y=(x-8)

12



La primera corresponde a la ecuacién de una circunferencia de centro C(8,0) y radio 6, mientras

que la segunda corresponde a la ecuacion de una parabola que abre hacia arriba y cuyo vértice es
el punto C(8,0).

Cada grafica divide al plano en dos regiones disjuntas. Para seleccionar la regidn cuyos puntos
satisfacen la desigualdad planteada se debe seleccionar un punto convenientemente.

|‘ ,'
1 I y=(x-8)*
1 1
1

Por lo tanto, el dominio de la funcién f es el . ;
conjunto de todos los puntos del plano que .

. . L (x-8)+y*=36
pertenecen a la circunferencia y a su interior, 4

y también son interiores a la parabola como
se observa en la regidn sombreada en la
figura.

6. Determine y grafique el dominio de la funcién g definida por g(x,y) = In(2— y—x? )—e i

Solucion:
Domg={(x’y)€R2/2—y—X2>0 y 1-x-y®>0 }

Dom, ={(x,y)e RZ/2-y-x%*>0 }m {(x,y)e R?/1-x—y? 20}

Consideremos las ecuaciones
2-y-x*=0c y=2-x?

1-x-y? =0 x=1-y?

Al representar graficamente dichas ecuaciones se obtienen dos parabolas, cada una de las cuales,
divide al plano en dos regiones disjuntas, y sélo una de ellas satisface la inecuacion planteada.

En conclusion,

Dom, Z{(XvY)G RZ/y<2-x% y x31—y2}

13



Es decir, es el conjunto de todos los puntos del plano
que pertenecen al interior de la parabola de ecuacién

y=2- x2; y al interior y la frontera de la parabola de

ecuacion x=1-y?2, mostrada en la regién sombreada
de la figura.

7. Determine y grafique el dominio de la funcién h definida por h(x, y) = arcsen (X+ y).
Solucion:

Dom,, ={(x,y)e R?/-1< x+y£1}

De la doble desigualdad —1< x+ y <1, se obtienen las ecuaciones

X+y=1y x+y=-1
Que corresponden a dos rectas en el plano. Cada recta {7
separa el plano en dos semiplanos y al sustituir puntos

convenientes se obtiene que, el dominio de la funcion h

es el conjunto de todos los puntos del plano que estan
entre y sobre las dos rectas mostradas en la figura.

\ x+1=1
T s

x+y=-1

Xyz
x* +y?+2°
Solucion:

8. Determine el dominio de la funcién h definida por h(x, Y, Z):

Dom, ={(x,y,z)e R3:x%+y?+22 ¢O}= R®*—{(0,00)}

9. Determine el dominio de la funcién f definida por f (X, y,z): 2+tanX+ycosz.
Solucidn:

Dom :{(x,y,z)e R32X¢%+kn, keZ}st—{(X,y,Z)e R®:x

£+k7r, keZ}
2

14



X

J1-y +27

10. Determine el dominio de la funcién g definida por ¢ (X, Y, Z): 3
X+oY

Solucion:

Dom, ={(x,y,z)e R3:1—y20}m {(x,y,z)e R3:x+3y¢0}m {(x,y,z)e R3:z¢0}

:{(x,y,z)eRs:ygl, z#0, y;t—g }

11. Determine y describa el dominio de la funcién h definida por

arctan(x + y + z)

h(x,y,z)=

\/x2 +y2+2°-6x+22+6
Solucién:
1-x-y? =0 x=1-y?

La funcién h esta definida (h(x, y, z) es un numero real) si y sélo si X2 +y2+2%-6x+22+6>0.

Como
x2+y? 422 —6x+22+6>0= (x=3) +y? +(z+1)° >4

Se obtiene que el dominio de la funcién h es el conjunto:
Domy, ={(x.y,2)e R+ (x =3 +y* +(z+1) >4

Dado que (x —3)2 +y? +(z +1)2 =4 es la ecuacién de una esfera de centro P(3,0,-1) y radio 2,

el dominio de la funcidon h es el conjunto de todos los puntos del espacio que son exteriores a
dicha esfera.

12. Determine y grafique el dominio de la funcién f definida por
2 2 1
f(x, y)=\/;+ In{(x +y (—x+2y—gﬂ
Solucion:
Dom; :{(x,y)e R?:x>0 vy (x2 + yZI—X+2y_%)>O}

i) De x>0 se deduce que la regidén corresponde a todos los puntos del primer y cuarto cuadrante
incluyendo el eje y.

15



i) (X2 +y-’-{_X+2y_%)>0:>[—x+2y—%J>0 y (X,y)i(0,0)

De la desigualdad — x+ 2y —%> 0 se deduce la ecuacién

—x+2y—%=0<:> y=%x+%

Que es la ecuacién de una recta en el plano, que lo separa en dos regiones disjuntas. Se puede
deducir tomando un punto de una de las regiones, por ejemplo P(O,l), que los puntos que estan

del mismo lado de la recta que el punto P son los que satisfacen la desigualdad.

De i) y ii) al intersecar las dos regiones obtenidas se ikt
. . .7 .7 3] -
concluye que el dominio de la funcién fes la region del g
plano sombreada en la figura. 1 il
1 “" y:ix‘s
g = X

13. Dadas las funciones f y g definidas por

5

F(X,y)=42x—4y-x2—y? -1 y g(x,y)=
y ++/x

Considere la funcién h definida por h(x,y)=f(x,y)g(x,y), determine y represente
graficamente el dominio de la funcién h.

Solucion:
Domh:{(x,y)eR2/2x—4y—x2—y2—120 Coy+x#£0 Y xzo} (*)

2x—4y—x* —y® —120= x* +y* —2x+4y+1< 0= (x-1 +(y+2)* <4

y+x=0=y=—/x

Dom ={(x, y)e R? /(x=1)* +(y +2)? S4}m{(x,y)e Rzly;t—\/;}m{(x,y)e R® /XZO} (**)

Y su grafica se muestra a continuacion:

16



-~
=
-~ -
-
-

~ si x<0 y x?+y?<1
X

14. Dada la funcion f definida por f(X,y)z x> +3y si x>0, y=0 y x+y<1
0 si 0<x<1l y -1<y<0

a) Represente graficamente el dominio de f.
b) Halle, en caso de ser posible:

i) £(0,0) i) f(~1,0) iii) £(3,0) iv) f(l,lj v) f(i—%} vi) f(o,—ij v) f(l,ij

4 2 2 2 2 2
Solucion:

a) Para representar graficamente el dominio de f se debe considerar la unién de tres regiones que
se obtienen al representar graficamente las condiciones indicadas en la definicidn de f, que son:

.z y
) x<0 y x?+y?<1, que corresponden a la region

sombreada en la figura. \

A h—
N

17



) x>0, y>0 y x+y<1, que corresponden a la
regiéon sombreada en la figura.

I 0<x<1 y
region sombreada en la figura.

—1<y<0, que corresponden a la

De 1), Il) y lll) se tiene que la representacion del dominio
de f viene dada por la regidon sombreada en la figura.

x=1

s
’
s,
4
s
7

b)i) f(0,0)=02+3-0=0 yaque x>0, y>0 y x+y<1

i) £(~1,0)

ilz—l yaque x<0 y x?>+y?<1

iii) f(3,0) no existe ya que (3,0)# Dom,

2
W f(33)-(3) +
4 2 4

1

25
— vyaque x>0, >0
> 16 yaq y

y x+y<l
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v) f@,—%}o yaque 0<x<1 y —-1<y<0
. 1 . 1
vi) f(O,—Ej no existe ya que (0,—EjeDomf

v) f 11 no existe ya que 11 ¢ Dom
212 yaq 2’2 f

15. Determine el dominio, el rango y grafique la funcién f definida por f (x,y)=-3+ x? + y°.
Solucion:

El dominio de la funcion f es
Dom, =R?

Para obtener el rango, observe que X2 + y2 >0,y por lo

tanto, las imagenes son todas mayores o iguales que -3, en
consecuencia

Rg; =[-3,+ )
Para obtener la grafica de la funcién se considera
z=1(x,y).
Como z=-3+x?+Yy? es la ecuacién de un paraboloide

qgue abre hacia arriba y que interseca al eje z en el punto = =
(0,0,—3) se tiene que la grafica de la funcion es la I e
superficie mostrada en la figura.

16. Determine el dominio, el rango y grafique la funcién f definida por f(x,y)=1-y?.
Solucién:

El dominio de la funcion f es el conjunto

Dom, =R?

Para obtener el rango, observe que —y? <0, y por lo tanto, las imagenes son todas menores o
iguales que 1, en consecuencia

Ry 2(_00’1]
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Para obtener la grafica de la funcién se considera
z=f(x,y).

Como z=1-y? no depende de x, la ecuacion

corresponde a una superficie que se extiende
paralelamente al eje x, y cuya proyeccion en el plano yz es

la parabola de ecuacién z=1- y2, que abre hacia abajo y
que interseca al eje z en el punto (0,0,1). En =25

consecuencia, la grafica de la funcién es la superficie
mostrada en la figura anexa. B

17. Determine el dominio, el rango y grafique la funcién f definida por f(x,y) =2+ 49— x? — y?

Solucidn:

f(x,y) esunnimerorealsi 9—x? —y?>0.
9-x*-y?>0=x?+y?<9

Luego, el dominio de la funcidn f es el conjunto

Dom ={(x,y)e RZ/x? +y? §9}
Como OS\/9—1x2 +y? iSS se tiene que 2<2++/9—x? — y? <5, en consecuencia
Rg; =[2,5]
Para obtener la grafica de la funcién se considera z= f(X,y).
71=2+49-x*—y? =72-2=9-x*—y? =(2-2f =9-x* -y’ = x> +y* +(2-2)° =9

La ecuacion x? +y? +(z - 2)2 =9 corresponde a la de una esfera de centro C(0,0,2) y radio 3,

luego, la grafica de la funcidn f corresponde al casquete superior de la esfera que se muestra en la
siguiente figura.

20



z= 485111

= 4.10074

z=3.55037

18. Determine e identifique la ecuacion de la curva de interseccidn de las graficas de las funciones
f ygdefinidas por f(x,y)=x?>+y?y g(x,y)=9-x?—-y?.

Solucion:

x2+y2=9—x2—y2<:>2x2+2y2:9<:>x2+y2=%

x2+y2=%:>z=%, yaque x?+y?=z

Las graficas se intersecan en una circunferencia de ecuacion

. . - 9
Observe que la circunferencia queda en el plano de ecuacién z =E.

19. Sea f el campo escalar definido por f(Xx,y)=Yy—senx. Dibuje las curvas de nivel para
k=0,-2,2,—-4,4.

Solucion:

Las curvas de nivel son las graficas en el plano xy de ecuaciones de la forma f(x,y) =k, es decir,
y—-senx=k 6 y=k+senx

Las curvas de nivel, para los valores de k indicados se muestran en la figura.
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20. Sea f el campo escalar definido por f(x,y)=x?+y? +6x —4y +13. Dibuje e identifique las
curvas de nivel para k=0,1,2,3 .

Solucion:

Las curvas de nivel son las graficas en el plano xy de ecuaciones de la forma f(x,y) =k, es decir,
x> +y2+6x-4y+13=Kk
o}
(x+3)* +(y-2) =k

Las curvas de nivel, para los valores de k
indicados se muestran en la figura.

Observe que estas son circunferencias de
centro (—3,2) para k>0.

21. Una placa plana rectangular de metal esta ubicada en el plano xy de forma tal que la
temperatura T(x, y) en cualquier punto de la placa es inversamente proporcional a la distancia
del punto P(X, y) (de la placa) al origen.

a) Halle la funcién que define la temperatura T(x, y) en cualquier punto de la placa.
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1
b) Si k =1, halle y grafique para k = > 1, 2 las curvas isotérmicas.

c) Determine el dominio de T(x, y). Diga el significado fisico del dominio de la funcién T respecto
a la placa.

Solucion:

a) La distancia de un punto P(x, y) al origen viene dada por x% + y2 . Como la temperatura en
P es inversamente proporcional a la distancia al origen, resulta

A

T(xy)=

b) Si k=1, las isotermas para k =%,1, 2 son circunferencias

. . 1 .
concéntricas de centro (0,0) y radios 2, 1y E respectivamente,

como se observan en la figura.

c) Dom; = R? - {(0,0)}. Interpretacion fisica: La temperatura permanece constante a lo largo de

las curvas isotérmicas y se observa que a medida que las curvas isotérmicas se alejan de la fuente,
la temperatura disminuye. Pero a medida que las curvas se acercan al origen la temperatura
aumenta, esto nos dice que en ese punto hay una concentracion de calor, o sea, una fuente.

22. a. Identifique y grafique las superficies de ecuaciones y+z=2y y=x>.

b. Grafique el sélido limitado por las superficies dadas y el plano xy.
c. Halle la proyeccion del sélido en el plano xz.

Solucion:

a) Como y+z=2 no depende de x, la ecuacién

corresponde a un plano que se extiende paralelamente
al eje x, y cuya proyeccion en el plano yz es la recta de
ecuacién y+z=2. La grifica de la superficie se

muestra en la figura.
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Como y:X2 no depende de z la ecuacidon

corresponde a una superficie que se extiende
paralelamente al eje z, y cuya proyeccidn en el plano xy

es la parabola de ecuacién y=x?. La grafica de la
superficie se muestra en la figura.

w35

b) El sélido resultante es la regidon del espacio limitado Al
por las dos superficies dadas y el plano xy como se i ;
observa en la figura. =37 '

c¢) Para hallar la proyeccion del sélido en el plano xz se
debe determinar la curva de interseccién de ambas |’
superficies, y para ello se debe resolver el sistema de
ecuaciones

y+2=2
y = )(2 z=2-%"

y+1=2=>y=2-12

Al sustituir el valor de y en la segunda ecuacion se
obtiene la pardbola de ecuacion

Luego, la proyeccion del sélido en el plano xz es la
regiéon mostrada en la figura.

23. a. Identifique y grafique las superficies de ecuaciones X+y=4y z=4— x2.

b. Grafique el sélido que esta en el primer octante limitado por las superficies dadas.
c. Halle la proyeccion del sélido en el plano yz, y dibuje la proyeccidn de la curva de interseccién de
ambas superficies.

Solucion:
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a) Como X+Yy=4 no depende de z la ecuacién

corresponde a un plano que se extiende paralelamente
al eje z, y cuya proyeccion en el plano xy es la recta de
ecuaciébn x+y=4. La grifica de la superficie se

muestra en la figura.

Como z=4-x? no depende de y, la ecuacién
corresponde a una superficie que se extiende
paralelamente al eje y, y cuya proyeccion en el plano xz

es la parabola de ecuacién z=4—x2. La grafica de la
superficie se muestra en la figura.

El sélido resultante es la region del espacio limitado por
las dos superficies dadas y los planos coordenados
como se observa en la figura.

c¢) Para hallar la proyeccién del sélido en el plano yz se
debe determinar la curva de interseccién, y para ello se
debe resolver el sistema de ecuaciones

X+y=4

7=4-x*

2=4-(d-y

X+y=4=x=4-y .
Al sustituir el valor de x en la segunda ecuacién se =~ | Ty
obtiene la pardbola de ecuacion
z=4-(4-y)
Luego, la proyeccion del sélido en el plano yz es la
regiéon mostrada en la figura.

24. a. Identifique y grafique las superficies de ecuaciones X+z=6 y X=4— y2.
b. Grafique el sélido que esta en el primer octante limitado por las superficies dadas.

25



c. Halle la proyeccion del sélido en el plano yz, y dibuje la proyeccidn de la curva de interseccién de
ambas superficies.

Solucion:

a) Como X+ z =6 no depende de y, la ecuacion corresponde a
un plano que se extiende paralelamente al eje y, y cuya
proyeccidn en el plano xz es la recta de ecuacién x+z=6. La
grafica de la superficie se muestra en la figura.

Como x=4- y2 no depende de z, la ecuacion corresponde a
una superficie que se extiende paralelamente al eje z, y cuya
proyeccion en el plano xy es la parabola de ecuacién x=4— y2.
La grafica de la superficie se muestra en la figura.

b) El sélido resultante es la regidn del espacio limitado por las ==
superficies dadas como se observa en la figura.

=075

c¢) Para hallar la proyeccién del sélido en el plano yz se debe determinar la curva de interseccion, y
para ello se debe resolver el sistema de ecuaciones

X+2=6
Xx=4-y?

X+2=6=>X=6-12

Al sustituir el valor de x en la segunda ecuacion se
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obtiene la pardbola de ecuacion

7=2+Yy?

Luego, la proyeccion del sélido en el plano yz es la '

.z . 2
regidon mostrada en la figura. i

25. a. Identifique y grafique las superficies de ecuaciones y+z=3y z=1—x°.

b. Grafique el sélido limitado por las superficies dadas y por los planos de ecuaciones y=0 y
z=0.

c. Halle la proyeccidon del sélido en el plano xy, y dibuje la proyeccién de la curva de intersecciéon
las superficies dadas en a).

Solucion:

a) Como Yy + z=3 no depende de x, la ecuacién corresponde a

un plano que se extiende paralelamente al eje x, y cuya
proyeccién en el plano yz es la recta de ecuaciéon y+z=3. La

grafica de la superficie se muestra en la figura.

Como z=1-x? no depende de y, la ecuacién corresponde a
una superficie que se extiende paralelamente al eje y, y cuya
proyeccion en el plano xz es la parabola de ecuacién z=1— x?.
La grafica de la superficie se muestra en la figura.

El sélido resultante es la regidn del espacio limitado por las tres
superficies dadas como se observa en la figura.
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c¢) Para hallar la proyeccién del sélido en el plano xy se debe determinar la curva de interseccion, y
para ello se debe resolver el sistema de ecuaciones

y+z=3
z=1-x?
y+z=3=12=3-Y

Al sustituir el valor de z en la segunda ecuacion se obtiene la parabola de ecuacion y=2+ x?

¥

Luego, la proyeccién del sélido en el plano xy es
la regién mostrada en la figura.

26. Dadas las funciones f, g, h y t definidas por f(x, y)= x? +y?, g(x, y)= x?—y?, h(x ):cosx
y t(x )=Sen X, halle, si es posible:

a) (f+g)x.y) b)t(g(x.y) o g(f(x,y).g(x.y) d f(g(x.y)) e f(h(x)t(x))

Solucién:
a) (f +g)x,y)=f(x,y)+g(x,y)=x*+y? +x* —y* =2’

b) t(g(x, y))=t(x* —y?)=sen(x? - y?)

o g(F(x,y), 90 y)=g(x? +y2 ,x? = y?)=( +y? f = (2 - y? = ax?y?

d) f(g(x,y)) no se puede calcular ya que g(x,y) es un escalar (un nimero real) y f es una
funcioén de dos variables.

e) f(h(x),t(x))= f(cosx,sen x)=cos? x +sen?x =1
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Problemas propuestos

En los problemas del 1 al 6 determine y grafique el dominio de la funcion definida.

X

1. f(x,y)= xi();y 2. f(xy)=v1-x—e’ 3. g(x,y)=4y—x?
4. h(x,y)=; 5. f(x,y)=4/In(x+y) 6. f(x,y)= 2
\16—x2 —y? ‘{/2x—4y—x2—y2—1
Respuestas:
1) Domy ={(x,y)eIR2/x—2y¢O} ] pr
5 x=2y ,o"“

-5 4 3 -2 ’j"j;"‘ 2 3 4 5 6x i
2) Dom; :{(x,y)eRz/y;tnysl} M

________________ U] — | N g Ay

3) Dom, :{(x, y)eR2/ y2x2}




4) Dom,, :{(x, y)eR2/ x% +y? <16}

-~

,1' \\ X+y=16
/ Y
F A
I Ay
I A
1 1
1 1
i —
| 1
\ 1
|‘ "
L ’
N ’
\\ ’,
S -
y
2.
5) Dom; ={(x,y)eR?:y>1-x xoyet

6) Dom; = {(x, y)eR?/(x—1)? +(y +2)? <4}

______

En los problemas del 7 al 12 determine el dominio de la funcidn definida.

XZ

+Yy
-2

7. 9(x,y,2)=

10

1
VX +y?+22-9

8. f(x,y,z)=

9. g(x,y,z)=
X2 +yP 22 —dy+az+4

X

11. f(x,y,2)=e2" +4/4—y?

Respuestas: 7) Domg = {(X, y,Z)E R¥:z% 2}

9) Dom, ={(x,y,z)e R3/ x2+(y-2) +(z+2)? >4} 10) Dom,, ={(x,y,z)e R3:x2 —y? 72 <16}

11) Dom ={(x,y,z)e R¥:z21 y z=-1

10. h(x,y,z):ln(lG—x2 +y? +22)

12. h(x,y,z)= arctan[ﬁ}

8) Dom :{(x,y,z)eR3:x2+y2+z2 >9}

y |Y|<2} 12) Dom,, ={(X,y,z)e R3:xz¢4}

30



En los problemas del 13 al 18 determine el dominio, el rango y grafique la funcién definida.
13. f(X,y)=2+x? 14. f(x,y)=2x2+4y? 15. f(x,y)=—yx* +y?

16. f(X,y)=—/9-x>—y?® 17. f(x,y)=4+y 18. f(x,y)=3+y?

Respuestas:
13)
Dom = R?
Rf =[2,+OO)
14)
Dom; =R?
R =[0,+x)
15)
Dom; =R?
Ry =(-e0,0]




16)

Dom ={(x,y)eR2:x2+y2<9}

z=-1.55037

R f = (— @, 0] ,
z=-2.10074
=-2.85111
(]
L__f———k x=|F0
y=-1 e R
17)
D _ 2
om; =R
R f = R
=4
R x—oF-‘
y=-1 y=0 1 =1
18)
_p2
Dom; =R
R =[3,+x)

En los problemas del 19 al 22 identifique y dibuje las curvas de nivel de los campos escalares

definidos para los valores de k indicados.

19. f(x,y)=3x-2y;k=0,-4,4,-8,8-12,12  20. f(x,y)=y-x%;k=0,-2,2,-3,4

21. f(x,y):xy;k:%,l, 4,8

22. f(x,y)=4x>+y?%;k=0,4,9,16
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Respuestas:

19) Las curvas de nivel son las graficas de las ecuaciones de la
forma

2" 2

en el plano xy. Estas son rectas paralelas.

20) Las curvas de nivel son las graficas de las ecuaciones de la
forma

y=x2+k

en el plano xy. Estas son parabolas.

21) Las curvas de nivel son las gréficas de las ecuaciones de la
forma

y=£,x¢0
X

en el plano xy. Estas son hipérbolas.
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22) Las curvas de nivel son las graficas de las ecuaciones de la

forma

4x? +y? =k

en el plano xy. Estas son elipses para K > 0, centradas en el

origen.

X+1
23. Dada la funcién g definida por g(x,y)=1{ 0 si 0<y<x® y -1<x<2

x?+y?-1

a) Represente graficamente el dominio de g.

x<-1 'y y—-x-1<0

x>2 y y=>0

b) Halle, en caso de ser posible,: g(0,0); g(l,O); g(O,—G) ; g(0,4); g(—5,—1); g(3,5),-
9(-3,-4).
Respuesta:
g(0,0)=0,- g(1,0)=0; g(O,—6) no existe ; g(0,4)noexiste; 24
e I S AN
g(—5,—1) no existe; g(3,5)—33, g( 3, 4) >

x=2
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LIMITE Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE VARIAS
VARIABLES

Definiciones, propiedades y teoremas importantes

Definicion 2.1: Sea f una funcidn real de dos variables reales definida en un disco abierto con
centro(a,b), excepto quizés en (a,b), y sea L un numero real. Se dice que el limite de f(X,y),

cuando (X,y) tiendea (a,b) es L,y se escribe , I)lng 0 f(x,y) =L, si para todo nimero positivo
X,y)—>(a,

& existe un numero positivo ¢ tal que

| f(x,y)-L|<esi O<\/(x—a)2 +(y-b)* <6

Teorema 2.1: Si f(X,y)—> L, cuando (X,y)—>(a,b) a lo largo de la trayectoria C; y si
f(x,y)—> L, cuando (X,y)—(a,b) a lo largo de la trayectoria C,, donde L, #L, , entonces

lim f(x,y) no existe.
(x,y)—>(a,b) ( y)

Definicidon 2.2: Sea f una funcidn real de dos variables reales definida en (a,b). Entonces la
funcién f es continua en (a,b) siy solo si , I)in? 0 f(x,y)= f(a,b). Se dice que f es continua en
X,y)—>(a,

un conjunto D si es continua en todos los puntos (a,b)eD.

Teorema 2.2: Toda funcién polinomial de dos variables es continua en R%.

Teorema 2.3: Toda funcidn racional de dos variables es continua excepto en los puntos que anulan
el denominador.

Teorema 2.4: Si k es un numero real y fy g son dos funciones reales continuas en (a,b), entonces
las funciones kf , f £g, fg, f/g,si g(a,b)=0, son continuas en (a,b).

Teorema 2.5: Si f una funcidn real continua en (a,b) y g una funcién real de una variable continua
en f(a,b), entonces, la compuesta h=gof escontinuaen (a,b).

Definicion 2.3: Sea f una funcién real de tres variables reales definida en una esfera abierta con
centro(a,b,c), excepto quizas en (a,b,c). Se dice que el limite de f(X,y,z), cuando (X,Y,2)

tiende a (a,b,c) es L, y se escribe lim f(x,y,2)=L, si para todo nimero positivo &
(x,y,2)—>(a,b,c)

existe un numero positivo ¢ tal que

| f(x,y,2)—L|<¢ si 0<y/(x—a) +(y—b)Y +(z—c)’ <&
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Teorema 2.6: Si f(x,y,z) > L, cuando (X,Y,z)—(a,b,c) a lo largo de la trayectoria C; y si
f(x,y,z)> L, cuando (x,y,z)—(a,b,c) a lo largo de la trayectoria C,, donde L, =L, ,

entonces lim f (X, Y,2) no existe.
(x,y,z)—>(a,b,c)

Definicién 2.4: Sea f una funcion real de tres variables reales definida en (a,b,c). Entonces la

funcién f es continua en (a,b,c) siy solo si lim f(x,y,z)=f(a,b,c). Se dice que f es
(x,y,z)—(a,b,c)

continua en un conjunto D si es continua en todos los puntos (a,b,c)e D .

Teorema 2.7: Toda funcién polinomial de tres variables es continua en R>.

Teorema 2.8: Toda funcidn racional de tres variables es continua excepto en los puntos que anulan
el denominador.

Teorema 2.9: Si k es un numero real y fy g son dos funciones continuas en (a,b,c), entonces las
funciones kf , f £g, fg, f/g,si g(a,b,c)#0, son continuas en (a,b,c).

Teorema 2.10: Si f una funcidn real continua en (a,b,c) y g una funcién real de una variable
continua en f(a,b,c), entonces, la compuesta h=gof escontinuaen (a,b,c).
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Problemas resueltos

3Xxy

1. Dada la funcién g definida por g (X, Y) =—
X +y

i) Calcule |lim X,Y) en cada caso:
) o 9 Y)

a) Alo largo de la recta de ecuacion x=0.
b) A lo largo de la recta de ecuacién y =X.

y

¢) Alo largo de la recta de ecuacién X = rR

d) Alo largo de la parabola de ecuacion y = x2.
e) Concluya acerca de la existencia del limite entorno al origen.

ii) Estudie el comportamiento de g(x,y) alrededor de (0,0) a lo largo del haz de rectas de
ecuacion y =ax . Escriba su conclusidn.

Solucion:

Si (x,y)—> (0,0)entonces 3xy >0 y x*>+y?—0,y se obtiene una indeterminacién de la

forma 9
0
ha) tim —9Y _jim-% _limo=o0
(0,y)>(0,0) 02 + y2 y—0 y2 y—0
2
b | XX =i 3x :Iim3:E
(xx)>(00) x2 +x2 x50 2x2 x>02 2
y
3y 2
o lim 2" _imY _mi2_®
(l,yj—%oo)l , V20 10y* y-010 5
4
2
d)  lim 3xx = lim 3 =0

e) El limite ( I)inz )g(x,y) no existe ya que a través de trayectorias diferentes se obtienen
X,y )—(0,0

valores diferentes.

3xax 3ax? 3a 3

i) lim ————=1im =lim = . Como el valor del limite depende
(xa}>00) x2 +a2x? 0 [L+a2lk? x>01+a®? 1+a’

de la pendiente a de la recta entonces el limite  lim  g(x, y) no existe.
(x,y)-(0,0)
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2. Calcule, si existe, el siguiente limite:

. 3xy
lim —————
(xy)>(00)5x? 4 2 y?
Solucion:
- ., - _ Xy 2
Observe que el dominio de la funcién f definida por f (X,y)= SxZ 1oy s R —{(0,0)}, no
X“+2y

obstante el limite podria existir.

Por otra parte, si (X,y)— (0,0) entonces, 3xy—0 y b5x°+2y?—0, y se obtiene una

3 0
indeterminacion de la forma 6

Hay que estudiar el comportamiento de la funcién cuando (X,y) — (0,0) a través de diferentes
trayectorias (o “caminos”).

i) Por ejemplo, se puede estudiar el comportamiento de la funcion f, cuando (x,y)—(0,0), a
través de la recta de ecuacion y = x.

Como
2
F (X, %) = 23xx 2:3x2:§
5x° +2X 7X 7

Se tiene que f (x,Y) —>§ cuando (X,Yy) — (0,0) através de la recta de ecuacién y=x.

También se puede escribir:

3X X _3x* . 3 3
lim =lim =lim==—
(x,x)a(O,O)[:')x2 + 2)(2 Xx—0 7)(2 x=07 7

ii) Ahora se puede estudiar el comportamiento de la funcién f cuando (x,y) — (0,0) a través de
la recta de ecuacidon y = 2x,

Como
3x-2x _ 6x? _ 6
5x2 +2-4x* 13x®> 13

f (x,2x)=
. 6 . .
Se tiene que f (x,y) > G cuando (X, y) — (0,0) através de la recta de ecuacién y = 2x.

También se puede escribir:

) 3x-2x . 6x> .. 6 6
lim =1Im =lim—=—
(.2x)>(0,005x% 4 2.4x? x>013x* x-»013 13
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Como por dos trayectorias diferentes la funcién tiende a valores diferentes cuando (X, y) — (0,0)

L. . Xy
se concluye que el limite  lim

) ——— ho existe.
(xy)>(00)5x° + 2y

iii) El problema anterior también se puede resolver, estudiando el comportamiento de la funcidn
cuando (X, Yy)toma valores préximos a (0,0) a través de cualquier la recta de ecuacién y=mx,

m e R que pase por el origen.

Como
3xmx 3m x? 3m

f (x,mx)= = =
( ) 5x*+2-m°x*  (5+2m?)x* 5+ 2m?

Se tiene que la funcién tiende a valores diferentes segun la pendiente m de la recta, por lo tanto,

. X
el limite  lim 2—y2 no existe.
(xy)(005x° + 2y
También se puede escribir:
. 3xmx ) 3m x? 3m 3m
lim lim

(xm)>(0,005x% +2.m?x? x>0 (5+2m?)x® x»054+2m® 5+ 2m?

2

. X
3. Compruebe que el limite  lim y

no existe.
(y)-(00) x? 4y

4

Solucion:
2

Observe que el dominio de la funcién g definida por g (X,y)=% es R? —{(0,0)}, no
X

+y

obstante el limite podria existir.

Por otra parte, si (x,y)—(0,0) entonces, 5xy> >0y x*+y*—>0,y se obtiene una

3 0
indeterminacion de la forma 6

Hay que estudiar el comportamiento de la funcién g, cuando (X,y)—(0,0), a través de
diferentes trayectorias.

i) Por ejemplo, se puede estudiar el comportamiento de la funcién g, cuando (x,y)—(0,0), a

través de la pardbola de ecuacion x =y?.

Como
5y°_5

2 oy 5y*yt
gy ,y)——4+y4—2y4 >

y
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Se tiene que, g(x,y)—>g cuando (X, y) — (0,0) atravésde x =y?>.

También se puede escribir

5y?.y? 5y’ 5 5

lim =lim =lim—=
(yz,yl)%(ovo)y“jty4 y>0 2yt y>02 2

Ahora se puede estudiar el comportamiento de la funcién g, cuando (x,y) — (0,0), a través de la

recta de ecuaciony =0.

Como

5x-0 0
f(x,0)=———=—=0
(x.0) x2+0 x2

Se tiene que, T (X,y) — 0 cuando (x,y) — (0,0) através del eje x.

También se puede escribir:

im 29 _1im® _limo=0
(x,0(0,0) x2 + 0 x20x2 x-0

Como por dos trayectorias diferentes la funcién tiende a valores diferentes, el limite

2

(x y)—>(0 0) 2 T no existe.
, 0) X +y

4. Utilice limites iterados para demostrar que el limite ( lim

Solucion:

2

Observe que el dominio de la funcién f, definida por f (x,y)= X2 _3
X+

obstante el limite puede existir.

x? —2y?
x,y)>(0,0) x? + 3y?

no existe.

es R2-{(0,0)}, no

Observe que si (x,y)—(0,0) entonces x?-2y> -0 y x*+3y?> >0, y se obtiene una

indeterminacion de la forma %

Se puede estudiar la existencia del limite, calculando los limites iterados.

2 ny,2 2
tim| 1im X =2 i 2| < lim1=1
x=>0{ y=>0 x +3y2 x—0 X2 x—0

2 2 2 _
lim |imx2_i _im| 22 |- |im(—2j=—3
y=>0 x>0 x? 4 3y? | y-0 3y? y—>o 3 3

(1)

(2)
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2 2
P . - . X° =2
De (1) y (2), como los limites iterados existen y son distintos, se concluye que |im y
(x,y)-(0,0) x? + 3y?

no existe.

5. Demuestre que Iim (3x—-y)=1.
aue X Y)

Solucion:

Sea £ >0 dado, se debe hallar un numero 6 >0 tal que

Si 0<\/(x—1)2 +(y—2)* <5 entonces |3X—y—1|<s
Es decir,

Por propiedades del valor absoluto se tiene que
la—bl|<|a|+|b|
|x—a|£\/(x—a)2 +(y-h)
| y—b|s\/(x—a)2 +(y-b)

Luego,

3x—y-1|=|3x—y-1+3-3|=|3(x-1)-(y-2)| <|3(x-1)[+]|y-2|= 3 x-1|+|y-2]
<3(x=1f +(y 27 +/(x=1 +(y—2)* <36 +5=45

siempre que 0<\/(x—1)2 +(y-2)° <s.

Si se considera 8:% y O<\/(x—1)2 +(y—2)° <3 setiene que |3X—y—1|<45=4§=g.

. £
Por lo tanto, para todo ¢ >0 existe 0 :Z >0 tal que

(x,y)eR?y 0<\/(x—1)2 +(y—2)* <& setiene que |3X—y—1|<g

En consecuencia

lim (3x—y)=1
ol 23X =)

6. Calcule, si existe, el siguiente limite:
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x4—y4

im ——
(xy)}>(00) x? 4 y?
Solucidn:
X4 _ y4
Observe que el dominio de la funcién h, definida por h(x,y)=——— es R%Z-{(0,0)}, sin
X +y

embargo el limite puede existir.

Por otra parte, si  (x,y)— (0,0) entonces, x*-y*—>0y x®>+y®>—>0,y se obtiene una

. L 0
indeterminacién de la forma 6

Si se estudia el comportamiento de la funcidn h cuando (x,y)— (0,0)a través de diferentes

trayectorias, como se hizo en los tres problemas anteriores, se obtiene que en todos los casos
h(x,y) — 0 cuando (x,y) — (0,0) (verifiquelo). De ello no se puede concluir que el limite exista.

Para demostrar que el limite existe y es 0 se debe recurrir a la definicidn. Es decir,

Sea ¢ >0 dado, se debe hallar un numero 6 >0 tal que

x* —y*
Si 0<\/(X—0)2+(y—0)2 <3 entonces | ——>——0|<e
X +y
Es decir,
4 _ 4
Si 0<+/Xx? +y? <& entonces §2+§2 <g

Como para (X, Yy) = (0,0)

2 _ 2 )(y2 4 2
izlzzzz& _;2%ﬂ+y)L%XZ—YﬂS‘ﬁ‘ﬂyz‘:x2+y2<§
Si se define 6=\/Ey0<\/m<6 se tiene que X:_yz <s.
X“+y

Por lo tanto, para todo ¢ >0 existe 6 = \/E >0 tal que

X4_y4
2

2<8
X" +Yy

(x,y)eR?—{(0,0)} y 0<4/x* + y? <& se tiene que

En consecuencia

4 4
lim uzo
(xy)>(00) x2 4 y?

XYy—2X—-Yy+2

7. Verifique que el Iimite( I;m no existe.

x.y)>(1.2) x* —2x+y? —4y +5
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Solucion:

Si (X, y)—>(1,2) entonces, Xy—-2Xx-y+2—>0 vy X2 —2x+ y2 —4y+5—0, y se obtiene una

indeterminacion de la forma %

Al factorizar el numerador y el denominador para “intuir” la familia de caminos, resulta
xy—2x—y+2=x(y-2)-y-2=(y-2)x-1)

X2 —2x+y2 —4y+5=x2—2x+1+y? -4y +4=(x-1)" +(y-2)
Por lo tanto:
xy-2x-y+2 _ (y-2)x-1)
x2—2x+y?—4y+5  (x—1) +(y-2)’

Si se considera la familia de rectas de ecuacién: x—1=m(y —2) que pasan por el punto (L,2), se

obtiene:
lim Xy-2x-y+2 _ lim (y-2)x-1) lim m(y-2)* _
@em(y-2).y)>02) X2 —2x + Y2 —4y +5  @m(y-2)y)>02) (x —1)7 +(y—2)*  y>2 (m? +1iy—2)2
m m

=[im > = 5
y=>21+m 1+m

Como este limite varia segin la pendiente m de la recta, se tiene que
. XYy—2X—-y+2
lim y y

) e 7 no existe.
(6y)1.2) x5 —2x+y* —4y+5

X* +4x3 +4x% + x2y?

5 5 existe. Halle su valor.
2,0 44y° + X" +4X

8. El limite lim
(x,y)>(-

Solucion:

Observe que si (x,y)—(0,0) entonces x*+4x3+4x?+x?y? 50 y 4+y’+x*+4x—>0 y se

. . L 0
obtiene una indeterminacion de la forma 6

lim x*+ax® +4x® +x%y? xz(x2+4x+4+y2)
(y)>(-2.00 44 y? +x? +4x (y)>2.0) Y2 4 (x 4+ 2)
2 2 2
i X 2) Y- lim x*-4
(x.y(-2,0) y2 4 (x+2) (x.y)}>(-2,0)
2 2
9. Se afirma que el limite  |im In (2X t2y" +1 existe. Halle su valor.

(x.y)}>(0.0)  2x? +2y?
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Solucion:

Observe que si (x,y) — (0,0) entonces In (2X2 +2y? +1)—> 0 y 2x?+2y? -0 y se obtiene

. o, 0
una indeterminacién de la forma 6

Como el limite existe para (x, y)— (0,0), se puede determinar a través de cualquier trayectoria.

Sea la recta de ecuacidon X =Y la trayectoria seleccionada.

8x
2 2 2 L'H 2
lim In(2x +2y +1)= im In(4x +1) lim 4% +1_“ 1 _1
(x,y)~(0,0) %2 + 2y2 x—0 4x2 x—0 X x>0 4x2% +1

cos(x2 +y? +32n)

10. El limite  lim > 2

existe. Halle su valor.
(x,y)-(0,0) X2 +y

Solucion:

3
Observe que si (x,y) —(0,0) entonces COS(X2 +y? +7EJ—>O y x> +y?—0 y se obtiene

. L, 0
una indeterminacién de la forma o

Como el limite existe para (X, y)—> (0 , O), se puede determinar a través de cualquier trayectoria.

Sea la recta de ecuacidn x =y la trayectoria seleccionada.

Luego,

cos(x2 +x2 4+ 3;)

cos( 2x? +3nj ) —4xsen [ZXZ +3n)
. A 2 L'H 2
lim 5 = lim

(x,x)=(0,0) 2 x—0 2 x50 4x
X+ X 2X

=lim —sen (sz +3—n] =1
x—0 2

11. Suponiendo que el limite existe, utilice el siguiente cambio:

X=rcos0
conr=0 vy 66[0,27[]

y=rseno

44



Denominadas coordenadas polares, para calcular el limite

lim )(x2 + yz)ln(x2 + yz)

(x,x)=>(0,0
Solucion:

Observe que
x> +y?=r%cos’0+r’sen’0=r?

Ademas,
(x,¥)—>(0,0)=r—>0
Luego,
2r
2 I'H L2
lim  (x2+y2)In(x? + y2)=limrZ Inr? = lim 2 — fim " — fim(- r2)=
(x,x)e(0,0)( Y ) ( Y ) r—0 r—0 r-0 2 rao( ) 0
r.2 r3
2Xyz
12. a) Demuestre que f(X,y,z)=—————F—>0 cuando (X,y,z) —>(0,0,0) alo largo de
X' +y©+z
x=t
la recta de ecuacién <y =t, teR.
z=t
. 2Xyz .
b) Demuestre que lim no existe.

(x,y,2)—(0,0,0) X4 + y2 + 24

Solucion:

a) Observe que
(x,y¥,2)—>(0,0,0) «t—>0

Como
2t 2t 2t L2t
ft.t,0)= = = y lim =0
0= e t2(L+2t2) 1+t 50 1 +12
Se tiene que f(x,y,z)=—; ZXZZ >0 cuando (x,y,z) —>(0,0,0) alo largo de la recta
X" +y +z

dada.

b) Ahora se puede estudiar el comportamiento de la funcién cuando (X,Yy,z) — (0,0,0) a través
X=t

de la curva de ecuacion< y =t%, teR.
z=t

Observe que

45



(x,y¥,2)—>(0,0,0) t—>0
Como
2t* 2t* 2
fle,t2 t)e0———— =" ==
( ) tY 4+ttt 3t 3

Se tiene que f(X,y,Z)—>§ cuando (X,y,z)—(0,0,0) a través de la curva de ecuacién

x=t
y=t?, teR
7=t

Como por dos trayectorias diferentes la funcion f tiende a valores diferentes, el limite
. 2Xyz
lim y

—— >, 7 ho existe.
(x,y,2)=>(0,0,0) x* + y©+1z

Observe la siguiente propiedad

Si lim f(x,y)=c ysiexisten lim f(x,y) y lim f(x, y) entonces existen los limites iterados y
(x,x)—>(a,b) x—a y—b

Iim(lim f(x, y)j: lim(lim f (x, y))]=c

x—a\ y—b y—b x—a

El reciproco no es cierto. Esto se puede comprobar con el siguiente ejercicio.

3
13. Considere la funcién f definida por f(x,y) =%.
2y° +X

i) Estudie los limites iterados para (x,y) — (0,0) . ¢Qué concluye?

3
ii) Estudie  lim 3y

— 5 @ través de una trayectoria conveniente. ¢ Qué concluye?
(x,9)=(0,0) 2y° + X

Solucion:
3 3
i) tim| tim =Y | Zlim-2 = lim0=0 y lim| lim—2Y |~ lim-2~1im0=0
x—=0{ y—0 2y + X x—=0 ¥ x—0 y—0| x—0 2y + X y—0 2y y—0

Se concluye que los limites iterados existen y son iguales.
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ii) Se puede estudiar el comportamiento de la funcién f, cuando (x,y) — (0,0), a través de la
curva de ecuacién x = y°.
: 3y°y? . 3y®
lim Lzzhmiszhml:l
(y%,y)—(0,0) 2y6 n (y3) y-0 3y y—0

Como el valor obtenido de la funcién f cuando (x,y)—(0,0)a través de la trayectoria

seleccionada es diferente al valor obtenido en los limites iterados se concluye que el limite
3xy?

f(X,y)=26—

> no existe.
y° + X

14. Estudie la continuidad de la funcion real de dos variables definida por

y
fix,y)=——F——
1+/x% +y?

Solucion:

Esta funcidn es continua en todo punto de R ya que es el cociente de dos funciones continuas
cuyo denominador no se anula

15. Estudie la continuidad de la funcion real f de dos variables definida por

X s (x 0.0
f(x,y)= m SI (X y)i( )
0 si (x,y)=(0,0)
Solucion:

i) Para (x, y):t (0,0) la funcion f es continua ya que es el cociente de dos funciones continuas cuyo
denominador no se anula.

ii) Estudiemos la continuidad de f en (0,0).
a) 1(0,0)=0

b) Estudi lim f(x,y).
) Estudiemos L ( y)

Observe que si (x,y)—>(0,0) entonces X—>0 y +x*+y? >0 y se obtiene una

indeterminacion de la forma %

Hay que estudiar el comportamiento de la funcién cuando (X, y) — (0,0) a través de diferentes
trayectorias.
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Por ejemplo, se puede estudiar el comportamiento de la funcién cuando (x,y)— (0,0) por la
familia de semirrectas y = mx, (x > 0).

Como

I|m = lim = lim = lim——= lim——

(x, mx)—> Oom x—0 ,X +m X x—>0|x|m x—>0X/1+m x—0 /1+m

1

v1+m?

Se tiene que, el limite depende de la trayectoria (varia segun la pendiente), y en consecuencia el

limite Iim f (x, y) no existe, por lo tanto, f no es continua en (0,0).
(x,y)-(0,0)

De i) y ii) la funcién f es continua en R? —{(0,0)}.

16. Dibuje la regidn mas grande del plano en que la funciéon f definida por

2

f(x,y)= COS(LJ es continua.
-y

Solucion:

La funcién f es la compuesta de la funcién coseno de * Y .
una variable con una funcién racional de dos variables. N ’
Como la funcién coseno es continua en R y la funcién . 4
racional es continua en aquellos puntos que no anulen . 0

el denominador, se tiene que f es continua en su \ 4
dominio que el conjunto NG ’3.‘ :

RZ—{(x,y)e R2/x? —y? —1=0} N .

Como R .
—y?-1=0e=x*-y%*=1 o .

Por lo tanto, la funcién f es continua en todos los
puntos del plano, excepto en los puntos

pertenecientes a la hipérbola de ecuaciéon x? — y2 =1
mostrada en la figura.

17. Determine la region mdas grande del plano en que la funcién f  definida por
f(X,y,Z)=|n(4—X2—y2—zz)escontinua.

Solucion:
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La funcidn f es la compuesta de la funcién logaritmo neperiano de una variable con una funcién
polinédmica de tres variables. Como la funcién logaritmo es continua en (O,+oo), se tiene que f es

continua en su dominio que es el conjunto

Dom ¢ ={(X,y,z)e R3/4-x2_y?_;2 >0}
Ya que
4—X2_y2_22>0<:>xz+y2+22<4

Se tiene que la funcién f es continua en todos los puntos del espacio R® que estan en el interior
de la esfera de ecuacién x* +y? +z2=4.

18. Sea g la funcidn real de dos variables definida por

(x—=2)y+3)°
(x=2)* +(y+3)°

si (x,y)=(2,-3)
a(x,y) =

0 si (x,y)=(2,-3)

¢éEs la funcién g continuaen (2,-3)?
Solucién:

Si se considera la familia de curvas de ecuacién: x—2=m (y +3)3 que pasan por el punto (2,-3),
se obtiene:

m(y +3)*(y +3)° _ lim m(y +3)° i M _m

imyssf vz mi(y +3)° +(y+3)°  v>3(m2+1) y+3)° v>-m’+l m?+1

Como este limite varia seglin m, se tiene que lim g(x,y) no existe y por lo tanto la funcién g

(x,y)>(2,-3)

no es continuaen (2,-3).

3x2 — y2

2

19. Dada la funcién h definida por h(x,y)= 5
X +y

, (x,y)#=(0,0). éEs posible definir h(0,0) de
modo que sea continua en (0,0)?
Solucion:

Para responder la pregunta es necesario estudiar la existencia del limite de la funcién dada para
(Xa y)—)(0,0)

Para ello se puede considerar la trayectoria correspondiente a la familia de rectas de ecuaciones
y=mXx.
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Luego,

- 3x° — y2 _lim 3x2—m2x2_im(3—m2)x lim 3-m*> 3-m®
(m)—(0,0) x? 4 y?  x20 x? 4 m?x? H0(1+m2)x x>01+m?  1+m?

3x 2_y2

-~ ho existe porque depende del valor de m. Por lo

En consecuencia el limite lim
(x,mx)—(0,0) X +y

tanto, no se puede definir la funcidn h para que sea continua en (0,0).

20.Sea f(x,y)= ij:z , (xy)=(00).

a) Calcule lim f(x,0)y lim £(0,y).
x—0 y—0

b) Calcule los limites iterados en (0,0).
¢) Calcule el limite de f en (0,0) a lo largo de las parabolas de ecuaciones y* =ax y y=bx?

d) ¢ Puede concluir de (a), (b) y (c) que ( |)irr(l0 0 f(X, y) existe y vale 0?
X,y )—>\U,

e) Demuestre, aplicando la definicién, que  lim  f(x,y)=0.
(x.y)-(0,0)

f) éSe puede definir f(0,0) de modo que f sea continua en (0,0)?

g) Si la respuesta anterior es afirmativa éen cual conjunto la funcién dada es continua?

Solucion:
X4 ) y4
lim f(x,0)=lim—=Ilimx° =0 lim f(0, _Im——Im =0
a) (x,0)-(0,0) ( ) x>0 x2  x—0 Y (O,y)la(0,0) ( Y) : y yLOy

4 4 4 4 4 4
s nm[nm%}nmx_z:nmxzzo v nm(nm%}nmv_:nmyz:o

x—=>0{ y—=0 x“ + y x—=>0 x x—0 y—=>0{ x=0 x° + y y—0 y x—0
: X +b4 8 (x +b*x° X > +b*x°
c) (xbx“)T(oo) m NI 0 ————=1im0=0

X2 +b2x* o0 +b X X—> 1+b%x x=0
y8
Sy v’ §I+y ‘*+y

im & = lim ; =lim&——=1im0=0

(— y}—»(o o)yiJr yZ s y2 L+1 yo0 L+1 =0
a a’ a’
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d) No se puede concluir.

e) Sea £ >0 dado, se debe hallar un numero & >0 tal que

Si O<\/(x—0)2+(y—0)2 <& entonces | — +y2 -0|<e
X +y
Es decir,
4 4
Si 0<4/x% +y? <3 entonces ;y?_ <g
XS +y
Como
Xt +y* Xt +2x2y2 4 y* (Xz +y2)2
2 7| S 2 2 = 2 2 = x* +y? <o
X +y X +y X +y
Siempre que 0<\/x2+y2 <o
4 4
Si se define 6=\/g y 0<4/x? +y2 <0 setiene que 5 +y2
X“+y
Por lo tanto, para todo £ >0 existe 8=\/E>O tal que
4 4
X"+
(x,y)eR?2—{(0,0)} y 0</x? + y? <3 se tiene que 5 yz
X" +Yy
En consecuencia
4 4
. X" +y
lim 5 >=0

) Si se puede definir, basta con hacer f(0,0)

Il
o

g) Es continua en R?.

21.Si f(x,y)=3x?y—2xy, halle:

f(x+h,y)-f(x,y) f(x,y+h)-f(x,y)
h h

a) lim b) lim
h—0 h—0

Solucion:

a) lim flx+h,y)-f(x.y) =lim

<&

3(x+h)*y —2(x+h)y —3x2y + 2xy

h—0 h h—0 h
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2 —_—
:h”g] 6xhy + 3h“y — 2hy

=hlig1(6xy +3hy - 2y)

=6xy -2y
b) im f(x,y+hh)— f(x,y) lim 3x2(y+h)—2x(yh+ h)-3x?y + 2xy
- h—0
. 3x*h-2xh
=lim———
h—0
_timlay?
_hﬂgn(Bx 2x)

=3x2 — 2x



Problemas propuestos

En los problemas del 1 al 14 calcule el limite propuesto o demuestre que no existe.

3
1. lim (x* +2xy-5) Clim XY
(xy)>(23) (x.y)>(0.0) 2y® 4 x2
2 8
3 lim Y a4 lim | LEOHY)
(x,y)>(0,0) 3x> + 4y? (xy0.0) | x84y +1
2 2 _
s fim _3XY 6 lim 3(x+1)* —2y(x+1)
(x.y)(0.0) x* 4 2y? (. y)>(10) X% 4 y? 4+ 2x+1
2 2 2
7. lim XX g lim (XU r(y-1) 42
(¢.y)>(0.0)8x2 + y? (L) x? +y? —2x -2y +3
2 2
o fm V2N 10.  lim yx_ — 4y
(.y)>(0.0) x* + 3y * (x.y)}>(2.0) x* —8x? +y? +16
2,2 \* XZZ .
. im [ 2=V 12, lim e
(x,y)=>(0,0f x? +3y? (x,y)>(0,0)
2 2 2 2 2 2
13, lim X FYTHATAS gy X2y 44
(x,y,2)-(0,0,0) 8x? + y2 +ﬁ (x.y,2)(0,0,0)  8x? + y2
Respuestas: 1) 11 2) no existe 3) no existe 4)0 5) no existe 6) no existe 7) no existe  8) 2 9) no existe

5
10) noexiste 11)noexiste 12)1 13) —  14) no existe

77

En los problemas del 15 al 19 los limites propuestos existen, determine su valor.

4x2y? - x? +y? X% +y?

15. lim 16. i 17. lim
(x,y)~(0,0) x2 +y2 (x,y)—>(0,0)senix2 + y2 ' (x,y)~(0,0) IXZ n y2 1 4_2

senl +y?) gy o ol

18. [
(x.y)>(0.0) 3x? + 3y? (x,y)>@.2) 1+ xy

Respuestas: 15)0 16)1 17)4 18)% 19) 0

En los problemas del 20 al 25 estudie la continuidad de las funciones definidas.



% si (x,y)=(0,0)
20. f (x,y) =sen (x* —x?y) 21. f(x,y)= 5; +2y
7 si. (x,y)=(0,0)
x* -yt xt—yt
22. f(X,y)= ms' (x,y)#(0,0) 2. g(x.)=1 x21y? si (x,y)=#(0,0)
1 si. (x,¥)=(0,0) 0 si. (x,y)=(0,0)

24. f (x,y,z) =arctan (x? — 2x°y + 3zy)

x® +2y% +2°
" si. (x,y,2)=(0,0,0)

si. (x,y,2)=(0.0,0)

Respuestas: 20) continua en R*>  21) continua en R 2 —{(0,0)} 22) continua en R 2_ { (0,0)} 23) continua en R>  24)

continua en R® 25) continua en R 3_ {(0 s 0 , 0)}

En los problemas del 26 al 29 halle los limites.

a)“mf(x+h,y)—f(x,y) b) Iimf(x,y+h)—f(x,y)
h—0 h h—0 h
26. f(x,y)=3x%-2y? 27. f(x,y)=2x’y% +xy
28. f(x,y)=4/x*+Yy? 29. f (x,y)=4-2x* -8y?x
Respuestas: 26)a) 9X> b) —4y  27)a) AXy2+Yy b) 4x2y+X 28) a) 29) a)

X b y
\/x2+y2 \/x2+y2

—4x—8y? b) —16xy

En los problemas del 30 al 33 dibuje la region del plano mas grande en las cuales la funcién f es
continua.

1
30. f(x,y)=e*" 31. f(x,y)=4Yy—Xx?
32. f(x,y)=tan‘{ﬁj 33. f(x,y)=43-[x|-]y|
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Respuestas:

30) 31)
sy
X
4
32) 33)
s
5 ¢
(N Y #
LN ’, "
. . ’
~ ’
b ’
A ’
~ 3 ’
A ’
s ’
A ’
. ’
~ ’
> ’
. 4
- ’ :
‘\ l’ 5 ] a 0 3 5 X
PR 4
X
’ kS
'1 \\ \\
’ ~ \
’ LS N
’ kS
’ S
’ .
’ LS
s [N ’
’ kS
’ 4 (N
¢ A
’ “~ 5,
v LY

En los problemas del 34 al 40 decida si la afirmacidon dada es falsa o verdadera. Justifique su

respuesta.
2
3. tim Y i3 i 323
(x,y)>(0,0) 4x2 + y2 x>05x2 x»05 §
X4 _ y4
35. Sea f(x,y):z—. Si se sabe que lim f(x,y)=0 se tiene que la funcién f es
X“+y (x,y)-(0,0)
continua en (0,0).
e —cos2xy

36. La funcién f definida por f(x,y)= es continua en R”.

3+x%+y?

2 2 2 2 2
37, 1im 2 —(mx)* _ x (2—m )= 2-m
o0 x2 4 3(mx)?  x*{1+3m?)  1+3m?

2 _ 2 2 _ 2
38, lim 27V jimlim 2 Y
(x,y)-(0,0) x2 + 7y2 x—0| y—0 x2 +7y2
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39.Si f(x,y)— L, cuando (x,y)— (a,b) alo largo de una trayectoria Cy f(x,y)— L, cuando
(x, y)—>(a,b) a lo largo de wuna trayectoria W, donde L, #L,, entonces no existe
lim  f(x,y).

(x,y)>(ab)
40. La funcidén f es continuaen D < R? si es continua en todos los puntos (a,b,c )e D

Respuestas: 34) a) Falso 35) Falso 36) Verdadero 37) Falso 38) Falso 39) Verdadero 40) Verdadero
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DIFERENCIACION DE FUNCIONES DE VARIAS
VARIABLES

Definiciones, propiedades y teoremas importantes

Definicidn 3.1: Sea f una funcion real de dos variables reales definida por z = f (X, y), sus derivadas
parciales son las funciones f, y f, definidas por

fx(x,y)zmznm f(X+h,yr)]— f(x,y)

OX h—0

fy(X,y)Zaf(X, y) =lim f(X1y+h)_ f(X, y)
ay h—0
Definicién 3.2: Sea f wuna funcidn real de dos variables reales definida porz= f(x,y), sus

derivadas parciales f, y f, son también funciones de dos variables cuyas derivadas parciales se
llaman derivadas parciales de segundo orden y se definen:

fxx<x,y):%=§(af%xxyy)j
£, (%) az;;i'yL%(af(;;y)
(% y):%:%(agy)
fu(x y):%:%[%

Teorema 3.1: (Teorema de Clairaut) Sea f una funcién real de dos variables reales definida sobre
un disco D que contiene al punto (a,b). Si las funciones f,, y f,x son continuas en D entonces

f,(a,b)=f,(ab).

Definicidn 3.3: Sea f una funcién real de dos variables reales definida porz = f (X, y) . Se dice que f
es diferenciable en (a,b) si Az= f(a+ Ax,b+ Ay) — f(a,b) se puede expresar de la forma
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Az=f(a+Ax,b+Ay) - f(ab) = f,(a,b)Ax+ f, (a,b)Ay + £,AX + &, Ay
Donde ¢, >0y &, — 0 cuando (Ax,Ay) — (0,0) .

Teorema 3.2: Si las derivadas parciales f, y f, existen y son continuas en algin conjunto abierto que
contenga a (a,b), entonces f es diferenciable en (a,b) .

Teorema 3.3: Si f es una funcidn real de dos variables reales y es diferenciable en (a,b), entonces
f escontinuaen (a,b).

Teorema 3.4: Sean fy g dos funciones diferenciables en (@,b) y sea k una constante. Entonces las
funciones kf , f +g, fgy f/g si g(a,b)=0, son diferenciables en (a,b).

Teorema 3.5: Sea f es una funcidn real de dos variables reales diferenciable en (a,b), y sea g una
funcién real de una variable real derivable en f(a,b), entonces la compuesta gof es
diferenciable en (a,b) .

Teorema 3.6: Sea z = f(X,Y), tiene derivadas parciales continuas f,y f, y si Xx=g(t) y y=h(t),

donde g y h son funciones derivables de t, entonces z es una funcién derivable de t.
dz _of dx of dy

____+__
dt ox dt oy dt
Teorema 3.7: Sea f una funcién real de dos variables reales definida porz= f(X,y), si f tiene

derivadas parciales continuas f, y f, y si x=0(s,t) y y=h(s,t), donde g y h son funciones con
derivadas parciales continuas de sy t, entonces z tiene derivadas de sy t,y

o _otox, oty o _otox, oty

os oxos oyos At oxot oyt
Teorema 3.8: Si la ecuacion F(X, Y, z) =0 define a z como funcién diferenciable de x y y, entonces

o F(xy,2) a_ F(xy2)

xRy |y Ry

Definicion 3.4: Sea f una funcidn real de dos variables reales definida en un conjunto abierto D que

contiene a (&,b) . Sea v=v;i+V, j un vector unitario de R*. Se define la derivada direccional de f

en (a,b) en la direccién de \7, y se escribe D-f(a,b) o M como
! ov
D\.If(a,b)zlirrg f(a+tv1,b+ttv2)— f(a,b)

Siempre que el limite exista.
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Teorema 3.9: Si f es una funcién diferenciable de x y y, entonces f admite la derivada direccional

en la direccion de cualquier vector unitario V= vli + vzi y se cumple que:
D-f(xy)=f (xy)v + f, (X y)v,

Definicién 3.5: Si z= f(X,y), donde f es una funcidn diferenciable de x y y, entonces el gradiente
de f es la funcion vectorial Vf definida por:

V(X Y) = f, (6 y) i+ f, (%, Y) ]

Teorema 3.10: Si f es una funcion diferenciable de x y y, entonces f admite derivada direccional en

la direccidn de cualquier vector unitario V= vli + vzi y se verifica que:
D. f (X, y) =V (x,y)-V

Teorema 3.11: Sea f una funcidn real de dos variables reales definida porz = f(x,y). El valor
maximo de la derivada direccional Daf(x, y) es “Vf (x,y) ” y se presenta cuando el vector v

tiene la misma direccidn del gradiente Vf(X,Yy).

Nota: Las definiciones y teoremas anteriores pueden extenderse a funciones de tres variables.

Definicion 3.6: Sea F diferenciable en el punto P(a,b,c) de la superficie S definida por

F(x,y,z)=0 tal que VF(a,b,c)# 0.El plano que pasa por P(a,b,c) y tiene como vector normal
VF(a,b,c) se llama plano tangente a S en Py la recta que pasa por P(a,b,c) y tiene la direccién
del VF(a,b,c) sellama recta normal aSenP.

Teorema 3.12: Si F es diferenciable en P(a,b,c), entonces la ecuacion del plano tangente a la
superficie S definida por F(X,y,z)=0 en P(a,b,c) es:

F.(a,b,c)(x—a)+F,(ab,c)(y—b)+F,(ab,c)z-c)=0

Definicion 3.7: Una funcién f real de dos variables reales definida porz= f(X,y), tiene un
maximo local en (a,b) siysolosi f(x,y)< f(a,b) paratodos los puntos (X, Y) en algin disco con
centro (a,b) . El nimero real f(a,b) se llama maximo local.

Definicién 3.8: Una funcidn f real de dos variables reales definida porz = f (x, y), tiene un minimo
local en (a,b) siysolosi f(x,y)> f(a,b) paratodos los puntos (X, Yy) en algun disco con centro
(a,b) . El nimero real f(a,b) se llama minimo local.
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Definicién 3.9: Una funcidn f real de dos variables reales definida porz= f(X,y), tiene un
maximo absoluto en (a,b) siysolosi f(x,y)< f(a,b) paratodos los puntos (X, Y) en el dominio
de f. Elnimeroreal f(a,b) se llama maximo absoluto.

Definicién 3.10: Una funcién f real de dos variables reales definida porz= f(x,y), tiene un
minimo absoluto en (a,b) siysolosi f(x,y)> f(a,b) para todos los puntos (X, Y) en el dominio
de f. El numero real f(a,b) se llama minimo absoluto.

Definicion 3.11: Los valores maximos y minimos locales se denominan valores extremos locales.

Definicion 3.12: el maximo absoluto y el minimo absoluto se denominan valores extremos
absolutos.

Teorema 3.12: Sea f real una funcidn real de dos variables reales, si f tiene un extremo local en
(a,b)y las derivadas parciales de primer orden existen en ese punto entonces

f,(a,b)=f,(ab)=0.

Definicion 3.13: Punto critico de una funcién f real de dos variables reales, es un punto del
dominio de f donde se anulan las funciones f, y fy , 0 donde alguna de ellas no exista.

Teorema 3.13: Sea f una funcidn real de dos variables reales definida porz = f (X, y), y tal que las
segundas derivadas parciales de f existen y son continuas en algun disco con centro (a,b), vy
ademas f,(a,b)=f, (a,b)=0.Sea

D=D(ab)= f, (a,b)f, (ab)-[f, (@bf
Entonces,
a)SiD>0y f,(ab)>0 entonces f(a,b) esun minimo local.
b)Si D>0vy f,(a,b) <0 entonces f(a,b) esun maximo local.
c)Si D<0, entonces f(a,b) no es un extremo local, y al punto (a,b) se le llama punto de silla de
f, y la gréfica de f atraviesa a su plano tangente en (a,b).

Teorema 3.14: Sea f una funcién real de dos variables reales continua en un conjunto cerrado y
acotado de R?, entonces ftiene un maximo absoluto f(X,,y,) y un minimo absoluto f(x,,y,) en

algunos puntos (x;,Y;) v (X,,Y,) del dominio.

Método de multiplicadores de Lagrange: Supongamos que los valores extremos absolutos de
f(x,y,z) existeny que Vg #0 se encuentra en la superficie definida por g(X,y,z) =k .
Para determinar dichos valores extremos absolutos de f(X,Y,z)sujeta a la restriccidn
9(x,y,z) =k
i) Se determinan los valores de x, y y 4. Tales que

VE(x.y,2)=AVa(x,y,2) vy 9(x.y,2) =k
ii) Se evalula f en todos los puntos obtenidos en i). El mayor de esos valores es el maximo de f, el
menor pequeno de los valores es el minimo de f.
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Problemas resueltos

1.Sea z=4/x* +y* . Demuestre que X(%}+ y(gJ =2z
X

oy
Solucion:
oz 2x° oz 2y°
Luego,

4 4
(2 )y 2 )22 oy -
X

o) ey
2.Sea f (X, y)=(x2 +1)X —3(y2 +X)y con y? + x> 0. Determine:
oA (x.y) ) ofx.y)

OX oy

a)

Solucion:

X
alx? +1) . . .
a) Para calcular 8— es conveniente hacer un cambio se variable:
X

Sea W= (X2 +1)X.

W= (x2 +1)X =Ilnw= xln(x2 +1)

Derivando con respecto a x, resulta:

1 ow (x2+1)+ X-2X

W X x? +1

Por lo tanto:
2
Wy ua) (m(xz 1) ZJ
El célculo de 6(y2 Al X)y es directo:
OX

a(yza:(' X)_y = y(y2 + x)y_1

Luego:
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2

of (6Xx, y) _ (Xz +1)X (In(x2 +1)+ X22X+1

]— 3yly? +x)”

b) Procediendo de manera analoga a la parte a)

y
Sea W= (y2 + X) , entonces

W:(y2+x)y :>Inw=y|n(y2+x)

Al derivar w con respecto a x, resulta:

_ 2 y-2y
W—_In(y +x)+ N
Por lo tanto:
OW (5 y 2 y2
E—(y +x) (In(y +x)+ y2+X}
Observe que (X2 1 =0
oy

Luego:

of (axy, ) _(y? x) [In(vz +X)+§—sz

y - +X

2

X
3.5ea f (X, y ): [ g(t)dt, donde g es una funcién real de variable real continua. Determine:
X+y

of (x,y) b) of (x,y)
OX oy

a)

Solucion:

a) Aplicando el teorema fundamental de cdlculo, se tiene que:

2

af(axx' 1. %{yg(t) dt = g(xz)%)—g(xw)w: 2x9(x° ) g+ )

b) Aplicando nuevamente el teorema fundamental de calculo, resulta,

aw.y) (;y y)_ %jyg(t) dt = g(xz)%z)—g(x+ y)¥= -g(x+y)



2
4. Sea w(p,q)=p"e™, halle el valor de la constante “n” con ne N de manera que w

satisfaga la ecuacion

@_lﬂ@:3p2epq2
o 2paoq

Solucion:

M npmien + pigZe™ (1)
op

M _apgpe™  (2)
oq

De (1) y (2) resulta

@_EE@Z n pn—lepqz + panepqz _ panepq2 :npn—lepq2
op 2paq
Luego,
@_lﬂ%:3pzepq2
o 2paq
De donde

2 2
np" e =3p% = np"3=3=n=3

5. Halle los valores de las constantes a, b y ¢ tales que la funcidn real de dos variables definida por
f (X, y)= ax? +bxy + cy? satisfaga la ecuacién de Laplace:

fu (X, )+ fyy (x,y)=0
Solucion:

fo(x,y)=2ax+by= f,(x,y)=2a y f,(x,y)=bx+2cy= f, (x,y)=2c
Por lo tanto
fo (X, ¥)+ f,, (x,y)=02a+2c=0ca=-c

Observe que b puede tomar cualquier valor.

6. Sea f una funcion real de dos variables de clase C?, definida por z = f (x, y) —e*Y pruebe que
para x=0:
2 2 A2 2
4
0°z szaz y© 0z 262

=2(y-2
ox® ox  x* oy*  oyox (v-2x)z
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Solucion:

o _ 2xy e’ = 2x° g=4x3yeXzy (1)
OX OX

Egéizzy@xw'+zxzye%y)ZZYG%Y-F4X2y2e“y 2)
%:x2 ey
Zy_zjz Ko = _4Xy22 Z}/—2§=—4x2y2 eV (3)
;;ZX = 2X (exzy + xzyexzy)z 2xe*Y + 2x3yeY = 2 ;;ZX _axe™ —axye™ ()

Del),2),3)y4)

2 2 2 2
02 g0t My 07z, 02 2ye*Y —4xe*Y =2e*Y (y —2x)

ox* ox x* oy?  oyox
KYI29T Gy 4)#(0,0) a(x,y) . of(xy)
7.5ea f(X,y)=1 x24y? Y EE) Halle a) el By
0 si (x,y)=(0,0) X 2

Solucion:

a) i) Sea (x,y)#(0,0)

of B (x2 + y2X2xy + 2y2)— 2x(x2y + 2xy2) C2xy® - 2xPyt 2yt
(X! y)_ 2 - 2
OX (x2 + yz) (x2 + y2)

ii) Sea (x,y)=(0,0)

h*.0+2h-0° |
— — 2 2
%(O,O):Lir%f(mo,or)] (0.0 _ jjmy 100 =100 _ypy  h?+0 =1lim0=0
X —

h—0 h h—0 h h—0

De i)y ii) resulta

2xy® —2x?y? + 2y*
f(X,y)= =y
0 si (x,y)=(0,0)

si (x,y)=(0,0)
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b) i) Sea (x,y)=(0,0)

L xy)= (2 + y2 )0 + axy) - 2y(xPy +2x92)  x* +4x7y Xy
oy (x2+y2)2 (x2+y2)2
M_o
_ B r2:0
ﬁ(0,0)=limf(0’h+0) 10,0 _ . fOM-00_ .~ 0>+h =1im0=0
oy h—0 h h—0 h h—0 h am

De i) y ii) resulta

x* +4x3y - x?y?
f,(x,y)= (x2+y2)2
0 si (x,y)=(0,0)

si (x,y)=(0,0)

2xy(x2 -y
8. Sea g la funcién definida por g(x, y): 5(x2 + y? St (X’ Y);t (0’0).

0 si (x,y)=(0,0)

BOCY) ) e (x,y) % (0,0)

OX

a) Halle

9(0,0) y 99(0,0) -

b) Halle
OX oy

9*g(0,0) ~ 8°9(0,0)
oXdy y oyox

c¢) Halle

Solucion:

a) Sea (Xx,y)#(0,0) entonces

a9(x,y) :g(xz + yZXSXZy— y3)—(x3y—xy3)2x _ 2x'y+4axy’ —y° 2 y(x4 +4x%y? - y"')
ox 5 (x2 +y2f 5 (x2+y?f 5 (x+y?)

ag(x,y) zg(xz + yZXx3 —3xy2)—(x3y—xy3)2y 2 x® —4x3y? —xy* 2 x(x4 —4x2y? — y4)
oy 5 (x2 + y2)2 5 (x2 + yz) 5 (x2 + yz)

0g9(0,0) y 0g(0,0)

b) Las derivadas parciales se deben calcular por definicion:
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2(h*-0-h-0°)

-0
2 2
29(0,0) _ .- g(0+h,0)—g(0,0):“m g(h,O)—g(0,0):"m 5(n +ho ) _ lim0-0

OX h—0 h h—0 h h—0
2(0°-h-0-h*)
2 2
29(0,0) _ .- g(0,0+h)—g(0,0)=“m g(O,h)—g(0,0):“m 502 + h?) lim0<0
oy h—0 h h—0 h h—0 h h—0

c) De a) y b) se tiene que

2yt ray’ —y) oo
0.00Y)=1" sy ) (x.y)=(0.0)
0 si (x,y)=(0,0)

y
4 2.,2 4
2X(X - 47y z_y ) si. (x,y)=(0,0)
gy(x,y)= 5(x2+y2)
0 si (x,y)=(0,0)
Luego,
2h(h* - 4h? -022—04)_0 o5
2 _ 2 2 4 5
279(0.9) =Iimgy(0+h'0) gy(0,0)= lim 5(h +0 ) — lim 3% _ jim 2h
a)(ay h—0 h h—0 h h—0 h h—0 5h5
.2 2
=lim=—==
h—05 §
2h(04+4-02-h22—h4)_0 oS
2 _ 2 2 e
0%9(0,0) _: 8,(0,0+h)-9,0,0) .~ 507 +n?) i 5ht _
aya)( h—0 h h—0 h h—0 h
. —2h°
lim
h—0 Bh°

9. Sea f la funcion definida por f(x,y)=3x—2y?.
a) Halle por definicién la derivada de f en (X, y) en la direccion del vector V= 4i+3] .

b) Halle la derivada direccional de f en el punto (4,-1) en la direccién del vector V=4 +3] .

Solucion:
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a) Como el vector v =4i+3] no es unitario hay que determinar el vector unitario en la direccién

dev.

Ya que M =4/16+9 =5, el vector unitario en la direccion del vector v es el vector

- \7 4. 3=
U=s—=—i+—]
vi 5 5

La derivada direccional de f en (x, y) viene dada por

2
4 3 4 3 2
= O I X+—t|-2ly+—-t| —=3x+2
f(x+5t,y+5tj f(x,y) ( 5 ] (y 5 j y

Daf(x’y):!L”S t :!Tg t
12 12 18,
Ct-tyt-Tot
=lim2 5 25 :lim[E—Ey_Etj:E_E
0 t 0\5 5° 25) 5 5
12 12 12 12 24
b D-f(X,y)=—2-"St= D-f(4,-1)="2-2(-1=2
) TG ==t = Dy T - = - (D =

Xy .
10. Sea f la funcion definida por f(x,y) =1 x? + y? st (x,y)#(0,0)

0 si (x,y)=(0,0)

a) éEs la funcién f continua en (0,0) ?
b) Halle i(o,o) y ﬂ(0,0).
OX oy
¢) ¢En qué direccidn existen la derivada direccional de f en (0,0) ?
Solucidn:
a) Como f (0,0): 0, para estudiar la continuidad se debe analizar la existencia del limite

lim f(x,y).

(x,¥)—>(0,0)

Observe que si  (Xx,y)—(0,0)entonces, xy—0 y x?+y?>—>0, y se obtiene una

) 0
indeterminacion de la forma 6

Hay que estudiar el comportamiento de la funcién cuando (X, y) — (0,0) a través de diferentes
trayectorias, por ejemplo, se puede estudiar el comportamiento de la funcién cuando (X, y) toma
valores préximos a (0,0) a través de cualquier la recta que pase por el origen, de ecuacion
y=mx, meR.
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Como
xmx  omx? m
x? +m*x?  (@1+m?)x? 1+m?

f(x,mx)=

Se tiene que la funcién tiende a valores diferentes segun la pendiente m de la recta, por lo tanto,
el limite dado no existe.

Como , I)in?0 0 f (x,y) no existe, la funcién f no es continua en (0,0) .
X, y)—(0,
~h-0
_ — 2 2
b) ﬂ(O,O)zlimf(h+O'O) f(0,0):"mf(h,O) f(O'O)zlimh +0 =lim0=0
OX h—0 h h—0 h h—0 h h—0
~0-h
_ — 2 2
ﬂ(O,O)zlimf(O'thO) f(0’0):Iimf(0’h) f(O'O)zlimo +h =1lim0=0
oy h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Nota: Observe que la existencia de las derivadas parciales en un punto no implica que la funcién
sea continua en el punto, como si se verifica en las funciones reales de una variable real.

c) Sea Vv=V,i+V, J unvector unitario.

t?v,v,
. )= 10,00 2l +vy?)
D*f(O,O):Iimf(0+vlt’0+vzt) (0.0 ft V)= 10,0
v t—0 t -0 t t—0 t

e Siv,=0y v,=0entonces Df»(O,O):IimL:IimO:O
! 2 v t—0 tV22 t—0

e Si v,=0yv, #0entonces Df-(0,0)= Iimizlim0=0
v t—=0 tVlz t—0

e Siv,#0vy v, =0 entonces Df\-/ (0,0) no existe.

Por lo tanto, la derivada direccional de f en (0,0) solo existe en la direccion de los ejes de

coordenadas.

Nota: Observe que la existencia de las derivadas parciales en un punto no implica la existencia en
ese punto de la derivada direccional en cualquier direccién.

11. Demuestre por definicién que la funcién f definida por f(x,y)=3x—2y? es diferenciable en

(4,-1).
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Solucion:

of of of of
&(X,Y)=3 y a(x,y)=—4y:> &(4'—1)=3 y 5(4,—1)=4

Sea ﬁ:(h1 .h,), y supongamos que
of of
f((4,-)+(h,,hy))=F(4,-1)+—(4,-1)-h, +—(4,-1)-h, +r(h, ,h,)
OX oy
Luego,

3(4+h)-2(-1+h,) =10+3h, +4-h, +r(h ,h,)= r(h, ,h,)=-2h,’

. rih, ,h
Ahora, se debe evaluar el limite  lim M

(x,y)—(0,0) /hlz +h22 ’

Y demostrar que por cualquier trayectoria se tiene que

—2h,’

e T
y —(U,
2 h*+h,

Se debe demostrar entonces por definicion.

0

Sea £ >0 dado, se debe hallar un numero 8 >0 tal que

—2h,’

Jh? +h,?

Si O<\/(hl ~0)* +(h, —0)* <& entonces -0|<e

Es decir,
. 2 2 2h,’
Si 0<4/h,° +h,” <3 entonces | ——=——|<¢
Jh2 +h,?
Como

2h22 h12+h22 2 2
< =2,/
<2 - 24/h" +h,” <26

h? +h,’ h? +h,

2h,?
Sise define 28 =¢ y 0</h,” +h,” <& se tiene que | ——=—|<e.

Jh2 +h,?

Por lo tanto, para todo £ >0 existe § :§> 0 tal que



2
(hl’hz)ERz_{(OvO)}V0<\/h12+h22<6 se tiene que —22h2 —|<e
yJh°+h,

En consecuencia
2
- 2h, 0

lim —-=
(P, hy)—(0,0) 2 2
225 +h,
Y por lo tanto, la funcién f es diferenciable en (0,0) .

12. Resuelva la parte b) del problema 9 sin aplicar la definicién de derivada direccional.

Solucion:
of of of of
f(x,y)=3x-2y? = —(x,y)=3 y —(x,y)=—-4y= —(4,-)=3 y —(4,-1)=4
(X,y)=3x y:>8X(XY) véy(XY) y:ax( ) YE( )

Ademas

Como f es diferenciable en (4,-1) se tiene que

a

D;f(4,—1):2—:((4,—1)-%+8y

st g3 %
5 5 5

13. Sea g una funcién diferenciable definida por z=g(x,y), si la derivada direccional de la
funcién g en P(L,2) en la direccién de G:|+] es 24/2 y en la direccion de \7:—2_]: es —3 ¢Cudl

es la derivada de g en P(L,2) en la direccién de W=—i— 2] ?
Solucion:

Como los vectores U, V y W no son unitarios hay que determinar el vector unitario
correspondiente a cada uno de ellos, es decir:

D-1(,2) :%X’Z).iJrM.i: 22 y D-1(.2)= aggx’ 2) o4 aggy' 2)-(—1)=—3
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Al resolver el sistema planteado resulta que

o9(.2) _, y
OX oy

ag(1,2) 3

Por lo tanto,

orag-BLD( LA 2) 1 o7

V5
14. Una particula que busca calor se localiza en el punto Q(1,4) sobre una placa metdlica plana,

cuya temperatura en un punto (x,y) es T(x,y)=5-4x? —y?. Determine las ecuaciones

paramétricas de la trayectoria de la particula si esta se mueve en la direccion de maximo aumento
de temperatura.

Solucion:

Suponga que la trayectoria esta representada por las ecuaciones paramétricas X = X(t), y = x(t)
donde la particula en el instante t =0 se encuentra en el punto Q(1,4). Dado que la funcion T es
polindmica es diferenciable. Como la particula se mueve en la direccién del aumento maximo de
temperatura entonces se mueve en la direccidon de VT (X, y), de aqui que su vector velocidad \7(’[)
en el tiempo t apunta en la direccién de dicho gradiente, luego

\7(t) = —8Xi — Zy]

Y como
VT(x,y)=(x®).,y"®)
Se tiene que
o X'(t)=-8x y v_ y't)=-2y= X _ gt y Y _ ogt
dt dt X y

Al integrar ambos miembros de ambas igualdades se obtiene que
In|x|=-8t+C, y Iny|=-2t+C,

Para hallar las constantes de integracidon se considera la condicion inicial que en t=0 estd en
Q(1,4), luego,

Inj=—8-0+C,=C,=0 vy Inj4=-2-0+C,=C,=In4
En consecuencia,

Injx|=-8t y Injy|=-2t+In4
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Y por lo tanto, unas ecuaciones paramétricas de la trayectoria de la particula son

—2t+In4 _ 4 -2t

X=e y=e e

15. Halle los valores de las constantes a, b y c tales que la derivada direccional de
f (X, Y, z):axy2 + byz +cz2x% en el punto P(1,2,—1) tenga el valor maximo 64 en la direccién
paralela al eje z.

Solucion:

La funcién f es polindomica luego es diferenciable, y en consecuencia su derivada direccional es

maxima cuando el vector v tiene la direccién del gradiente.

—

D f(1,2,-1)=Vf (,2,-1)-v, con M:l

Se tiene que Vf(X,y,z) = (ay2 +3cz2x? )I +(2axy +bz) j + (by +2czx3 )? , en consecuencia

vf (1,2,-1)=(4a+3c,4a-b,2b—2c)

-

Como el vector v es unitario y tiene direccion paralela al eje z, se tiene que v ==k .

En consecuencia, si \7=E
D. f(L,2,-1)=Vf {1,2,-1)-v = (4a+3c,4a-b,2b-2c)-(0,0,1)=64=b-c=32 (1)
Por otra parte

Vf(L,2,-1)=(4a+3c,4a-b,2b—2c)=1(0,0,1)

De la ecuacion vectorial anterior se obtiene:

4a+3c=0
4a-b=0 (2)
2b-2c=A

De (1) y (2) se obtieneque a=6, b=24 y c=-8.

-

éQué valores se obtienen para v=-k?

16. Sea T(x,y) la temperatura en el punto (x,y) sobre la circunferencia de ecuacién x =cost,

T(y) g 4y TT(Y)
OX

y=sent con 0<t<2n y suponga que y,T:Sy—4X.
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a) Determine en qué puntos de la circunferencia ocurren las temperatura mdxima y minima

2
examinando las derivadas %t(t)zT'(t) y %Z(t):T"(t)

b) Sea T(x,y)=4x2 —4xy +4y?. Determine los valores extremos absolutos de T sobre la
circunferencia.

Solucion:

a)

, oT dx OT dy

T@t)=——+——"=(8Xx—-4y)—sent)+ (8y —4x)cost =-8xsent + 4ysent + 8y cost — 4x cost
()axdtaydt( y)-sent)+ (8y - 4x) y y

— —8costsent + 4sen? t +8sent cost — 4cos? t =4(sen’t — cos? t)=—4cos 2t
. T T Y
T (t):0c>—4c032t=O©0032t=0c>2t=5+kn, keZ©t=Z+kE, keZ

3n 5n n
yLh=—, ty=—yt,=—

Como 0<t<2x, los puntos o valores criticos son t; = 2 2 2

A

Por otra parte,
T77(t) =8sen 2t

S n T .
T (Zj =8sen (Ej=8> O=ent = la temperatura alcanza un minimo local

T[?’Tﬂj =8sen [3?7:} =-8<0=ent, :3% la temperatura alcanza un maximo local

T[STﬂJ =8sen [577[) =8>0=ent, =% la temperatura alcanza un minimo local

AT 7 7
T (Tﬂj =8sen (g] =-8<0=ent, = Tn la temperatura alcanza y un maximo local

. T 5n .. 3n n
En conclusion, en tzz y t=7 la temperatura alcanza un minimo absoluto y en t:T y t=T

la temperatura alcanza un maximo absoluto. ¢Por qué?

b)T(x,y)=4x2—4xy+4y2:wz8x—4y y =8y —4X.

oT(x,y)
oy

En funcién de t:

T(t)=4cos’t—4costsent + 4sen’t =4 — 2sen2t =T (t) = —4cos 2t
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Luego, de a) se concluye que

El maximo absoluto es: T(?’Tn) =T(%tj =4 - ZSen(%) =4 - 23en(77”j =4+2=6

El minimo absoluto es: T[%} =T[57nj =4- ZSen(%j =4 - ZSen(%J =4-2=2

17. Una funcion real de dos variables w= f (x, y ), con segundas derivadas parciales continuas
que satisfaga la ecuacion de Laplace

o°'w  o°w
ox2 8y2
Se denomina funcién arménica. Muestre que la funcién w= f(x,y )=x* —3xy? es arménica.
Solucidn:
ow o*w ow ?
—=3x*-3y’=> =6x y —=-6xy= OW _ gy
8X 6X2 2
Por lo tanto,
o’w  9°w

18. Sea z= f(x,y) una funciéon que admite derivadas parciales, y sean X=U+V y y=U-V.
Demuestre que (ZX)2 —(Zy)2 =2,1,.
Solucidn:

Como z es funcion de xy y, y a suvez x y y son funciones de u y v, por la regla de la cadena se tiene
que:

a_ax ay_ & a
ou oXxou oyou ox oy

a_ax ay_a_ & .,
N OXOv oOyov Ox oy

De (1) y (2) se deduce que

v (5o 5)E5) () 5 e
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19.Si ¢ es una funcion real diferenciable. Pruebe que la funcién f definida por

f(xy)=x%(x*-y)

af((;<x,y)+zxz TY) gt (x,y)

satisface la ecuacion X

Solucion:

Como X3¢(X2 —y) es el producto de x* por una funcién ¢ que depende de una variable

“.n o“

u=x2-— Y, que a su vez depende de “x” y de “y”, se tiene que:

6f(x y) =3X ¢( )+x ¢( y)-2x

=3x%p(x? -y J+2x* ¢ (x> - y) (1)

6x

Para calcular of (8Xy’ y) se aplica la formula de la derivada de una constante por una funcion:
of (X, Y) 3 ,-(y2
— = =x"¢ X" —y)(-1
o b -y -)
of (x,y)

5= ¢ (x2-y) )

De(1)y(2)

LO0y) o a ot (x,y)

ox oy 3x ¢( )+ 2x° ¢’ (x - y) 2x° ¢'(x2 - y):

3x3q)(x2 —y)=3f(x,y)

20. Sean fy g funciones reales y diferenciables. Sea ¢(x,t)= f(x—t)+g(x+t). Pruebe que ¢

<|>6<I>
ox?

satisface la ecuacién de la onda:

Solucion:

@—_ ' — ' a_z(l): " _ "
e f (x t)+g(x+t):>atz fr(x=-t)+g"(x+t) (1)

% _ f(x-t)+g (x+t)= a—zj)z fr(x—t)+g"(x+t) (2)
OX OX

o*p _ 9%
De (1 2) se tieneque ——=——-
1)y () que ~ ="
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21. a) Verifique que z = f(x,Yy) = In(eX +ey) es solucion de la ecuacién diferencial

oz oz
—+—=1
oX oy
b) Demuestre que:
2
0’20z ( 9%z 0
ox? oy? | oxoy
Solucion:
0z e 0z e’
a) —_—= X y y —_— <
ox e*+e oy e*+e’
Luego,
0z oz e” e’ e’ +e’
ox oy e*+eY e+e¥ e¥+eY
b) 0%z ex(eX +ey)—exeX ey 9%z e"(eX +e")—eyey __ee 0%z 0%z
ox* (e"+ey)2 (eXJrey)2 oy’ (ex+ey)2 (ex+ey)2 ox* oy®
eZyeZX
e’ +e
o2z eve* (822 jz ete
= — - =
oxay (ex +ey)2 oxoy (ex +ey)4
Luego,
022022 (0%2)  eMe¥ eV
— = — :0
ox? oy? |\ oxoy (eX +ey)4 (eX +ey)4
x2 yz
22. Sea f la funcidén definida por w= f (u ,V) y sean U :T y V=Xy. Demuestre que si f

o, n o . n

satisface la ecuacion de Laplace en las variables “u” y “v” entonces f también satisface la ecuacion
d%f(u ,v)+ o%f(u,v)

de Laplace en las variables “x” y “y”, es decir =0
ox2 6y2
Solucidn:
Al calcular
of of ou of ov of of
=——+——=X—+y—=xf,+yf,

— = + —= u
OX oUu OX OV OX ou ov
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of ofou of v of of

—=——t——=-y—+x—=-y f, +xf,
oy Oudy ovoy ou ov

Para calcular las derivadas segundas de f con respecto a x y y, se debe tener en cuenta que sus
) of
derivadas f, =—

y f, ZE también son funciones de “x”y “y”.
u

o't _alxf,+yf,)

of, o _ of, ou of, ov of, ou of, ov
5 =f,+x—=+y—L=f, +X —t+—— |+ —+—"—
OX OX OX oX ou OX oV OX ou Ox oV OX
=f, +x xazf+yaZf +y xaszryaZf =f +x262f+2xy62—f+y262f
¢ ou? ovou ouov ov? ! ou’ ovou ov?
2 _ f
o°f _ & yfu+va):_fu_y8fu 2 oty of, ou of, av| [of, ou of, ov
oy? oy oy oy ou oy ov oy ou oy ov oy
p2f  o°f o2f  o°f , 021 o*f  , 9%f
=—f, =y -y —+X— |+ X|-Y +Xx— | =ty = 2xy + X 5
ou ovou ovoy ov ou ovou ov
Al sustituir los valores de las derivadas resulta:
2 2 2 PER 2 2 FER 2
a:+a:=fu+xza:+2xy +yza;—fu+y26§—2xy +X28:
OX oy au ovou ov ou ovou ov
o f o2 f 0%t ,0°f o%f  o%f
=x?2 +y? +y? x? = (x? +y? + =(x*+y?)0=0
PRV IR PRV ( U PTERIPY: ( y )
23.Sea 7= f(u ,v)= f (x—%, x+%) demuestre que si f es una funcién de clase C? entonces
o°f ,offt_, 0%t
ox?  oy?  oudv
Solucion:

Sea u=x—% y V=X+X,entonces

of of ou of ov of of
—= + =—+—="f,+f,
OX OUOoOX ovox ou ov

of ofou of v 1ef 1of 1, 1
AL N L e
&y oudy ovoy 20u 2ov 2“2
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ox2 | ouox ov x| | euex ov ox
o2 0°f 9%t 9%f  9%f  _0°f  9%f

+ + + = +2 +
ou? &vou oudv  ov: au? ovou  ov?

azf___af ou of ov| 1f[of, ou of, ov]_1 olf 0'f L1 _azf+62f )
oy? auay avay auay ovoy| 4| ou? evou| 4| auav av? |

10%f 10°f 1a

4 ou? 26‘v6u 48v

0% f {afu au  of, 8v} {af ou of, c’)v}
—= —+ —+ =

o’f _ o't ot ot
A=t
oy ou ov ovou

Sustituyendo los valores obtenidos, se obtiene que:

02f  8%f o2f _0°f  a%f p%f O°f 9%t 9%
-4 = +2 + - - +2 =4
x2  ay?  au?  ovau  av? au?  av? oveu  dudv

24. Sea z="f (x,y):ygp(y2 —x%,x? —y2) donde ¢ una funcién real de dos variables de
diferenciable . Pruebe que

Solucion:

Seau=y?>—x?y v=x?-y?
@:y a_(pﬁ_u_{_a_q)@ =_2xya_(p+2)(ya_(p
OX ou Ox oV oX ou ov

0z op ou  Op ov 2 0 2 09
_— _——t y =2 2
: y[au VR }cp(u v)=2y* Zt-2y* S gluv)

Sustituyendo los valores obtenidos, se obtiene que:

yao o _ 2y26—@+2y26—@+ 2y? —~ %

a 2 2 2 2
2 ] = - ’ - =
X 0x oy au v Y g reluv)=eluy) oly? =5 1 -y)

25.5ea F (X, y)= (p(xy, Xzy2 ), donde ¢ una funcién real de dos variables, de clase C*. Demuestre
que:
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Solucién:
Sean U=XyyVv= x2y2 , se tiene entonces que:

ﬁ:a_(Pa_U_Fa_(P@_ ya_(p+2)(yz a_(pjiﬁz Xa_(P+2X2ya_(p (1)

X ouoXx ovox o oou v yox au v
a_F:(a_(pa_u_Fa_(pﬂ:Xa_(P_i_ZXZya_(p:_a_F: _Xa_¢_2)(2ya_¢ (2)
oy ouoy ovoy ou ov OX ou ov

De 1) y 2) se concluye que

ia_F_a_Fz Xa_(P+2X2ya_(p _Xa_(P_szya_(p:()

y ox oy ou ov ou ov

26. Sea G(p,a):g(pcosa,psena), donde g es una funcidon real de dos variables
diferenciable.

a) Pruebe que

oG ag ag oG g g
—=C0S@—+Sena— y —=—-pSena—+ pCOSa —
op OX oy o OX oy

b) Utilice a) para probar que

g oG sena 0G g oG cosa oG
—=C0Sar—— — y —=sena—+ —
OX op p O« oy op p Oa

Solucion:

a) Sea X=pC0Sa y Yy=psena.

B X, OBY o549 4 sena X
op OX0Op oy op OX oy
6 _dgox oy oy _ Gt Gt

— psena—+ pcosa —
oa OX Oa 0y o OX oy

b) Consideremos el sistema de ecuaciones

@ =Cosoza—g+sen05(?gg (1)

op OX
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ﬁz _psenaa—g+pcosaa—g (2)
oo OX ay

Multipliquemos ambos miembros de (1) por psena y ambos miembros de (2) por cosa para
obtener

psen ) =,osen05003058—g+,osen2 aé_g (3)
op OX

cosa 28 - —,osenozcosaa—g+pcos2 ) (4)
oa OX oy

Sumando miembro a miembro (3) y (4) se obtiene

psen 22 +cosa G- psen? ) + pcos? ad p@_g

op da oy o oy

Luego

ag oG cosa oG
— =sena— +

op p%

De manera similar, multipliguemos ambos miembros de (1) por — pcosa y ambos miembros de
(2) por sena para obtener

—pCOSaE =—pcos’ aa—g—psenacosaa—g (5)
op ox oy

sena 28 - —psenzaa—ng 0 COS cr sen ) (6)
oa OX oy
Sumando miembro a miembro (5) y (6) se obtiene
—pcosaﬁ rsena 8- — pcos® ) _psenzaé_gz_pﬁ_g
op o OX OX OX
Luego,
g oG sena oG
— =C0Sq@— — —
OX op p Oa

27. Suponga que la porcién de un arbol que se puede utilizar para madera es un cilindro circular
recto. Si la altura utilizable del arbol aumenta 20 pulgadas por afio y el didmetro utilizable
aumenta 3 pulgadas por afio. {Qué tan rdpidamente crece el volumen de madera utilizable,
cuando la altura utilizable del arbol es de 200 pulgadas y el didmetro es de 30 pulgadas.
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Solucion:

Se conoce que el volumen de un cilindro circular recto en funcién del didametro y la altura es

v(d ,h):%dzh

se debe determinar C(ij_\t/ para h=20pulgy d =30 pulg.

Como la altura h y el didametro d son funciones del tiempo t, se tiene que:

d_Vzﬁﬂ_,_ﬂﬁZEZdhﬂ_,_ﬁdZﬁ
dd od dt ohdt 4 d 4 dt

Sustituyendo los valores:

dh_zop_ul; ﬂ=3pul

dt  afo dt  afio
Se tiene que

dV h=200pul

3
AV 2o _ a0 o00put- 3P4 1 ™ 900puiz 20 P4 Z 13500 P4
dt 'd=soput 9 afio 4 afio afio

28. La ecuacion
x?z+3y =122

define a z como funciéon implicita de las variables x e y, es decir, existe al menos una funcién f tal
que z=f (X, y) que satisface dicha ecuacién. Pruebe que:

Z Z
X ==, x=0
2xzy 3
Solucion:
x?z+3y=12°

Derivando, ambos miembros, con respecto a la variable x, resulta

2
2X2+X°2, =222,
Al despejar Z, se obtiene
2xz

7, =— 1
X222 @)

De igual forma, derivando ambos miembros con respecto a y, resulta,
2 —
X“z,+3=2z212,
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Al despejar z, se obtiene

De 1) y 2) se concluye que

—2XzZ
2y _x*-27_1
2xzy 2x(-3) 3
x? —27

29. La ecuacién x3 +y? +z° —3xyz=0 determina a z como funcién implicita de las variables “x”

o o

Yy y.

a) Halle @ y @
OX oy

b) Si se consideran a zy y funciones de x que vienen dadas por las ecuaciones
Xyz=a 'y X+y+z=Db

d dz
Con ay b constantes. Halle & y —

dx dy

Solucidn:
a) Derivando ambos miembros de la ecuacién x* + y® + z® —3xyz =0 con respecto a x resulta

oz

=0
OX

3x? +3z° %—3yz —3xy

Z
Al despejar 8_ se obtiene
OX

a_-x*+yz
x 1% —xy

Derivando ambos miembros de la ecuacién x° +y* +z°® —3xyz =0 con respecto a y resulta
oz oz
3y? +3z22 ——-3xz-3xy—=0
oy oy

oz
Al despejar — se obtiene

a_-yl+x
x 7% -xy
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b) Al derivar ambos miembros de cada una de las ecuacionesxyz=a vy X+Yy+2=Db con
respecto a x se obtiene el sistema de ecuaciones

yz+xzﬂ+xy£=0 y 1+—+—=0
dx dx

z z(x- z Z—X
Cuya solucion es d—=w y d—zu
dx x(y-z) "~ dy x(y-2)
30. Si S; y S; son las graficas de las superficies de ecuaciones X2 + y2 +22=2 y 2= x2 + y2
respectivamente.

a) Halle la interseccién de S; ¥ S,, y ademas verifique que el punto 7,7 11eS; NS,
. 2 \2
b) Halle las ecuaciones de los planos tangentes aS; y S, en el punto P, 7,7,1 .

¢) Determine una ecuacidn de la recta L tangente a la curva de interseccién de los planos

ﬁ,ﬂl}

tangentes de S,y S, en el punto P, (7 >

Solucion:

a) Para hallar la interseccion de las dos superficies se debe resolver el sistema de ecuaciones
x?+y?+22=2
z=x>+y?

Observe que la ecuacion x? + y? +z% =2 representa una esfera de origen O(0,0,0) y radio \/E,

y z=x?+ y? representa un paraboloide eliptico.
De la primera ecuacidn se obtiene que
2-72=x*+y? (1)
De la segunda ecuacion resulta
z=x*+y? (2)
De (1) y (2) se obtiene que
2-72=7117+71-2=012=1 6 71=-2

Como z >0 lasoluciones z=1.
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Luego, la ecuacién de la curva C de interseccion de ambas superficies es

Que representa una circunferencia de radio 1 en el plano z =1.

2 2
2 2 2
Observe que [\/_,\/2_ JeSlﬁSZ,ya que [%J +(£] =lyz=1.

2 2

b) Sea S, la gréfica de la superficie de nivel f(x,y,z)=2, donde f es una funcién de R® en R
definida como

f(x,y,2)=x>+y?+22-2

El gradiente de f es:
v (x,y,2) =(2x,2y,2z2)

\/_\/_]es

El gradiente de f en el punto P, ( )

Luego

vi(R)=(V2.,2,2)

La ecuacién del plano tangente a la superficie S; en el punto PO[\/Z_ \/2_ ] es:
[ ‘/2_ ‘/2_ J (V2.42,2)=0

Al operar se obtiene,

\/§x+\/§y+22—4=0 o x+y+\/§z—2\/5=0

Sea S, la gréfica de la superficie de nivel g(x,y,z)=0, donde g es una funcién de R® en R
definida como

g(x,y,z)=x2+y?-z

El gradiente de g es:
vg(x,y,2) =(2x,2y,-1)
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Luego

Lﬁljes

El gradiente de g en el punto P, ( 5 Ty

va(Ry) = (V2 ,v2,-1)

N|<|

2 V2 ..
7}5.

La ecuacién del plano tangente a la superficie S, en el punto PO(

[f 2, j(ff )-o

2

Al operar resulta,

\/§x+\/§y—z—1=0

c) El vector director v de la recta tangente L es ortogonal a los vectores a:(l,l,ﬁ) y

n, = (\/E,\/_,—l), en consecuencia se obtiene mediante

v=n, xn, =(-3,3,0)=3(-1,1,0)

Por lo tanto, una de las ecuaciones de la recta L en P, es

V2
X=—~-—t1
2
2
y=£+t teR
2
z=1

31. Determine la ecuacién del plano tangente a la superficie S definida por z = x> +Xy; que sea
perpendicular a los planos de ecuaciones:

n, o X+y-z=0y m,: 2X-y+z-4=0
Solucion:

Primero se debe hallar el punto de la superficie S donde el plano tangente es perpendicular a los
planos dados.

Sea S la gréfica de la superficie de nivel f(X,y,z)=0, donde f es una funcién de R® en R definida
como
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f(x,y,z)=x?+xy-z
El gradiente de f es:
VE(x,y,2)=(2x+y,x,-1)

Si P, (xo, yo,zo) es un punto cualquiera de la superficie S, se tiene que el gradiente de f evaluado
en el punto P, (xo, yo,zo) es:

Vf(XOIyO'ZO):(ZXO + Y. X 1_1)

El vector normal n = Vf (P,) del plano tangente debe ser ortogonal a los vectores E =(1,1,-1)y

E = ( 2,—1,1), en consecuencia:
n=n,xn, =(1,1,-1)x(2,-1,1)=(0,-3,-3)=-3(0,1,1)
Puesto que Vf (Po) y ﬁ:nél X n_g son paralelos debe existir A € R tal que
(2%y + Yo, %, —1)=2(0,1,1)
De lo cual se obtiene que

2Xy +Y,=0 Xo =—1
Xg=A <Y, =2
-1=) A=-1

Como el punto a determinar estd en la superficie, en consecuencia satisface la ecuacién
z=x?+xy setiene z=-1.

El punto de la superficie S en el cual el plano tangente es perpendicular a los planos dados es
P, (—1, 2,—1) y la ecuacién del plano tangente en dicho punto es

(x+1,y-2,2+1)-(0,1,1)=0 6 y+z-1=0

32. Determine los puntos del hiperboloide de una hoja de ecuacién x® —y? +2z2 =1, en los
cuales la recta normal es paralela a la recta que pasa por los puntos (3,—1, 0) y (5,3, 6).

Solucidn:
Para resolver el problema hay que determinar los vectores directores de ambas rectas.

Sea S la gréfica de la superficie de nivel f(x,y,z)=0, donde f es una funcién de R® en R definida
como
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f(x,y,z)=x*-y?+22°-1

El vector director de la recta normal en un punto de la curva es el vector Vf(x, y,z) evaluado en el
punto considerado.

El gradiente de la funcion f es:
VI(x,Y,2) =2xi—2y]+4z[€

La recta normal es paralela a la recta que pasa por los puntos (3,—1,0) y (5,3,6), cuyo vector
directores v, = (2,4,6).
Si el vector Vf (x, Y, z) es paralelo al vector \71 se tiene que

Vi (X, y,2)=2xXi -2y ] + 4zK =x(2i+4] +6E)

De la ecuacion anterior se obtiene

2x =21 X=A1
—2y=41=3y=-214 (1)

47=61 |,_3,
2

Como el punto estd en la superficie, sus coordenadas deben satisfacer la ecuacién
x? —y? +2z% =1. Luego, al sustituir los valores de x, y y z obtenidos en (1), resulta

2
,12—(22)2+2(§/mj =1:>/12=3:»,1=—\E 6 ’1:\?
2 3 3 3

Por lo tanto, los puntos que satisfacen la condicidn requerida son:
2 2 |3 2 2 3
Pl =,=2,= 4= Pl == 2= ,—.|—
(625 4) v o5l -

33. Halle el valor de las constantes a y b de forma tal que el plano tangente a la superficie de
ecuacion x*—y+z=0 en el punto P(a,b,l) sea perpendicular a la recta de ecuacidon
X—3

L2 1-y=z7+4.
32 y

Solucion:
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El plano tangente en el punto P(a,b,l) es perpendicular a las rectas dadas si el vector normal del

plano es paralelo al vector director de la recta, luego, hay que determinar el vector normal del
plano en el punto dado.

Sea S la gréafica de la de la superficie de nivel f(x,y,z)=0, donde f es una funcién de R®> en R
definida como
f(x,y,z)=x"-y+z

El vector normal del plano tangente en un punto de la curva es el vector Vf (x, Y, z)evaluado en el
punto considerado.

El gradiente de la funcion f es:
VE(xy,2)=4x%i— j+k
Luego,
Vf(a,b,1)=4a3i—]+E
El plano tangente en el punto P(a,b,l) es perpendicular a la recta de ecuacion
X—3

3—2=1—y= z+4 si el vector Vf (x, y,z)evaluado en el punto P(a,b,l) es paralelo al vector

director de la recta v = 325—]+E , luego se debe cumplir que:
(4a°-1,1)x(32,-1,1)=0

De la ecuacion vectorial anterior resulta:

~1+1=0
32-4a°=0
~4a%+32=0

De donde se obtiene: a=2.

Para obtener el valor de b, observe que el punto P pertenece a la superficie, por lo tanto satisface
su ecuacion, se obtiene asi:

a’-b+1=0=b=(2)" +1=17

2
a

34. Dada la superficie S de ecuacién Zz=—, con xy#0 y aeR. Demuestre que el plano
Xy

tangente a dicha superficie en cualquier punto de ella, forma con los planos coordenados un
tetraedro de volumen constante, es decir, no depende del punto considerado.

Solucion:

Para resolver este problema, se consideran tres subproblemas:
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i) Hallar la ecuacidon del plano tangente a la superficie S en un punto cualquiera

Po (XO’ yO’ZO)'
i) Determinar las intersecciones del plano tangente con los planos de coordenadas.
iiii) Determinar el volumen del tetraedro formado.

i) Sea S la grafica de la superficie de nivel f(x,y,z)=0, donde f es una funcién de R* en R
definida como

2

a
fix,y,z)=—-z
(x.y.2) 5
a’> a’
El gradiente de f es: Vf(X,y,2) = (—T,——z,_lJ
Xy Xy

Si Py (xo, yo,zo) es un punto cualquiera de la superficie S, se tiene que el gradiente de f evaluado
en el punto P, (xo, yo,zo) es:

a’ a’
Vf(xo’ymzo):{_ 2 za_lJ
Xo Yo %Yo

La ecuacién del plano tangente a la superficie de nivel f(x,y,z)=0 en el punto P, (xo, Yoo zo)

es:
2 2
a a
(X—X0:y—y012—zo)'(— TN 2,—lj=0
Xo Yo  XoYo
De donde,
a2 2 2 2
———X———Yy-Z+ + +2,=0
XO yO XO yO XO yO XO yO
Como
z a’
0=
XoYo
Se tiene que la ecuacion del plano tangente es:
a’ a’ 3a’
Tp D ——X+ SYy+z=
Xo Yo Xo Yo Xo Yo

ii) Ahora se debe hallar las intersecciones de n; con los ejes coordenados:

2
a

Xx=y=0=>1z= ; X=2=0=>y=3y,; y=2=0= x= 3X,
XoYo
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El plano tangente interseca al plano

Xy en la recta que pasa por los puntos (3X0 \ 0,0) y (0, 3Y, ,0)
xz en la recta que pasa por los puntos (3%,, 0,0) y (0, 0,3z,)
yz en la recta que pasa por los puntos (O, 3Y, ,0) y (0, 0,320)

2

. El volumen del tetraedro formado es:

3a? 9 ,
=a
XoYo 2

iii) La altura del tetraedro es h=

XoYo

1
V =g{|3x0|-|3y0|

El cual es constante, es decir no depende del punto P,.

2 2

2
. N L z .
35. Determine los puntos del elipsoide de ecuacién: —2+Z—2+—2:1 dénde su plano tangente
a C
corta a los ejes coordenados en puntos equidistantes al origen de coordenadas.

Solucion:

Sea S la gréfica de la superficie de nivel f(x,y,z) =0, donde f es una funcién de R® en R definida
como

2 2
f(x,y,z)=X—2+y—2+

Z2

-1

QD
(=2
(]

El vector normal del plano tangente en un punto de la curva es el vector Vf (x, Yy, z)evaluado en el
punto considerado.

El gradiente de la funcion f en un punto P(xq,Y,,Zo) €s:

2Xg *
VE(Xo, Y0:20) = 320 I+

La ecuacion del plano tangente en un punto P(X,, ¥q,2,) de la superficie es

2X, 2y, 22
(X_Xo'y_yo'Z_ZO)'(a_;’ b_zo,c_zoj:o

De donde
XX 4
o Wo o _4

a?  b? 2
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Los puntos P(Xy,Yq,Zq)de interseccion del plano tangente con los ejes de coordenadas viene

dados por
a2 2 CZ
y=2=0=>x=— X=2=0=>y=— X=y=0=>z=—
Xo Yo Zy
2 y2 22
Los puntos del elipsoide de ecuacion: —- +b—2 +—2:1 donde su plano tangente corta a los ejes
a c

coordenados en puntos equidistantes al origen de coordenadas satisfacen el sistema de
ecuaciones:

2 2 2 2 2
a“ b° ¢ X z
a_ . b Xo Yo %o

=== y
Xo Yo 2o a? bp* ¢

De donde se obtienen los puntos:

5 a? b2 c?
1 1 ]
Va?+b2+c2 ya* +b%+c? a2 +b? +c?

a’ b? c?
P2 - y y
Ja?+b2+c?  Wat+b?+c?  +a?+b?4c?
36. Determine los maximos, minimos y puntos de ensilladura de la funcién f definida por
f(x,y)=x?+y? +x’y+4
Solucién:

fo(x,y)=2x+2xy y f,(x,y)=2y+x’

2x(1+y)=0 |*
R A -t

Se obtienen asi los siguientes puntos criticos: (O , 0), (\/E,—l) y (—\/_,—1).

Al calcular las segundas derivadas parciales y D(X, y), resulta:
fu (X, ¥)=2+2y, f (x,y)=2, f,(x,y)=2x y D(x,y)=2(2+2y)-4x* =4+4y—4x’

D(0,0)=4>0y f,(0,0)=2>0, entonces f (0,0)=4 es un minimo local
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D(vZ,-1)=4-
D(-+v2,-1)=4-

4-8=-8<0, entonces (\/EO) es un punto de silla.

4-8=-8<0, entonces (—\/5,0) es un punto desilla.

37. Sea f la funcidn definida por f(X,y)=xy+y+Xx+1, y sea R region triangular de vértices
(110) ’ (_11 O) y (Ol_l) .

a) Represente graficamente la region R y determine los puntos de R en los cuales la funcién f
podria alcanzar los valores extremos absolutos.

b) Halle el maximo y el minimo absoluto de la funcién f .

Solucion:

La regidn R se muestra sombreada en la figura

ci

c3 c2

a) i) En el interior de la region:
f(x y)=y+1 y fy(X,y)=x+1

Observe que el punto P(—l, —1) no estd en el interior de la regién, en consecuencia, no hay punto
criticos en el interior.

ii) En la frontera de la region:
Sea C, el segmento definido por:y =0, —-1<x<1
f(x,0)=x+1, -1<x<1

d(x+1)
dx

=1 0= lafunciéon f es constante sobre C,

Los puntos a estudiar en C, son los extremos del segmento: P, (—1, 0) y P, (1, 0).

Sea C, el segmento definido por:y =x-1, 0<x<1.
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f(x,x-1)=x*+x, 0<x<1

d(x2 + x)

=2Xx+1y 2Xx+1=0=>x=-
dx

. Observe que —%e [0,1]

N |-

Los puntos a estudiar en C, son los extremos del segmento: P, (1, 0) y P (0,—1).

Sea C; el segmento definido por: y=—x-1, —-1<x<0.

f(x,-x-1)=-x*-x, -1<x<0

2
ﬂ_)(—_)()——2X—1 y —2X—1=0:>X=—%.0bserve que —%e[—l,O]

dx a

Los puntos a estudiar en C; son los extremos del segmento: Pl(—l,O) y P3(O,—1) y el punto

Por lo tanto, los puntos de la regién R donde pueden ocurrir los valores extremos absolutos son:

1 1
Pl(_l'o)' Pz(l,O), P3(01_1) Yy P4(_E,—E).
b) Las imagenes de los puntos obtenidos en a) son
f(-1,0)=0, f@O=2, f0,-D=0, f(‘a—‘):

Se tiene entonces que:

El maximo absoluto es f(1,0) =2 y el minimo absolutoes f(-1,0)= f(0,-1)=0.

38. Sea f una funcidn real de dos variables definida por f(x,y)=x%+y?-3x—xy. Halle los
valores maximo y minimo absoluto de la funcién sobre la region R, donde
R:{(x,y)eRZ:x2+y2s9}.

Solucion:

La regidn R se muestra en la figura
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i) En el interior de la region:
fX(X,y)ZZX—3—y Y fy(X,y)ZZy—X
f,(y)=f,(x,y)=0=>x=2 y y=1

Observe que el punto P(2 ,1) esta en el interior de la regién, en consecuencia, es un punto o valor
criticode R.

ii) En la frontera de la region:

Por Lagrange, se hallan los puntos donde ocurren los valores extremos de
f(x,y)=x?+y? -3x—xy, sujeta a la condicion g(x, y) =9 con g(x,y) = x? +y?.

Como

VE(xy)=(2x-3-y)i+(@2y-x)] vy Vg(x,y)=2xi+2y]

Los valores extremos ocurren en los puntos de la frontera que son solucién de las ecuaciones
ecuaciones

VE(XY)=AVgxy) v g y)=x"+y?

O equivalentemente del sistema

2X—3-y=2AX
2y —X=2\Y
x> +y?=9

Se presenta tres casos:

a) xz0 y y=0 b) x=0y y=0 c)x=0y y=0

2X -3 -
a)Si x# 0 de la primera ecuacién resulta 1 = y
2X
. L 2y — X
Si y #0 de la segunda ecuacion resulta A = 2
y
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Luego,
2Xx-3-y 2y-X
2X 2y

= x*=y*+3y
Al sustituir este valor en la tercera ecuacion se obtiene

y2+3y+y?=9=2y*+3y-9=0=>y=-3 0 y=3

2
y=-3=>x=0 y y=§:>ﬁzgzzx=—§5-é x=-ﬁg
2 4 2 2
33 3 343 3
Se obti il tosP,(0,-3), P,| ———. = .
e obtiene asi los puntos l( ) 2( > ZJ [ > ZJ
-3-y=0
b)Si x=0 y y=0 resultaelsistema <2y=21y cuya Unicasoluciénes y=-3.
y? =9
2X—-3=21X
c)Si x=0 y y=0 resulta el sistema -x=0 gue no tiene solucion.
x?=9
3v3 3 33 3
Por lo tanto, los puntos a estudiar en la frontera son: Pl(O,—3), P, (—T\/_,E] yP; (T\/_,Ej

Las imagenes de los puntos donde pueden ocurrir los valores extremos absolutos vienen dadas
por:

f(2,2)=-3, £(0,-3)=9, f(g\z/_ 2} 9—ﬂ fL_i EJ +E

4 2 2 4

Se tiene entonces que:

3/3 3 2743

El maximo absoluto es f[_T EJ 9+ T y el minimo absoluto es f(2,1)=-3.

39. Sea f la funcién definida por f(x,y)=x?+y?+xy+1,ysea R region del plano acotada por
las graficasde y=x?—-2X, y=X .
a) Represente graficamente la regién R y determine los puntos de R en los cuales la funcién f

podria alcanzar los valores extremos absolutos.
b) Halle el maximo y el minimo absoluto de la funcién f.
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Solucion:

La regién R se muestra en la figura sombreada.

.
¢t /

c2

a) i) En el interior de la regiodn:
f (¢ y)=2x+y vy f(x,y)=2y+x
f.06y)=f,(x,y)=0=x=y=0

Observe que el punto P(0,0) no esta en el interior de la regién, en consecuencia, no hay punto

criticosen R
ii) En la frontera de la region:

Sea C; el segmento definido por:y=x, 0<x<3

f(x,x)=3x*+1, 0<x<3

2
M:ex y 6x=0=>x=0

dx

Los puntos a estudiar en C, son los extremos del segmento: Pl(O , 0) y P, (3, 3).
Sea G, la parte de la parabola definida por: y = x?-2x, 0<x<3.
f (x,x2 —2x):x4 ~3x®+3x%+1, 0<x<3

d(x4 —3x% +3x2 +1)
dx

=4x% —9x? +6x=x(4x2 —9x+6)=0:> x=0 ¢épor qué?

Los puntos estudiar en C, son los extremos de la curva: P,(0,0) y P,(3,3).

Por lo tanto, los puntos estudiar en la frontera son: P;(0,0) y P,(3,3) y sus imagenes son:
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f(0,0)=1, f(3,3)=28
Se tiene entonces que:

El maximo absoluto es f(3,3) =28 y el minimo absolutoes f(0,0)=1.
40. El potencial electrostatico en cada punto de la regién
D:{(x,y)e R2/0<x<10< ysl}

viene dado por
V(x,y)=48xy —32x3 — 24y

Halle los potenciales maximo y minimo en la regidn.
Solucidn:

Laregién D es la regién sombreada de la figura, limitada por el cuadrado.

¥

c3

c4 c2

c1

i) En el interior de la region:

V. (x,y)=48y-96x* y V,(x,y)=48x—48y

y—2x?=0

o9, )0 2

x=y=x-2x>=0=x(1-2x)=0=>x=0 6 x=%,

1
Luego: X=0=y=0, X=—=>y=—

2 2
Observe que el punto P (0,0) no estd en el interior de la regidn, en consecuencia, el Unico punto

o N 11
critico en el interiores P| —,— |.
2 2

ii) En la frontera de la region:
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e Sea C, el segmento definido por: y=0, 0<x<1

V(x,0)=-32x%, 0<x<1

_ 3
d032¢)_ g0 oo, 4o

dx

Los puntos estudiar en C; son los extremos del segmento: P (0,0) y P,(1,0).
e Sea (, el segmento definido por: x=1, 0<y<1
V(1,y)=48y-24y?-32, 0<y<1

d(a8y — 24y? —32)
dy

=48-48y y 48-48y=0=y=1

Los puntos estudiar en C, son los extremos del segmento: P,(1,0) y P;(L, 1).
e Sea C; el segmento definido por: y=1, 0<x<1

V(x,1)=48x-32x>-24, 0<x<1

— 3—
d(48x — 32x 24):48_96)(2 y 486X’ =0 x= L

dx V2

Los puntos estudiar en C; son los extremos del segmento: P,(0,1) yP,(1, 1) y Ps [i,l}

V2

e Sea C, el segmento definido por: x=0, 0<y<1

V(0,y)=-24y?, 0<y<1

_ 2
d(-24y) _48y y —48y=0=y=0

dy

Los puntos estudiar en C, son los extremos del segmento: P,(0,1) y P (0,0).

Al determinar las imagenes de los puntos se tiene que:

11 1
V(E,E]=2,V(O,O):O, V(0,1) =24, V(1,0)=—32,V(1,1)=—8,V£E,1j=8(2\/§—3)
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Se tiene entonces que:
- 11 -~
El maximo absoluto es V 27 =2 y el minimo absoluto es V (1,0) =-32.

41.3) Halle el punto del plano de ecuacién 3x+2y+z =1 mas préximo al punto O(0,0 , O).
b) Determine la distancia del punto O(O ,0,0) al plano de ecuacion 3x+2y+z=1.

c¢) Use esta férmula de la distancia de un punto a un plano para calcular la parte b) y compare el
resultado con el valor obtenido en b).

Solucion:

a) Observe que el problema se reduce a hallar el valor minimo absoluto de la funcidn real de tres
variables

d(x,y,z)=4yx* +y®>+2® (distancia del punto P (x,y,z) al origen de coordenadas)
sujeta a la restriccion g(x,y,z)=1 con g(X,y,z)=3x+2y+z.

Se debe resolver el sistema {Vd (x,y.2)=2vg(x,y,2)

g(x,y,z)=1
Como
X . y - z -
vd(x,y,z)= + ]+ k (1)
\/x2+y2+z2 \/x2+y2+z2 \/x2+y2+z2
Yy

Vg(x,y,z)=3i+2]+ﬁ
De Vd(x,y,2)=% Vg(x,y,2) v 9(x,y,z)=1.

De (1) se obtiene el sistema:
X

X2 +y? + 22
Y __»
VX2 +y?+ 122

z

VX2 +y?+ 172

3X+2y+z=1

=3A

=\
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Cuya solucidén es: Xx=—, =—, I1=—.
y 12 y

. s . 3 2 1
Por lo tanto, el punto mas préximo al origenes: P| —,—,— |.
14 14 14

b) La distancia de P al plano es:

S B e

_|Ax +By; +Cz, +d|

c) Observe que si se aplica la formula d =
VAZ +B?+C?

P(x,,Y;,2,) al plano de ecuacién Ax+By+Cz+D =0

Resulta:
J_ 13(0)+2(0)+1(0)-1 1
JEE+ P+ 14

, de distancia de un punto

42. Aplique multiplicadores de Lagrange para determinar las dimensiones de una caja que tiene
forma rectangular, abierta en la parte superior, con un volumen de 108 cm®y en la cual se utilice

la menor cantidad de material para su construccion.

Solucion:

Se supone que si la superficie de la caja rectangular es minima entonces la cantidad de material
utilizado también es minimo. Por consiguiente para minimizar la cantidad de material utilizado se

debe minimizar la superficie de la caja S.

Sean xy y las dimensiones de la base de la caja y z la altura, entonces
S(x,y,z)=xy +2xz + 2yz

Sujeta a la restriccion V(x, Y, z)=108 y V(X, Y, z)= Xyz

Aplicando Lagrange, se debe resolver el sistema

y+2z=21yz
VS(x,y,z)=AVV(x,yz) |x+2z=ixz
=
xyz =108 2X+ 2y =Axy
xyz =108

Comox=0, y=0, z=#0 setieneque
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y+22_x+22_2x+2y_/1
yz Xz Xy

y+2z X+22
yz Xz

De

se deduce que

Xyz +2xz% =xyz +2yz° = xz2? -yz?=0= (x-y)z’=0=>x=y 6 z=0=>x=y (z#0)

De X+ 22 = 2x+2y se deduce que
Xz Xy
2 2 2 2 2 Z
X2y + 2xyz = 2x2z2 + 2xyz = X2y - 2x?2=0= x*(y-2z)=0=x=0 6 y=2z
=y=2z (x#0)
Por lo tanto,

X=Yy=2z
Sustituyendo estos valores en xyz =108 se obtiene
22-22-2=108=47°=108=17°=27=12=3
z=3=>x=Yy=6

En conclusién, las dimensiones de la caja son x =6 (largo), y=6(ancho)y z =3 (altura).

.. “u_n

43. El 4rea de un tridngulo y perimetro p cuyos lados tiene longitudes “x”, “y” y “z” viene dada

por A(x,y.2)=\/g(g_xj(g_ng_zj

Utilice multiplicadores de Lagrange para demostrar que de todos los triangulos de perimetro p el
gue tiene area maxima es el triangulo equilatero.
Solucion:

El problema se reduce a hallar el maximo absoluto de la funcién

wena- TS

Sujeta a la restricciéon x+y+z=p con g(X,y,z)=x+y+z.

Para resolver el sistema por Lagrange, se debe hallar la solucidn del sistema
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{VA(x,y,z)z/Wg(x,yz):>

Xyz = p _p[p_xj[p_yj
2\ 2 2

X+y+z2=p

Del cual se tiene que

S R L L L

De (g_y](g—zJ: [%—X]{%—Zj se deduce que: g_y=g—z@y=z

De (B—yj(ﬁ—zjz (B—Xj(ﬂ—yj se deduce que: B—Z=£—X<:>Z=X
2 2 2 2 2 2

Por lo tanto,

X=y=12

En consecuencia, el tridngulo es equilatero.
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Problemas propuestos

En los problemas del 1 al 6 determine el dominio de la funcién f, y encuentre sus derivadas

parciales.

X 3
1. f(x,y)=xIn(xy) 2. f(x,y)=(x2+2y4+—J 3. f(x,y)=ye”

y
4. f(x,y,2)=3x?+2y?’+z 5. f(x,y,z)=% 6. f(x,y,z):arctan[EJ

X2 +y?+1 y
Respuestas: 1) Dom ¢ :{(x,y)eRzlxy>O}; —=In(xy) +1; ﬂ=£
X o y

2
2) Dom ={(x,y)eR2/y¢0}; —=3(x2+2y4+—j (2x+l) i=3[x2+2y4+ j SYS—LZ
y) o y
3) Dom; =R?; i:yzexy; i:ex"(1+ xy)
OX oy
2 2 2
4) Dom,; =R%; ﬂ:ﬁ(szrZszrz)_g; i:ﬂ(x24r2y2+z)_§; i:1(x2+2y2+z)_5
ox 3 oy 3 oz 3
5) Dom :R3_{(0,0,0)}; ﬂ:_%; ﬂ:_%; i:_%
ox (x2+y2+22) oy (x2+y2+22) oz (x2+y2+zz)
6) Domf ={(x,y,z)eR3/y¢0}; i:;; i:_L; ﬂ:;
ox x| ¥ xx)'| % xz )\’
B/ RETOIETD
y y y

7.Si f(X,y,2)=+/x? +4y% —z% encuentre 2—1(1,1,1), %(1,1,1), %(1,1,1).

Respuesta: Zf—x(l,l,l):%, %(1,1,1):2, %(1,1,1):_%
of of
8.Si f(x,y)=Inlx?>+y2+1), pruebe que: y— —x—=0.
(x,y)=In(x?+y? +1), pruebeq Yo ¥

En los problemas del 9 al 12 verifique que las derivadas de segundo orden cruzadas son iguales.

9. f(x,y)=|n(x2+y2+1) 10. f(x,y)=e’ cosx
X2 - y?
X2 +y°

11. f(x,y)= 12. f(x,y):arctan(x2+y2)
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e . 1
13. La energia cinética k de un cuerpo de masa m y velocidad v es k =Emvz. Demuestre que

Kok

om ov?

14. Una funcién real de dos variables w= f (x,y ) con segundas derivadas parciales continuas
o’w  o*w

ax2 + dy?

que satisfaga la ecuacién de Laplace =0 se llama funcién armdnica. Muestre que la
funcion definida por w( x,y )=x% —3xy? es arménica.

15. Cuando dos conductores que tienen resistencias de R, ohmios y R, ohmios, se conectan en

R,R
paralelo, su resistencia combinada R en ohmios es R =———2—. Demuestre que:
R, +R,
R2 +R2 2 2 4R, R
a)6R+6R=1 22 b)6R+8R: 123
oR, ©R, (Rl + Rz) OR,0R, OR,0R,; (R1 + Rz)

16. Encuentre las ecuaciones paramétricas en el punto P(2,1,5) de la recta tangente a la curva de

interseccidn del paraboloide de ecuacién z=x? + y? con el plano de ecuacion:
a) x=2 b) y=1.

X=2 X=p
Respuesta: a) y=ﬂ , AeR b) y:1 , ,Be R
7=21+3 7=45-3

En los problemas de 17 y 18 halle por definicién la derivada direccién de f y en la direccidn del

vector v dado.

17. f(x,y)=3x-2y, v=—i—| 18. f(X,y)=xy, v=2i-5]
Respuestas: 17) Dgf(x,y)z—i 18) D. f(x,y):ﬂ_s_x

72 Nl

19. Halle por definicion la derivada direccion de f definida por f(X,y)zﬁ en (6,-2) enla
y

direccion del vector v = —i+3] dado.
Respuesta: D\-/ f(6,-2)= _i

Vi)

xyZ-yx .
ZO.Seaf(X,y)z X2 +y? SI (X,y);t(0,0)

0 si (x,y)=(0,0)
of(0,0) y of(0,0)
OX oy

a) Halle
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b) ¢En cudl direccidn existe Df\-/ (0,0)?

¢) ¢Eslafuncién f diferenciable en (0,0)?

of(0,0)
OX

of(0,0)

Respuesta: a) =0; =0 b) Sélo existe en direccién de los ejes de coordenadas. c) No es diferenciable en

(0,0).

21. Halle la derivada direccional del campo escalar f definido por f (x, y,Z )= x? +2y?+3z% en
(1,1,0) en la direccidon de \7:i—]+2E
-2

76

Respuesta: D \»/f (1 , 1 ,0)

22. Halle la  derivada  direccional del campo escalar f definido por

f (X,y,Z )=Zsen y? cos(x5 + tan y3)en [O,i/%,?} la direccion de v = 2K .

Respuesta: D- f 0,3\/5,7 ZECOS(].)
v 4 2

23. Halle la derivada direccional del campo escalar f definido por f(X,y )=sen (X2 +y2) en
P(l,l) la direccién del vector que va del punto P al punto Q(S, 2).

Respuesta: D% f (l,l) = iCOS(Z)

N3

24. Dada la funcién real de dos variables definida por f(x,y)=x?+sen(xy), determine las
direcciones donde se verifica D- f (1,0)=1.

- =z — 3=
Respuesta: En la direccién de los vectores: Uy = ] y Uy =—1——]

5 5

25.Sea f(x,y)= In(x2 + yz), determine
a) La méxima razén de cambio en el punto (2,1).
b) La direccién en que ocurre.

-

b) En la direccion del vector —i+— |
5 5

Respuesta: a)

26. La temperatura en un punto arbitrario de una placa rectangular en el plano xy esta dada por la
formula T = 50(x2 - y2) (en grados centigrados).

a) Halle D,T (4,3), donde O es el dngulo que determina la direccién dada con el eje x.

b) Determine tan® cuando D,T(4,3)=0.

c) Determine la pendiente de la recta tangente a la curva T =constante, cuando pasa por ese
punto.
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Respuesta: a) DT (4,3)=400c0s0 —300sen0 b) tan 6 = % c) m= %

27. Sea g la funcién de dos variables definidas por g (x, y)= x?y . Calcule la derivada direccional
de genel punto P(1,2).

2)+ A(4,3) con 1>0.
+A(4,3) con 2<0.

a) En la direccién de la semirrecta de ecuacién (x,y)

Il
=

b) En la direccién de la semirrecta de ecuacion (X, y)
19

Respuestas: a) ? b) ——

5

oF oF
28. Sea g una funcidn real diferenciable de una variable. Determine: x y — si
X

oy
F (x,y )=arctan (x + g (xsen ()

Respuesta: 2 = 1 - (2x+2g (xsen (xy)) g'(xsen (xy) fsen (xy) +xy cos (xy)));
X l+(x2 +g2 xsen (xy))

oF 1
== 29 (xsen (xy))g"(xsen (xy))x? cos (xy)
oy 1+(x2 +02% xsen (xy))2 ( >)

X 2
29. Sea w=f (u ,V), si f es una funcién de clase C*,con u= Xy y V=—, halle %, %, ow W.
y ox ' oy ox?
ow 1, ow X 02w ,0%f L 0°f 1 p%f
Respuesta:—zyfu-i-—fv,'—:xfu__fv'- =y +2 +
OX y ay y2 aXZ auz ovou y2 8\/2
%9 _ %9
30.Sea y = (I)(X,t): cos xcost . Pruebe que ¢ satisface la ecuacién de la onda: ? :8_2
X

31. Si ¢ es una funcién real diferenciable. Pruebe que f(x,y):xzcl)(x4 —y? ) satisface la

6
ecuacion XS%JrZLﬂ:ZX2 f(x,y).

32. Sea w=f(x,y,z)=e¥cosz, con x=tu, y=sen(tu) y z=u?.

t@—uﬂz 2ze¥senz.
ot ou

Demuestre que

33. Sea F(X, Y, Z)= x* f (l,ij demuestre que si f es una funcién de clase C'y o es un nimero
X X
oF oF oF
real entonces X—+y—+7—= aF(X, Y, 2).
OX oy 0z
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X
34. Sea fy g funciones reales y derivables. Demuestre que la funcion z = f(xy) + g(—} satisface
y

2 2
la ecuacion diferencial x* oz_ y? ﬂ+ xg— ya—Z: 0.

ox? oy:  ox oy

35.Sea z = f (X, y) una funcidn real diferenciable, con x=5+t y y=s-t. Demuestre que
[az ' (& P aa
OX oy 0s ot
36. Un punto se mueve sobre la superficie de ecuaciéon z = x> +2y2 —3X+Yy de manera que
dx
dt

d
=3y d_)t/: 2 . Halle la variacion de z con respecto al tiempo cuando x=1y y=4.

dz
Respuesta: — |x:1 =31
dt 'y=

37. Halle la ecuacidn del plano tangente y de la recta normal a la superficie de ecuacién xe’? =1
en el punto (1,0,5).

Respuesta:X+5y=l; X—l=%, z=5

38. Halle la ecuacion del plano tangente y de la recta normal a la grafica de z = x> +2y3 en el
punto A(1,1,3).

X=1+2A
Respuesta: 2X+6y—z=5;y=1+61L AeR

z2=3-1

39. Determine la ecuacién del plano tangente a la superficie z = x? + Xy que sea perpendicular a
los planos de ecuaciones x+y—z=3 y 2x—y+z=4.

Respuesta: Y +Z =1

40. Encuentre los puntos del hiperboloide de ecuacién X2 —2y? —4z% =16 en los que el plano
tangente es paralelo al plano de ecuacién 4x—2y +4z =

S B

41. Determine la ecuacién del plano tangente a la superficie z = x? +xy que sea perpendicular a
x=3
larecta L de ecuacion{y=1-3t, teR.
z=-3t
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Respuesta: Y +Z =1

42. Dada la superficie de ecuacién 2x? +y? +z% =4, halle las ecuaciones de todos los planos
tangentes que son paralelos al plano de ecuacién x+y+z=4.

Respuesta: x+y+z=\/ﬁ; X+ y+Z=_\/E

43. Halle el valor de la constante a de forma tal que el plano tangente a la superficie de ecuacién
1 L,

x? +a?y? —z? =1 en el punto P(l,—,lj sea paralelo al plano = de ecuaciéon x+4y—-z=0.
a

Respuesta: a =4

44. Pruebe que toda recta normal a la esfera de ecuacién x? + y? + z? = R? pasa por el centro de
la esfera.

45. Demuestre que toda recta normal al cono de ecuacién z2 = 3x? +3y2 interseca al eje z.

46. Indique y clasifique los puntos criticos de la funcidn real de dos variables definida por
f(x,y)=3x’y+x*> -6x-3y—2.

2 4
Respuesta : No hay maximo relativo ni minimo relativo. Los puntos (1,5 y —l,—§ son puntos de silla.

47. Indique los puntos criticos y halle los valores maximo y minimo absoluto de la funcién real de
dos variables definida por

f(x,y)=xy—x+1

sobre la region triangular de vértices (0,0), (1,1) vy (1,2).
Respuesta: Puntos criticos: Pl(0,0), P, (l,l), P:{%,%j, Py (1,2) y PS(%, %), maximo absoluto es f(1,2)=2;

11) 3
minimo absolutoes f| =, = |=—
22) 4

48. Halle los valores extremos absolutos de la funcion definida por f (x,y)=xy(2—-x-vy), enla
region limitada por el cuadrado de vértices (0,0), (0,2), (2,0) y (2,2).

Respuesta: Maximo absoluto es f[%,%) = % ; el minimo absoluto es f (2 ) 2) =-8

49. Halle los valores extremos absolutos de la funcién definida por f (x,y)=xy(l-x—y), enla
region limitada por el cuadrado de vértices (0,0), (0,2), (2,0),y (2,2).

Respuesta: Maximo absoluto es f( %,%) = 2—17 ; el minimo absoluto es f (2 , 2) =-12
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50. Sea f una funcién real de dos variables definida por f(x,y)=x?+y?, halle los valores
maximo y minimo absoluto de la funcién sobre la region R, donde
R= {(x, y)eR?:(x=3) +(y-3)° < 6} :

Respuesta: Maximo absoluto es f (3+\/§,3+\/§)= 24+12\/§ ; el minimo absoluto es f (3—\/§ s 3—\/§)= 24—12\/§ .

51. Se desea construir un drea de descanso para gandoleros en una autopista. Esta drea debe ser
rectangular con una medida de 10.000m’ y debe estar cercada en los tres lados no adyacentes a la
autopista. ¢ Cual es la cantidad minima de cercado que sera necesaria para completar el trabajo?

Respuesta: f (50v2 ,1004/2 )= 200,/2 m

52. a) Determine los puntos de la superficie de ecuacién x*+y? +2° —2x—4y—6z =42 mas
cercanos y mas alejados del origen.

b) Represente graficamente la superficie de ecuacion x?+y?+2z%-2x—4y—-6z=42 vy
verifique graficamente el resultado obtenido en a)

Respuesta: a) El punto de la superficie mas cercano al origen es Pl (—1, -2, —3), y el punto de la superficie mas alejado del origen

es P, (3,6,9)‘

53. La altura en kilémetros de cierta regién R esta medida por la funcién f (x,y)=e™, dondexey

estdn medidos en kildmetros. Halle los puntos donde la region R= {(x y)e R?/x% +4y? sl}
alcanza su punto mas alto y su punto mas bajo.

1 1 1 1
——,——— | tienen la mayor altura, y los puntos de la P3 —_—

%%} ' PZ(\/E' 22

1 17 -
y P4 tienen la altura minima.

V2' 22

Respuesta: Los puntos Pl{—

54. Halle el minimo de f(X,y,z)=x%+y? +22,si (X,y,z) estd en la recta de interseccién de los
planos de ecuaciones 2X+ Yy —-3z=4,y X—y+22=6
212 50 46}_ 49560

Respuesta: Minimo f| ——,——,—
59 59 59

3481

55. Halle las dimensiones de una caja rectangular, sin considerar la tapa superior, que tiene
volumen maximo si el area de la superficie es 12.

Respuesta: 2, 2, 1.
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COORDENADAS POLARES

Definiciones, propiedades y teoremas importantes

Definicion 4.1: Sea O un punto fijo del plano llamado polo y un rayo inicial desde O, las
coordenadas polares de un punto P del plano son (r ,6) donde r es la distancia dirigidade OaP vy
0 da el dngulo dirigido del rayo inicial al rayo OP. 6 se considera positivo cuando se mide en

sentido contrario a las agujas del reloj y negativo cuando se mide en el sentido de las agujas del
reloj. Los puntos (r,6 ) y (— r,o )estén sobre la misma recta que pasa por O, a la misma distancia

| r | de O pero en lados opuestos de O. El punto (0,6 ) representa el polo u origen.

Teorema 4.1: Las coordenadas polares (r,e) de un punto P en el plano estan relacionadas con las
coordenadas rectangulares (X, y )de ese punto como sigue:

Yhommmm e 2 Pley) = PIrg)

X=1rcos9 y=rseno .

r2=x2+y? tan 0 =

> <
N
L e

Teorema 4.2: Sea f una funcidn real continua definida por r=f(@), si f(8)=0 en [a,b] con
0<a<f#<b<2r, entonces el drea A de la regién acotada por las gréficas de r=1(9), 6=a vy
f=b es

2

_18 _1v e
A_Zej‘[f(e)] o|e_2£1 r2do

Teorema 4.3: Sean f y g funciones reales continuas definidas por r=f(9) y r=g(6), si
f(@)>9g(@)=0 en [a,b] con 0<a<@<h<2z,y R es laregidn acotada por las graficas de
r=F1@@), r=9), 0=ay 0=>b eldrea delaregiéon Res

a

A=§(? [fo)] -[g(e)]zjde
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Teorema 4.4: Si Ces la grafica de una ecuacion polar r = () y sif’es continua en [a,b],
entonces la longitud L de Ces

L=1[F@F +['@)F do= T | +(%] do
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Problemas resueltos

1. Determine la distancia entre los puntos cuyas coordenadas polares son (3,%] y (2 ,gj
Solucidn:

Las coordenadas cartesianas del punto (3,%} vienen dadas por:
x =3cos| =~ =£ y y=3sen n zﬂ
4 2 4 2

i
Las coordenadas cartesianas de punto (2 ’EJ vienen dadas por:

x=2cos(%j:1 y y=25en(%j=\/§

Luego, la distancia d, entre los puntos dados es:

d =\/(¥_ JZ {ﬂ_ﬁy =\/g—3\/5+1+%—3\/€+3=\/13—3\/E(1+\/§)

2

2. Decida si los pares indicados de coordenadas polares representan el mismo punto.

(63 (03] (s) v (53

3 6

Solucion:

5
a) No, ya que (ﬁ,%} esta en el primer cuadrante y (\/5,?“} esta en el cuarto cuadrante.

b) Si, [\/g,—%] y (\/g,%j, yaque I = \/§ es el mismo en ambos puntos y los dngulos tienen

11n

. . s
los mismos lados terminales a pues E =2n— ?

3. Represente graficamente la curva 6 la regién del plano cuyas coordenadas polares satisfacen las
relaciones siguientes:
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a) ot b)1<r<2 y 0<0<™
4 4 4
c) {(r,e)/ g<e<n}m {r.0)/ 2<r<3} d) 6=arctana (a>0)
Solucion:
a) T g3
4 4

Representa la regién del plano limitadas por las rectas
que pasan por el origen y forman angulos con el eje

3n
polar de % y T radianes respectivamente.

b) 1<r<2 y 0<0<

N

Representa el sector circular limitada por el eje polar,
por la recta que pasa por el polo y forma un angulo de

T . . .
2 con el eje polar, y por las circunferencias con

centro el polo y radios 1y 2 respectivamente.

c) {(r,e)/ g<9<n}m{(r,9)/ 2<r<3}

1
1
1
1
r=3 ‘-—-:
Representa la region abierta del plano limitada por ot -
. p ’ -
las rectas que pasan por el origen y forman angulos ; R
o= [ !
.---“----I--l.----' ................

i . . .
de E y m radianes respectivamente con el eje polar,

1
1
1
y por las circunferencias con centro el polo y radios 2 i
. 1

y 3 respectivamente. '
i

1

1
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d) O=arctana (a>0):>tan9=a:>ﬂ=a
cos6

y=ax

0<6<§ yaque a>0. :

y .
senf=acos6 = rsenf =arcosf = y =ax

Luego, la ecuacidon dada representa la recta de
pendiente a que pasa por el origen, como se muestra
en la figura.

4. Determine una ecuacidon polar para la curva representada por la ecuacién cartesiana
x?—y?=4.

Solucion:

Al sustituir Xx=rcosd y y=rsen@ en laecuacién x* — y? =4 resulta,

X? — y? = 4= r2c0s20 — r’sen?0 =4 = r2(cos?0 —sen?0)=4=> r? cos20 = 4

5. Determine una ecuacién polar para la curva representada por la ecuacién cartesiana
x2+y?-2y=0.

Solucion:

x*+y?-2y=0=r?-2rsen0=0=
r(r—2sen®)=0=r=0 6 r=2send, 0=2kz, keZ

Como la soluciéon r =0 queda contenida en r =2sen 0, se tiene que una ecuacion es
r=2sen

6. Considere la ecuacion polar r=asen +bcosd, a,b>0.

a) Halle la ecuacién cartesiana y verifique que la ecuacion dada representa una circunferencia.

b) Halle en coordenadas cartesianas el centro y radio de la circunferencia.
¢)Si b=4y a=3 represente graficamente la circunferencia.

Solucion:
a
a) r=asen +bcosd = /x* +y° _y X e y>=ay+bx= x> +y*—ay—bx=0
r r
b’ a)® a’? b? - . .
=|X—-=| +|y—-—| =—+— (Ecuacidn de una circunferencia)
2 2 4 4
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b) El centro es C(g,%) y el radio es

r:%\/a2 +b?

¢)Si b=4y a=3 resulta la circunferencia de
ecuacion

3 25
A (xe2pHy-gley

(x—2) +(y—§}2 _2

7. Dada la curva de ecuacién polar r =4sen 6, halle:

a) Las ecuaciones paramétricas.
b) La ecuacion cartesiana.

Solucion:

a) Unas ecuaciones parametricas son X =4senfcos0, y=4sen’ 0.
b) r=4sen0= r’ =4rsen0= x>+ y? =4y = x> +y? —4y=0=>x" +(y-2)* =4

8. Dadas las curvas de ecuaciones polares r; =3 y r, =6sen 9, halle:

a) Grafique ambas curvas en un mismo sistema de coordenadas.

b) Determine los puntos de interseccién de ambas curvas.

c) Determine el drea de la regién del plano que es interior a ambas curvas.

d) Determine la longitud del arco de curva de r, que esta en el segundo cuadrante y es exterior a
ri.

Solucion:

a) La grafica se muestra en la figura. Observe que las ecuaciones corresponden a dos
circunferencias (ejercicio 6).

b) ’

6sen 6:3:>5ene=l:>e:£ 6 925_75 r=3sen0
2 6 6 ’ LB
. . T 57‘[ ’
Y los puntos de interseccién son P, (3,EJ y P, (3,?j )

c) El area de la region del plano interior a ambas curvas se obtiene mediante la integral:
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A=2 % (6sen ) 2do +

ot—o|a

(3)°* do =(3 —iJ +3n = 61 i

@‘g'—,y\)\;]

51

J(6send)? + (6cos)? do = 6 i do = 6[5—”—5 = 2n

d L=
) 6

2

9. Dada la ecuacion r=——————— en coordenadas polares, halle la ecuacién en coordenadas
3+ \/gsen 0

rectangulares, identifique la curva y grafiquela.

Solucion:

rz;:3r+\/§rsene=4 (1)
3+\/§sen9

Al sustituir r =\/X2 +y? y rsenf= y en (1) se obtiene la siguiente ecuacién en coordenadas
cartesianas:
3/x2+y? =4—45y
3x2 +y? =4—\By=9(x? +y?)=16 -8By +5y* (2)

Al realizar las operaciones indicadas y completar cuadrados se obtiene que la ecuacién (2) se
obtiene

x? y+\/§2 |

—+ =1
4 9 /\

que corresponde a la ecuacion de la elipse que se muestra
en la figura, de centro C (0,—\/5) .

10. Dada la ecuacién r :m en coordenadas polares, halle la ecuacién correspondiente en
—Z5en

coordenadas rectangulares, identifique la curva y grafiquela.

Solucion:
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1

r=———=2r-2rsenf=1 (1)
2-2send

Al sustituir r =1/X2 + y2 y rsen@=y en (1) se obtiene la siguiente ecuacién en coordenadas

24x%+y? =1+2y

24x% +y? =1+ 2y:>4(x2 + yz):1+ 4y +4y? (2)

Al realizar las operaciones indicadas y completar cuadrados que la ecuacion (2) es equivalente a la
ecuacion:

cartesianas:

1
2

=X~ ——
y 4

que cual corresponde a la ecuacion de la parabola que se
muestra en la figura

11. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares r; =sen y r, =c0s0.

a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores (sin pasar a coordenadas
rectangulares).

b) Halle los puntos de interseccion.

c¢) Halle el 4rea de la regidn del plano que es interior a ambas curvas.

d) Calcule la longitud del arco de curva de r; que es exterior ar,.

e) Calcule la pendiente de la recta tangente a r; en el punto del primer cuadrante que es
interseccion de ambas curvas.

Solucion:
a) Las graficas se muestran en la figura.

b) Observe que r; y r, se obtienen para valores de 0:
0<6<=m. Luego considerando valores negativos de r,

sen6=c059:>6=%

V2 m

2'4)

Y un punto de interseccion es P,
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No obstante, existe otro punto de interseccién que no se obtiene analiticamente, el origen, ya que

rnr=0para®=0yr, =0 para ng.

c) El area de la region del plano interior a ambas curvas es igual a:

T

N (1-cos 20)do+ = (1+cosze)de=1(f— )
2 4 4

2

O e | 8
ot—0uWn|3

2
sen?0 do + 1Icoszedez L
27[ 4

DY ——N S

4

d) La longitud del arco de curva de r; que es exterior a r, se obtiene mediante la integral:

sz sen?0+cos? 0 de:3_n
’ 4

4
Nota: La longitud L pudo calcularse directamente écomo?

e) Unas ecuaciones paramétricas de r; son:

{x =1,C0s0 . {x =sen 0 cos 0 X = sen229
_ _ 2
y=r,seno y =sen“0 y =sen?0

La pendiente de la recta tangente a r, =sen® en el punto P(I’,G) es:

dy
m-3Y _do _ 2cosfsend

Cdx dx c0s 20

de

2 4

tangente es vertical, como se puede apreciar en la gréfica.

2 7
Luego, en P, [— — | la pendiente m no esta definida, por lo tanto, en este punto la recta

12. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares r, =1+sen6 y r, =1+c0s6.

a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores.
b) Halle los puntos de interseccion.
c) Halle el drea de la regién del plano interior que estd en el primer cuadrante que es interiora r; y

exteriora r,.
d) Plantee la integral que da la longitud de la parte de r;, exterior a r».

Solucion:
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a) Las curvas r,=1+sen® y r,=1+cosH
representan cardiodes de eje y y eje x
respectivamente, su grafica se muestra en la
figura.

b) Observe que r; y r, se obtienen para valores
de6: 0<60<2x, luego

1+sen9:1+cos():>6:% 0 ez%n

Y dos puntos de interseccion son

SRETIAE :
2 4

24 B

No obstante, existe otro punto de interseccién que no se obtiene analiticamente, el origen, ya que

r,=0 para Oz%ty r, =0 para 6=m.

c) El drea de la regién del plano que estd en el primer cuadrante que es interior a 1, y exteriora r,
viene dada por:

[2sen6 - 2c0s6 — c0s(260)]d6 =+/2 — 3

At
2 4

[(1+ send)” —(1+cos6) ]de = %

DY N

Nl —N[a

d) La longitud de la parte de r; exterior a r, se obtiene mediante la integral:

L= [/(@+send)? +cos? 0 do

slae—n |

13. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares r, =4+3sen6 y r, =—senf.

a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores (sin pasar a coordenadas
rectangulares).

b) Halle los puntos de interseccidn.

c) Halle el drea de la regidn del plano interior r,y exterior a r, que esta en el tercer cuadrante.

d) Halle una ecuacién en coordenadas cartesianas de la curva descrita por r,,

Solucion:
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a) r; representa una cardiode con rizoenelejeyyr,
una circunferencia. La grafica se muestra en la figura.

i
2

b) Observe que r; se obtiene al variar: 0<0<2mw,
mientras que r, se obtiene al variar: 1<0<2m, luego

4+3sene=-sen9:>sen9=-1:>9=3?n

3
Y el punto de interseccién es P, (1,71[].

ELd
2

c) El drea de la regidn del plano interior ryy exterior a r, que esta en el tercer cuadrante es igual a:

3n 3n
2 2
A=% [(4-+3sen0) *do- [(-sen6)® do |=5n-12

d) Se tiene que:

2
1
r=-—sen@=r?=-rsen0=>x’+y?=-y => x> +y’+y=0= x2+(y+zj ==
17 1
Luego una ecuacion cartesiana de la curva descrita por r, es x2+(y+EJ :Z, la cual

1 1
corresponde a la ecuacidn de una circunferencia de centro C(O’_EJ y radio 3

Dadas las ecuaciones en coordenadas polares r =4sen 0, tan0=1y tan0=-1

a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores.

b) Halle los puntos de interseccion.

c¢) Halle el drea de la regidn del plano interior limitada por las tres curvas

d) Calcule la integral que da la longitud del arco de curva de r que estd comprendida entre el eje
polary la recta de ecuaciéon tan6=1.

Solucion:
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a) tan9=1:>6=% y tan@:—1:>e=3_n,

r=4sin{8}

r=4sen 0 es la ecuacién de una circunferencia. Las
graficas se muestran en la figura.

b) e:%:r=4-%:z\/§ v

3 2
0= r=4.Y2_22
4 2

Y los puntos de interseccién son P, (2&,%) y
P, (2\/5 37“]

c) El rea de la region del plano interior limitada por las tres curvas

Azz-%flasenzedez
i
r 5 x
87 (L—cos 20) do 8| 9 — >N %7 |§=8(£—1J+8-1=8-1+4=2ﬂ+4
: 2 Jl=7A274)7T 2T
4

d) La longitud del arco de curva de r que estd comprendida entre el eje polar y la recta de ecuacién
tan6=1.

T

L= [+16sen26+16c0s20 do = 4] do — 45=x
0

o—n|y

14. Dada la curva, en coordenadas polares, de ecuacién r =co0s(36), conocida como rosa de tres

pétalos.

a) Grafique la curva dada para 0<6 Sg b) Grafique la curva dada para 0<6 S%
) o . 21

c¢) Grafique la curva dada para 0<0< 3 d) Grafique la curva dada para 0<6< 3

e) Grafique la curva dada para 0<6 S% f) Grafique la curva dada para 0<0< =

g) Halle el 4rea de la regidn limitada por la curva.
h) Halle la longitud de la curva.

Solucion:

121



a) Observe que :
0<0<Z=0<30<>
6 2

Y en consecuencia,

r =cos(30) variadelaO

y se obtiene la grafica mostrada en la figura.

i}

02 04 06

b) Observe que :

ses%: <30<n

o3
N

Y en consecuencia,
r=cos(30) variadeOa-1
y se obtiene parte de la gréfica que se observa en el tercer

T . -
cuadrante. Luego, cuando OSGSE se obtiene la grafica

mostrada en la figura.

e

i}

02 04 06 0O

c) Observe que :
<0< :>7IS39S3?TC

r r
3 2
Y en consecuencia,

r =cos(30) variade-1a0

y se obtiene la otra parte de la grafica que se observa en el
i .
tercer cuadrante. Luego, cuando OSGSE se obtiene la

grafica mostrada en la figura.

e

02 04 06 0g

d) Observe que :
T g<2m 3T 39<on
2 3 2

Y en consecuencia,
r=cos(30) variadeOal

y se obtiene la parte de la gréfica que se observa en el
2n .
segundo cuadrante. Luego, cuando OSGS? se obtiene la

grafica mostrada en la figura.

e

02 04 06 08
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e) Observe que :
ESOSS—RSZRS%SS—R
3 6 2

Y en consecuencia,
r=cos(30) variadel1la0

y se obtiene la otra parte de la grafica que se observa en el
5n .
segundo cuadrante. Luego, cuando OSGS? se obtiene la

grafica mostrada en la figura.

f) Observe que :

Y en consecuencia,

r=cos(30) variadeOa-1
y se obtiene la otra parte de la grafica que se observa en el
primer cuadrante. Luego, cuando 0<0<m se obtiene la
grafica mostrada en la figura.

g) El area de la region es seis veces el area de medio pétalo, luego

A-6.1
2 2 2

(cos (30))°d0 |=3

Oty | 3
(= ]

g) La longitud de la curva es seis veces la longitud de medio pétalo, luego

L=6

o—o a3

1+ cos(66) do3 [e

J(cos30) +(-3sen36)? do = 6 7 \1+8sen?30 do = 6(% +3
0
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Problemas propuestos

En los problemas del 1y 2 decida si los pares indicados representan el mismo punto.

1) (\/E%) y (\/E%nj 2) (5,%} v (5,%+2oonJ

Respuestas: 1) No  2) Si

En los problemas del 3 al 7 determine las coordenadas rectangulares del punto cuyas coordenadas
polares se da.

w(ed) 2% [ eld) ree

Respuestas: 3) (2\/5,2) 4) (0,—1) 5) (g\/_’_gﬁ] 5) (\/5,—1) 7) (0,0)

En los problemas del 8 al 12 determine un par de coordenadas polares del punto cuyas
coordenadas rectangulares se da.

8 (-2,-2) 9(238,2) 10 (431 11(2,243) 12 (V6,2

Respuestas: 8) (2\/5,%] 9) (4,%) 10) (2,%} 11) (4,%) 12) (2\/5,%)

En los problemas del 13 al 17 represente graficamente la curva 6 la regién del plano que
corresponde a cada una de las relaciones dadas:

13.r=42 14.0=2  15.r>0, 0=2 16. Z<0<X  17.1<r<+5
3 8 6 4

Respuestas:

13) K 14)

yan

D
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15) . 16)

®
7
el

17)
R So Vs
2 .
4 Y
4 27~ Y
[ h=1 . ]
g
_:_L_S_‘ _= 1
\ . ’ ;
Ly Tl ’
s ,
b ’
\‘ ,
-
s

En los problemas del 18 al 23 halle una ecuacién en coordenadas polares.

18. x+y=D 19. x=2
20. 3x+4y =5 21. x° +y2 =3Xy
22. x?2 +y? +2x+6y=0 23. X2 +y? —4x+4y+4=0
b 5
Respuestas:18) = ——— 19) rcosd =2 200 r=————
cosO+send 3c0s0 +4sen0
21) 3cosfdsend =1 22) r?+2rcos@+6rsen@=0 23) r? —4rcosO+4rsen0+4=0

En los problemas 24 y 25 halle la ecuacidn en coordenadas rectangulares, identifique y grafique la
curva cuya ecuacion esta dada en coordenadas polares.

1
2. r=——— 25. r=———
2—2c0s6 2-3sen6
Respuestas:
24) Parabola de J{f 25) Hipérbola de ecuacion N
ecuacion . ’
: 2
x=y? 21 / 3 \/
4 ..., y+ 2
. ! 5)  x° 1 . ——
4 25 5

26. La ecuacion polar de la recta de ecuacion y=x-3 es

a) r=+2seno b) r=-3cos0 «c) r:_—3 d) r:—isene e) r=£cose
sen 0 - cosd V2 2
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Respuesta: c)

27) La regién sefialada en la figura adjunta
queda definida por la expresion: =3
a) 0= b) 0=
12 12

0 Fcp<m d) E<p<

12 8 12 8
e) “<p<m

12 8

Respuesta: e)

28. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares r, =3c0s6 y r, =3sen0.

a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores.
b) Halle los puntos de interseccion.
c¢) Halle el drea de la regidn del plano interior a ambas curvas.

d) Halle los puntos de la curva descrita por ry, en los cuales la recta tangente es horizontal.

r=3send ’

2

Respuesta: Y ,’/ 3
b) Py (_’EJ y Py (0,0) o

’ r=3cosf

2 4

3.0) x

29. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares I, =+/3cos0 y r,=seno.

a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores.
b) Halle los puntos de interseccion.
c) Halle el 4rea de la regidn del plano interior a ambas curvas

10.3) Gz d) Pl{B\/E EJ y P [ 3\/_ S

d) Halle los puntos de la curva descrita por ry, en los cuales la recta tangente es horizontal.

Respuesta:

r=senf

5
g]y Py (0,0) ¢ > -3

r=\3cos8

30. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares r, =2cos6 y r, =2sen 6

a) Halle, usando las ecuaciones de transformacién, las ecuaciones cartesianas y grafique ambas.
b) Halle en coordenadas polares los puntos de interseccién de las curvas.
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c) Halle el drea de la region del plano interior a la curva de ecuacién r, =2c0s0 y exterior a la
curva de ecuacion r, =2sen 6

d) Halle la longitud de la porcién de r, =2c0s0 que es exterior r, =2sen 0 y estd en el primer
cuadrante

Respuesta:

a) r=2c0s0= (x—1)° +y?*=1
r=2sen0= x*+(y-1)* =1

b) P [\/E,%] y en el polo u origen

c) A=

d) L=

Nla Ny

31. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares 1, =8sen@ y r, =4.

a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores (sin pasar a coordenadas
rectangulares).

b) Halle los puntos de interseccidn en coordenadas polares.

c) Halle el area de la regién del plano que es interior a r; y exterior a r,, ubicada en el primer
cuadrante.

d) Calcule la longitud del arco de curva r, que es interior a r;.

Respuesta:

5
b) P1(4,%j v P1(4,?“j

o) A=g| Z+¥2
3 2

d) L=§n
3

32. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares r, =2—-cos0 y r, = 2.

a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores.

b) Halle los puntos de interseccion.

c) Halle el drea de la regidn del plano interior a r,y exterior a r».

d) Plantee la integral que da la longitud de la parte de r; que estd en el tercer cuadrante.
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s 3
Respuesta: b) P, (Z’EJ v P, (21?)

c) L
4

3n

2
d L= J.\/5—4cose do

EL2
2

33. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares r, =3c0s0 y r, =2-c0s0.

a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores.

b) Halle los puntos de interseccion.

c¢) Halle el 4rea de la regidon del plano interior r,y exterior a r».

d) Halle el area de la regidn del plano interior a ambas curvas.

e) Halle los puntos de la curva descrita por ry, en los cuales la recta tangente es horizontal.

Respuesta: L3 3 x 3 5n
2 or35)ve3 %)

iz
2

34. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares r, =1-sen9 y r, =1.

a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores.

b) Halle los puntos de interseccion.

c¢) Halle el 4rea de la regidn del plano interior a r,y exterior a r».

d) Determine la longitud de la parte de r; que esta en el segundo cuadrante.
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Respuesta: b) P1 (110) y PZ (11 Tc)

c) £+l
4

d)4-2x/§

35. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares , =2+cos6 y r, = 2.
a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores.

b) Halle los puntos de interseccion.

c) Halle el drea de la regidn del plano interior a ambas curvas.

d) Plantee la integral que da la longitud de la parte de r, que esta en el tercer cuadrante.

Respuesta:

i 3n
b P2, —|yP|2,—
’ 1( 2% 1[ 2j

3n

0
g L= I J5+4c0s0 do
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36. En los siguientes enunciados. Indique si cada uno de ellos es verdadero o falso, escribiendo
respectivamente la letra V o F en la casilla sefalada.

a) (3,%) y ('3,'5—75) son las coordenadas polares del mismo punto del plano.

b) El punto A (4,37“) no esta en la grafica de la curva de ecuacion r =4co0s(20) ya que sus
coordenadas no satisfacen la ecuacion.

¢) Las coordenadas rectangulares del punto que tiene coordenadas polares A(4,37n) son A(-1,1).

d) La grafica de la curva de ecuacién polar r =—-5sec6 es una recta.

., . - , . 2 2
e) La ecuacién polar con la misma grafica que el circulo de ecuacién X +Y° =4y es
r=4coso.

L . . - L -4
f) La ecuacién cartesiana con la misma grafica que la curva de ecuacion polar r :ﬁes la
—Ssen

pardbola x* =8(2 - y))

g) La expresion del drea de la region interior a la curva de ecuacion r, =sen0 y exterior a la curva

de ecuacién 1, =c0s6 en el primer cuadrante es A(R) =% (— 2C0$(26))d6 .

AN —NIN

h) La longitud de arco en el cuarto cuadrante de la cardioide de ecuacion r=2-2senf es

L=12.(Bsen(6)-8)do
2

i) Un punto interseccion entre las cardioides de ecuaciones r, =1+sen® y r, =1-cos6 es

P(# 7—“).

"4

j) Unas coordenadas polares del punto Q(%,%) son Q(@,%")

Respuesta:a)V b) V c¢) F d)V e) Ff)V g) V h)F i) F j)V
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INTEGRALES DOBLES EN COORDENADAS
CARTESIANAS Y POLARES

Definiciones, propiedades y teoremas importantes

Teorema 5.1: Supongamos que || f(x, y)dA y [f g(x, y)dA existen sobre una region D del plano.
D D

ILFecy)+ gl y)dA= 17 £(x y)dA + 1T g(x, y)dA
|| cf (X, y)dA= cff f(x, y)dA para toda constante c.

Si f(x,y)<g(x,y) paratoda (x,y)e D entonces[[ f(x,y)dA <[f g(x,y)dA
D D

Si D=D, uD,, donde D, y D, se intersecan a lo sumo en un segmento, se tiene que
I f(x,y)dAzg f(x,y)dA+|£j f(x,y)dA.

[f[dA= A(D) (donde A(D)denota el drea de la regién D)

D

Sim< f(x,y)<M paratoda (x,y)e D entoncesm-A(D)<[[ f(x,y)dA<M - A(D)
D

Si 0< f(x,y) para toda (x, y)e D entonces J[ f(x,y)dA esigual al el volumen del sélido
D

limitado superiormente por la graficade z = f (x, y) e inferiormente por D.

Definicion 5.1: Una regiéon D del plano es del Tipo |:

Si D esta dada por a<x<b, g,(x)<y<g,(x),cong;y g, continuas en [a,b]

Definicion 5.2: Una region D del plano es del Tipo Il

D estd dada por c<y<d, h(x)<x<h,(X), con h; y h, continuas en [c,d]

Teorema 5.2: (Teorema de Fubini) Sea f una funcién real de dos variables x y y continua en una
region D del plano.
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Si D estad dada por a<x<b, g;(x)<y<g,(x), con g; y g, continuas en [a,b],
entonces

b g,(x)
ij f(x,y)dA=[ | f(x,y)dydx

a gi(x)

Si D estd dada por c<y<d, h(x)<x<h,(x), con h; y h, continuas en [c,d],
entonces

i y)a=T T f (x, y) dx dy

D c h(x)

Teorema 5.3: Sea D la regién del plano definida por todos los puntos (x,y)=(rcos@,rsenf) con

0<9,0)<r<g,0), a)<06<p,donde 0< - <2rn.Si g1y g, son continuas en [a,,B] y f es
continua en D, entonces

B 92(0)
I F(x, y)dA=T T f(rcose,rsen6)rdr do

D a 9,(0)

Definicidn 53: El jacobiano de la transformacién T dado por x=g(u,v) y y=h(u,v) es

OX OX
ox.y)_|ou ov|_oxoy oxdy
u,v) [y OY| ouév ovéu
ou ov

Teorema 5.4: Sea que T es una transformacién C' cuyo jacobiano es no nulo y que relaciona una

region S del plano uv con una regién D del plano xy. Si f es continua en D, y D y S son regiones
planas del tipo I o Il, y T es uno a uno, excepto quizas en el limite de S. Entonces

o(x,y)

du dv
o(u,v)

JINKVNA=gf&wNLme)

D
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Problemas resueltos

1. Halle [[5xydxdy y [[5xydydx donde R es la region rectangular de vértices: (—2,0), (1,0),
R R
(-2,1)y(1,1).

Solucion:

La regién R sobre la cual se integra corresponde a la
region sombreada mostrada en la figura.

En consecuencia, -
N

11 1 2 1 2!
[[5xy dxdy = 5] [ xydxdy=5[ X—y|1 dy = 5f 1, ydy:—E oo
R 0 -2 o| 2 72 oL 2 0

R

11 1 2 1 2
jj5xydydx=5jjxydydx=5f{y7x|l}dx:gj xdx:5i |1 25(1_4):_§
-20 -2 2

2. Dada la expresién
3

=1 f(x,y)dydx+] fs f(x,y)dydx
0 x

-1 x

=

dibuje la regién de integracion e invierta el orden de integracion.
Solucidn:

Para dibujar la regidn de integracion observe que de la primera integral se deduce que
—1<x<0 y x<y<x®
y de la segunda integral se tiene que

0<x<ly x¥<y<x
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La region de integracion corresponde a la y yox

.. . 5 y=X
regiéon sombreada mostrada en la figura. ?

Para plantear la integral | en el otro orden:

Observe que

n
A
[
r
=)
I
=
o~
3
[}

y=x}ox=3y 2 x

Si —1<y<0 entonces WSxSy -3

Si 0<y <1 entonces ySXSW

Por lo tanto,

=71 f(x, Y)dXdY+I { f(x, y)dxdy
,1\/*

3. Dibuje la region de integracion Ry plantee las integrales [[ f (x,y)dxdy y [[ f (x,y)dydx,si R
R R

es la regién del plano limitada por las curvas de ecuaciones y = \/;, y=0, y+x=1.

Solucion:

Para representar graficamente la region R y=1-x
es necesario hallar la interseccién de la

curva de ecuacidn y=+/X con la recta de
ecuacién X+Yy =1, para lo cual se debe &
resolver el sistema de ecuaciones

{yy l\/—X:>1 x=/x = 1-x)’ =

=1-2x+x2=x=x?-3x+1=0

Al resolver la ecuacidn cuadratica resulta,

X = =
2 2
y 3-+5 .
Observe que 0<x <1, la solucién es x, = > .Por lo tanto, las curvas se intersecan en el punto
3-45 45-1 .
de coordenadas P T T , como se observa en la figura.
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En consecuencia,

e

=1+

1,

I 0y ey = J jf(y,x)dxdy

e

3-

—_—

[[f(x y)dydx= f (x,y)dydx+

o

og_m‘

1-x
[ f(x,y)dydx
0

o

3—

N ‘

4. Calcule jj yInxdxdy donde D es la regidn del plano limitada por las curvas de ecuaciones Xy =1
D

,y=+x, x=2.

Solucion:

Para representar graficamente la regién D, observe que las curvas xy =1, y =J/x se intersecan en

el punto P(l,l), la regién de integracion corresponde a la zona sombreada que se observa en la
figura.

La integral planteada es igual a

2 x 12 In x =/x
yInxdxdy=[ [ ylnx dydx == (xlnx——jdx v
2 2 2 —
zi X Inx_x_+ln_x+l =§(2In2—1) 4 3 -2 2 3 4
2 2 4 X X ), 8 -1

-2 x=2

X

f(x,y)dydx+

e

O~—m\|—‘

5. Dada la integral | = f (%, y)dydx, grafique la region de integracion y

i

: . @

D | Pe—

plantee | en el orden dxdy.
Solucion:

De la primera integral se deduce que:

OSXS1 y —-1l<y<e”
e

y de la segunda integral se obtiene
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. ) 1
De estas desigualdades se deducen las curvas de ecuaciones: x=0, x==, y=-1, y=¢e*, x=1y
€
y=Inx.
Observe que la recta de ecuacidén y = -1 interseca a la curva de ecuacién y =Inxen el punto de
1 . . ., X
coordenadas | —,—1 |; y la recta de ecuacidén x=1 interseca a la curva de ecuacién y=e"en el

€
punto de coordenadas (1,e ).

Por otra parte, se tiene que: y x
4 y=e
y=Inx<x=e' y y=e*<x=Iny 3 o)
e
2 / y=In(x)
Al dibujar la regidn de integracidon se obtiene la Ny
regiéon sombreada mostrada en la figura /
0
5 4 3 2 1 1 2 3 4 5 6 x?
Luego, -
-2
3
_1
4] 1%

oY 11 e 1
=75 y)dxdy + ] [ FOcy)dxdy+ [ [ f(xy)dxdy
-10 00

1lny

6. Represente graficamente la regién de integracion e invierta el orden de integracién en la
1+41-y?

integral | :} jy f (x,y)dxdy.
0

2-y

Solucion:
Para dibujar la region de integracion observe que 0<y<l y 2-y<x<1+,4/1- y2 .

De estas desigualdades se deducen las ecuaciones: y=0, y=1, x=2—y y x=1+41-y?2.

Luego, se obtiene:
x=1+{1-y? = (x-1’ =1-y? = y? +(x-1)* =1

que es la ecuacién de una circunferencia de centro C(1,0) y radio 1.

Ademas,
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y=41-(x-1)" = y=41-x® +2x-1= y =+/— x? + 2x

Para determinar los puntos de interseccion de las curvas de ecuaciones X=2-Yy vy

X=2-Y

x=1+41- 2 , se debe resolver el sistema de ecuaciones .
y {x=1+d1—y2

Luego,

2-y=1+yl-y? = (1-y)P =1-y? =1-2y+y? =1-y? = 2y +2y* =0=2y(l-y)=0
=y=0 0 y=1

y=0=>x=2 y y=1=x=1

En consecuencia dichas curvas se intersecan
en los puntos (1,1) y (2,0). La regién de
integracion es la regién sombreada mostrada
en la figura.

Se tiene entonces que

ey

1+y/1-y2 2 A-x%+2x
[ FOGy)dxdy=] ] f(x,y)dydx
2—-y 1 -

2-X

o—r

7. Sea f una funcidn de dos variables definida por z= f (X, y) en la regién R, limitada por las

curvas de ecuaciones y=-1, y=1+ X2, x=-2, x=1, y=2, y2 =-1-x.

a) Represente graficamente la region R.
b) Plantee la integral ” f (x,y)dxdy.
R

Solucion:

a) Al dibujar las distintas curvas, cuyas ecuaciones se indican en el enunciado, se obtiene que la
regidon de integracion es la zona sombreada en la figura.

Los puntos de interseccion se obtienen al resolver los sistemas:

x=1 y=2
, =>y=2=>P(,2)

y=1ix , >X=-1=Q(-1,2)

y=1+X
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:—1 o ¥
J Sx=-2=U(-2,-1) 4
y =-1-x | yetone
R(-2,2) Qr: 1,2]: / P(1,2)
{ YT L yi1sT(2 dea 1/
yZ=-1-x yetx
& 5 4 3 7 1 2 3 4 E] R L)
U(-2,-1) w(1,-1)
101 2 —fy-1 2 1
b) “’ f(x,y)dxdy:.[ If(x,y)dxdy +j jf(x,y)dxdy +j J.f(x,y)dxdy
R -1 —yz—]_ 1 -2 1 y-1
8. Dada la expresién
—2 ya(x+2) 2+4/4-x? 4 |J4-(x=2)
I = [ f(x y)dydx+j j f(x y)dydx+j | f(xy)dydx
4 a(xs2f 224~ 2 a-(e-2p

a) Dibuje la regidén de integracion /.
b) Plantee / en el orden dxdy.

Solucion:

a) De la primera integral se deduce que:

—4<Xx<-2 y —J4-(x+2)* <y<4-(x+2)

De estas desigualdades se deducen las ecuaciones: x=-4, x=-2, y=—/4-(x+2) vy
y=+/4-(x+2)".
—JA-(x+2f =y=>y?+(x+2)° =4 y {Ja4-(x+2)? =y=>y?+(x+2)° =

Es decir, en la primera integral se integra sobre el semicirculo izquierdo de centro (— 2, 0) y radio
2.

De la segunda integral se obtiene

—2<x<2 y -2-V4-x* <y<2+44-x°

De estas desigualdades se deducen las ecuaciones: x=-2, x=2, y=-2- 4-x? y

y=2+4-x%.
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—2-4-x> =y=>(y+2P+x* =4 y 24V4-XP=y=>(y-2f+x2=4

Es decir, la regidon de integracion de la segunda integral corresponde a la limitada por el
semicirculo inferior de centro (0,-2) y radio 2, y por el semicirculo superior de centro (0,2) y

radio 2 y las rectas de ecuaciones x=-2y x=2.

De la tercera integral, se tiene que:
2<x<4 y —y4-(x=2) <y<yl4—(x-2)

De estas desigualdades se deducen las ecuaciones: x=2, x=4, y=- 4—(x—2)2 y

y=4/4-(x-2).

A 2P —y =y k2P =4y fam(-2f —y =yt +(x-2F -4

Es decir, la region de integracion corresponde al semicirculo derecho de centro (2 , O) y radio 2.

T y=2+\4-x2

Finalmente, la regién de
integracion es la unién de las 3
regiones antes descritas y que
corresponde la region y=V4-(x*+2)
sombreada en la figura.

y=\4-(x-2)*

y=-\/4-(x+2) y=-\/4-(x-2)

y:-Z-W
b) Al plantear | en coordenadas cartesianas, se obtiene:
—2 +Ja-(y+2) 4 \J4-(y-2) 2 2+W
=] [ f(xy)dxdy+ | | f(xy)dxdy+ | [ f(x y)dxdy
4 \a-(y+2) 2 —Ja(y-2) "2 2 \4-y?

9. Calcule x2e’ dy dx

o t—
N | X Cm—y N |

Solucion:
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.7 2 . 7 . .
La funcion f(y)=e’ no es integrable en términos de funciones elementales, no obstante, la
integral puede ser resuelta si se invierte el orden de integracién.

De la integral dada se tiene que

0<x<ly —<y<

N |-
L
n
LN P

N | <

De manera que la region de integracion es la
sombreada en la figura.

Luego,

[N

Sea z:y2 entonces dz=2ydy; y=0=1z=0vy yzézz:—

SN

Entonces,

Ct— |

1 1 1 1 1
I=§ zeZE:i[zez—ez]gzﬂ le4 —e* +1 _4 —§e4+1 =£—e4
3 2 3 3| 4 3| 4 3

o 1y
10. Dada laintegral | [ f (X, y)dxdy.
1y

V2
a) Grafique la region de integracion.
b) Plantee la integral en el orden dydx.
c) Plantee la integral en coordenadas polares.

Solucion:

a) De laintegral se deduce que:

—isyso y —y<x<41-y?

2
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. . . . 1
Y a partir de estas inecuaciones se deducen las curvas de ecuaciones y=———, y=0, x=-y vy
2

%

X=4/1-Yy

Para determinar la region de integracion es importante determinar los puntos de interseccion de

la recta de ecuacién x =—y con la semicircunferencia de ecuacién x =/1—y? .

—y=l-yi=yi=1-y? =2y’ =1l y=+

S

En consecuencia, se intersecan en los puntos
(_L LJ y( S _LJ
2'V2) 2 2)

Al dibujar las curvas, tomando en cuenta que

1 .,
——<y<0, resulta la regién sombreada en la

V2
figura.

wl =
=
=

b) Al plantear la integral en coordenadas cartesianas, se obtiene:

1

0 1-y? J2 0 1 0

[ [ fxy)dxdy= [ [ f(x,y)dydx+ [ [ f(x y)dydx
T 0 —x -

V2 V2

c) La ecuacién x% + y2 =1 se transforma en coordenadas polares en r2=1.

Por otra parte, observe que

B PN S .2
4 4

tan o =

[t

2

En consecuencia la region sobre la cual se integra puede ser descrita en coordenadas polares
como

Al plantear la integral se obtiene
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\1-y? 21 1

f(x,y)dxdy= [ [r f(rcos0,rsen6)drdo
T 0
4

_ -y I

0
I

1
V2

11. Dada la expresion

1 —1-y 3 0
I=I '[ xdxdy+J. I X dx dy
0 _Jo—y? 1 _fo—y?

a) Represente graficamente la regién de integracion.
b) Calcule la integral utilizando coordenadas polares.

Solucion:

a) De la primera integral se deduce que:
0<y<l y —WSXS—W

Y de la segunda integral se deduce que
1<y<3 y —49-y

De estas inecuaciones se obtienen las JY
ecuaciones

x2+y2=1 y x?+y%=9

que en coordenadas polares se expresan como
r=1 vy r=3

. T
Se observa ademas que 5 <0<m.

La regidn de integracion se representa
sombreada en la figura anexa.

n 3 T h
b) I =£‘[ r2 cosedrdezél [ﬁ]fcosedez :2—361' cosedezz—;[sene]% :—2_;
2 2 3
2n e?
12.Sea I = [ [ rinrdrd6.
T €
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a) Resuelva la integral
b) Dibuje la regidn de integracion.
c) Plantee la integral en coordenadas cartesianas.

Solucion:
2 e2 od 2 2% o a4 2 4 2 2

a) 1= ] rinrdrdo= f|INT_I_ 1 go Jjedne” e _eine el
T e T . - 4 2 4

[ o -2 o)

4 4
b) Observe que
Dz{(r,e)/ e<r<e’ vy nSOSZn}

Como
e<r<e?’= e?<r?<e*=e?<x?+y’<e'y n<0<2n

D es la parte inferior del anillo limitado por las circunferencias de centro (0,0) y radios e y €’
respectivamente, es decir

D:{(x,y)eRZ/ e? <x® +y®<e’, ySO}

c) Al plantear la integral en coordenadas cartesianas, se obtiene:

N
~
N

-e 0 e —\Je2_x2 e? 0
I=] [ Inyx®>+y?dydx+ | [ Inyx®>+y>dydx+ [ [ Inyx®+y?dydx
-e e _ XZ

—Ve—x € _et-x? et
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13. Calcule ” (X2 + yz)dxdy, donde D es la regidn del plano limitada por la circunferencia de
D

ecuacion x® +y? =2ax, a>0.

Solucidn:

Observe que:
x2+y?=2ax=>x2+y?-2ax=0=(x-a)’ +y? =a’
Luego, D es la regidn del plano dada por

Dz{(x,y)e R2/ (x—a) +y? saz}

2 L . , .
Dado que (x— a) + y2 —a? es la ecuacion de una circunferencia, la integral planteada puede ser
resuelta mas facilmente en coordenadas polares.

x® +y? =2ax=r? =2arcosf

Luego, y

0<r <2acos0 —%SGS

(v-a)+y=a’

NS

r=2acost

o también

0<0<m siconsiderareR.

Es decir, la regién D es descrita en coordenadas
polares como

D={r,0)/ 0<r<2acos® y 0<6<mn}

Por lo tanto,

2acos

2
0 ! acos T n( 1+ OS2
] (x2+y2)dxdy= rzrdrdezig[r“]é 9d6=4a4£cos49d6=4a4(})(+79j do

D

o3

CO!
]
0

T x 3
=a* j(1+2c0526+cos2 2e)de =a* j(1+ 2(;0329_._de9 :Ena4
0 0
3n
"4 2acscO 5
14. Dada laintegral 1=] [ r®sen?0drdd con a>0, dibuje la regién de integracion y plantee
T asen®

2
la integral en coordenadas cartesianas.
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Solucion:
De la integral se deduce que

3n

ggegj y asenb<r<2acsc6

Y de las desigualdades se cumple que:

2
r=asenfd=r2=arsen®0=x*+y?=ay = x* + y? —ay=0:>x2+(y—%j =

r=2acsc@:r=i:>rsen9=2a:> y=2a
senod

T 3n
0=—=x=0 0=—=Xx=-
> y 4 y

y
Al dibujar las curvas de ecuaciones \ o)

a)’ a2 a
2 =X
X“+|y—-—=| =—, y=2a, Y
(v 2) Ly

X=0y X=-y aa
Y las desigualdades correspondientes se

a ll"
e T
x50

obtiene la regidn sombreada en la figura
anexa.

La interseccion de la circunferencia con la recta
de ecuacion x=-Y viene dada por:

) a)’ a? 2 "
(-y)* + y_E :T:>2y —ay=0=>y=0 6 y=

N | o

P a a
Por lo tanto los puntos de interseccién son (0,0) y (_E'Ej .
Ademas, el integrando puede ser expresado como

r3sen?0=r-r?sen’0
Como r?sen?0 =y?

Se obtiene que
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a

"2 2a 0 2a
= [ y*dydx+ | [ y’dydx

—2a -x a . (2

15. Sea R el conjunto de los puntos del plano, de coordenadas (x,y), que satisfacen las

desigualdades siguientes: y<X, y>—-Xy x2 + y2 < 2X. Plantee la integral que da el area de la
regién R.

Solucion:
En este caso, se dibujan primero las curvas de ecuaciones: y =X, y=-Xy x° +y® =2x.

Observe que
x2+y?<2xe x?-2x+y? <0 o (x-1) +y*<1

Luego, los puntos del plano que satisfacen la 4y
desigualdad x?+y? <2x pertenecen a la Y 3 i
circunferencia y al interior de la circunferencia.
' (x-1J+y=1
Por otra parte, las coordenadas del punto
(2,0) satisfacen las desigualdades Yy <X, e R (I

y>—X.

En consecuencia, la regidn R es la sombreada
en la figura anexa.

Ambas rectas intersecan a la circunferencia en dos puntos, cuyas coordenadas se deben
determinar.

Interseccion de la circunferencia con la recta de ecuacidn y = X
2 2 2
X2 +x%=2x=2x* -2x=0=2x(x-1)=0=x=0 0 x=1
Puntos de corte: P, (0,0) y P, (1,1).

Por simetria los puntos de interseccién de la circunferencia con la recta de ecuacién y =—x son:
P.(0,0) y P, (1,-1).

Por otra parte, observe que
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En consecuencia, el drea A de R viene dada por:

2 V2x-x2 1 x 2 J2x-x?
A=[ [ dydx+| [ dydx=2f [dydx+2] [dydx
0 —x 1 _Jox_x? 00 1 0

Nota: El problema también se puede resolver en coordenadas polares.

16. Sea R la region del plano definida por R = {(x, y)e R? :| x|+| y | Sl}. Plantee la integral que
da el drea de la regidn Ry halle su valor.

Solucion:

Para representar en el plano el conjunto de puntos que satisfacen | X | +| y | <1.
Se deben considerar los siguientes casos:

i)Si x>0 y y=>0 seobtiene: x+y<1
ii)Si x>0 y y <0 seobtiene: x—-y<1
iii) Si x<0y y>0 se obtiene: —x+y<1
iv)Si Xx<0y y<0 seobtiene: —x—y<1.

Al representar la unién de las regiones
indicadas en i), ii) iii) y iv) se obtiene la region x+y=1

sombreada en la figura, que a su vez es 4 Xy
veces el area de uno de los tridngulos
obtenidos en cada uno de los 4 casos.
En consecuencia,

1 1-x 1 X2 ! 1

A=4[ [ dydx=4[ 1-xdx=4 x——| =4-==2

00 0 2 0 2

17. Sea R la regién del plano acotada por las gréficas de x2 + y2 =1, X =| yi, y=1+x.

a) Grafique la region R

b) Plantee una integral doble para obtener el area de la regidén R, considerando los ordenes de
integracion dxdy y dydkx.

Solucion:

a) La regidon R se muestra sombreada en la figura siguiente:
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4y

b) Los puntos de interseccién de la circunferencia con la recta de ecuaciéon y=x+1 son (—1,0) y

(0,1).
Para obtener los puntos de interseccién de la circunferencia con la recta de ecuacién y = x se

, x2+y?=1
resuelve el sistema , y>0.

y=xX

Al sustituir en la primera ecuacion el valor de y dado en la segunda ecuacidn resulta

Los puntos de interseccidon son (—,—J y [——,——J, pero como Yy >0se considera

N
N

1 1
V2’2
Por simetria se obtiene que la circunferencia interseca a la recta de ecuaciéon x=-Yy en los puntos

B =

Luego, el drea se expresa como:
1

0 1+x ﬁ V1-x2
A= jl | dydx+2 i j dydx
-1 _1-x2 X

O también
1

Vo y?

Azj). dxdy+J1'])'dxdy+2 j j dxdy+j)'
a0

0
4y 0y-1 1

2

dxdy

O'-—a.é
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18. Calcule el drea de la region R limitada por la curva de ecuacién y=+/—4— X, el eje x y la recta

tangente a dicha curva en el punto en el cual x =-8, utilizando
a) Una integral simple b) Una integral doble.

Solucidn:

Sea f la funcién definida por f(x)= J-4-x.

Si x=-8 entonces Yy =J4=2, luego el punto es P(-8,2).
La pendiente de la recta tangenteen Pes f'(-8).

et sg L
f(X)=v—d—x= f'(x)= 2@3”8) ;

La ecuacioén de la recta tangente en el punto P(-8,2) es
1 1
—-2=——(x+8) ¢ =—=X
y Jx+8) o y=—7

La gréfica de la regidn R se muestra a

continuacion.
P(-8,2)

Por otra parte,

1
=——X=>X=—4
y 1 y

y=v-4-x=>x=—4-y?

Por lo tanto,

2 8
a) A(R):g(—4y+4+ yz)dyzE

- 372
?yzdxdy:T[—4y+4+y2]dy={—2y2+4y+y?} =-8+8+—=
0

2
b) A(R) =1
—4-y 0

w | oo
w | oo

. . . 8
En consecuencia, el area A de la regidon R es § unidades cuadradas.
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2 x+b
19. El drea A de una cierta region D del plano viene dada por:A:f f dydx; y su valor es %
-1 x?

unidades cuadradas.

a) Halle el valor de la constante b.

b) Grafique la region D.

c¢) Plantee la integral en el orden dxdy.

Solucion:

a) Para hallar el valor de la constante b, se debe primero resolver la integral,

2 x+b 2 2 37°
A=[ [dydx=] [x+b—x2]dx: X=X oy 8Ll 1 3.4
L 4 2 3], 3 2 3 2

Dado que A:% se tiene que

—§+3b=g:>3b=6:>b:2
2 2

b) Al sustituir el valor de b en la ecuacién "
y=X+b se obtiene que la regidn D de

integracion es la regién del plano limitada por
la recta de ecuacién y=x+ 2 y la parabola de / y=xt

ecuacién y = x? gue se observa en la figura.

¢) Para plantear la integral que da el drea se
determinar buscar los puntos de interseccion
de las curvas, es decir, se debe resolver el

2
sistemad 7% . 4
y=X+2

Xx+2=x"=x*-x-2=0=(x+1)x-2)=0=>x=-1 6 x=2
x=-1l=y=1y x=2=y=4
La parabola y la recta se intersecan en los puntos P, (-1,1) P, (2, 4).

El area de la regidén R viene dada por
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14y 4y
A=[ [dxdy+ | [ dxdy
0 -y 1y-2

\a-y?

20. Dada la integral | =} [ dxdy
0 Ja—(y-2)
a) Dibuje la regién D de integracién.
b) Plantee la integral en el orden dydx.
c) Plantee la integral en coordenadas polares.
d) Determine el drea de D.
e) Considere la region D como una ldmina y determine la masa de la ldmina D si la densidad

superficial en cada punto (x,y)e D es 8(x,y)=+x? +y?.

Solucion:

a) De la integral se obtiene que:

0<y<l y 4-(y-2)* <x<y4-y°

Para dibujar la region D de integracion observe que:
X=44-y? > x?=4-y? = x?+y* =4

4-(y=2f =x=4-(y-2f =x*=>x*+(y-2)° =4

Es decir, la x toma valores entre la rama derecha de la semicircunferencia de centro (0 , 2), y radio
2y la rama derecha de la semicircunferencia de centro (0,0), y radio 2.

Para plantear la integral que da el adrea se deben buscar los puntos de interseccion de las
. . . . x? +y? =4
semicircunferencias, es decir, se debe resolver el sistema ) )
x2+(y—-2) =4
4-y?=4—(y-2) >4-4y=0=y=0 6 y=1
Luego,
y=1= x?=3=x= i\/§ , ¥ los puntos de interseccién son (— \/§,1) y (\/5,1).

Como 0<y<1 laregidn sobre la cual se integra es la region sombreada en la figura.
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W o Esh
x=\A-(y-272 A\ x=\4-y*
: 0 : 5
5 4 3 2 1 4] 1 2 3 4 5 6

b) La integral en el orden dydx es:

_Jax? 2 4-x?
O eyEdydx o+ [ [ X2+ y? dydx
0 0

V3

Il
o—%&

c) Para plantear la integral en coordenadas polares, se tiene que describir la regién D en
coordenadas polares, luego:

X2+y?l=d4=r?=4=r=2

x2 +(y—2) =4=r?cos® 0+ r’sen® — 4rsend + 4 =4 = r(r — 4sen6)=0
=r=0 0 r=4send
Por otra parte,
4sene=2:>sene=%:>e=£

6
La regidn D sobre la cual se integra puede ser descrita en coordenadas polares como:

D:{(r,e)/ 4senf<r<2 y oses%}

Por lo tanto,
§ 2
I=] [r-rdrdo
0 4send
6 2 16 ) 6 sen20 |6
d) A(D)=] [ rdrdo==>](a—16sen0)do=2] (1—2(1—cos20)) do = 2 —0+2 -
0 4send 20 0 0

——%+\/_= 3\/5_7[.

B 3
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T
unidades cuadradas.

. , ., 3V3 -
En consecuencia, el drea de la regidon D es

e) La masa de la ldamina D viene dada por HS(X, y)dA, es decir que

D
1 y4-y? % z
M(MD)=] [ Jx*+y’dxdy=] jr drde_l?
0 Ja(y2f 0 4send 30
%T (1 8sen20sen0)do = %T f1—8sen( - cos? ))do =
0 0

T

(1 8seno + 8sen & cos G)de = %[6 +8c0s0 - %cos?’ 9} °

8%
3£ 0
g[ +4\/§—\/§—8+%} +8y3 128

8 — 64sen>0 )do
( )

21. Sea R la regidn definida por R= {(x, y)e RZ/x?+y?—4x<0 y x*+y?> 4}.

a) Dibuje la regién R.
b) Exprese [[ f(X, y)dA en el orden dxdy.
R

c) Exprese || f(x, y)dA en el orden dydx.
R

d) Exprese |[[ f(X, y)dA en coordenadas polares.
R

Solucién:

a) Observe que

x2+y? —4x<0s(x-2)* +y?<4 :

xX*+y?=4
Luego la regidn R es la regidn del plano que es :
interior a la circunferencia de ecuacidn )

2 . 5 4 3 2 T3
(x—=2)+y?=4 y es exterior a la ‘
circunferencia de ecuacién x? + y2 =4, que se )

muestra sombreada en la figura.

Vol

(x-2)+y*=4
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b) Para establecer los limites de integracién hay que determinar los puntos de interseccion de las

2 _ 42
dos circunferencias, para ello se debe resolver el sistema de ecuaciones { y2 _44 X )"
Yy =4x—X
4-x?=4x-x’=>4=4x=>x=1
x=1=y?=3=y=-+3 6 y=43
Las circunferencias se intersecan en los puntos (1,—\/5) y (1,\/5).
Luego,
_J3 2+/4-y? J3 2444y 2 24y4-y?
Jf(x,y)dA= | [ f(x,y)dxdy+ ] | f(x,y)dxdy+ [ [ f(x,y)dxdy
R -2 5 /A_yz -3 4—y? NP 4-y?
2 —a-x? 2 {4-(x-2)2 4 \Ja-(x-2)?
o Jf(x,y)dA=] | f(x,y)dydx+7 [ f(x,y)dydx+ ]| | f(x,y)dy dx
R 1 [a-(x-2)2 T Jax? 2 _Ja(x-2?

d) Las ecuaciones de las circunferencias en coordenadas polares vienen dadas por
2 2 2 2 2 2
X“+y =4=r°=4=r=2 y X +y° =4x=r"=4rcosO=r=4co0s6

Por otra parte,

4c0s0=2=>c0s0=~—0=" ¢ g=_"
2 3 3
Luego,
g 4c0s0
[[f(x,y)dA= ] [rf(rcoso,rsen6)drdo
R T 2

w

22. Determine el jacobiano de la transformacién: x=¢e" sen 2t, y=e"" cos 2t

Solucidn:
x ox
oY) _for a =%Q—gg=(e'sen2tX—2e‘r cost sent)— (2e"sent cost)— e " cos? )
ar,t) |9y 9| orat otor
or ot
=—2sen *tcost + 2sentcos® t = 2sent cost(cos2 t— senzt)z sen (2t) cos(2t) = % sen (4t)

23. Encuentre la imagen del conjunto S definido por S:{(U,V)IOSUSZ, Osvsl} bajo Ila
transformacion x=2u+v, y=u—V. Dibuje el conjunto Sy su imagen.
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Solucion:

Observe que S es un rectdngulo, determinemos la imagen de cada lado:

a)Sean 0<u<2 y v=0

Al sustituir v=0 en las ecuaciones de transformacién resulta: x=2u y y=u, de donde y =§,
con 0<x<4.

b)Sean 0<u<2 y v=1

Al sustituir v=1 en las ecuaciones de transformacién resulta: x=2u+1y y=u-1, de donde

y=X2 ,con 1<x<5.

c)Sean 0<v<ly u=0

Al sustituir u =0 en las ecuaciones de transformacion resulta: x=v y y=-v, de donde y=-X,
con 0<x<1.

d)Sean 0<v<ly u=2

Al sustituir u =2 en las ecuaciones de transformacion resulta: x=4+v y y=2-Vv, de donde
y=6-Xx,con 4<x<5.

Las imagenes de ambos conjuntos se muestran a continuacién.

Conjunto S Imagen del conjunto S

" ¥

24. Sea R el paralelogramo de vértices (0,0), (1,-1), (5,1) y (4,2), use la transformacién

X = ZV;U yy=" ;LV para calcular la integral [[(x+y)dA.
R
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Solucion:

Sea S la imagen de R mediante la transformacién dada, se tiene que

a(x,y)
o(u,v)

I fxy)dA=]1 f(x(u,v), y(u,v)) du dv
S

R

i) Calculemos el jacobiano de la transformacion

ox OXx
oxy) _|au av _ﬁﬂ_%ﬂ_(_lj[ij_[ij(zj__i_z__l
ouv) |9 9| auev aveu ( 3)\3) (3\3) 9 9 3
ou ov

ii) Hallemos la imagen S de R mediante la transformacién dada:

a) El segmento que une los puntos (0,0) y (1,—1) estdn sobre la recta de ecuacién y=-x, la cual
se transforma en larecta v=0.

X
b) El segmento que une los puntos (0,0) y (4,2) estan sobre la recta de ecuacion y :E , la cual

se transforma en larecta u=0.

c) El segmento que une los puntos (4,2) y (5,1) estan sobre la recta de ecuacién y=6-Xx, la
cual se transforma en la recta v=6.

X 3
d) El segmento que une los puntos (5,1) y (1,—1) estan sobre la recta de ecuacién y :E_E' la

cual se transforma en la recta u =-3.

La imagen S de la regidn R es el rectangulo

iii)jRj f(x,y)dA:ij f(x(u,v), y(u,v))

(%, y) ‘du dv= ? ? (Zv—u +Mj(ljdvdu
o(u,v) 230 3 3 3
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=%(f) E vdvdu =% i{%}:du =%‘36?3du =6[ul’, =18
25. Evalte la integral H(x2 + yz)dA mediante un cambio de variable apropiado si R es el cuadrado
de vértices (2,0), (O,RZ), (—2,0) v (O,—2).
Solucién:
Los puntos (2,0), (0,2) quedan sobre la recta de ecuacién x+y =2, épor qué?
Los puntos (— 2, 0) y (0,2) qguedan sobre la recta de ecuacion y — x=2, épor qué?
Los puntos (— 2,0) y (0,— 2) quedan sobre la recta de ecuacién X+ y=-2, épor qué?
Los puntos (0,— 2) y (2,0) quedan sobre la recta de ecuacion x—y =2, épor qué?

Si hacemos el cambio de variable x+ y=u y y—X=V, despejando xyy entérminosdeuyvse

. u-v u+v
obtiene XzT y y=——-

2

’

La recta de ecuacion X+ y =2 se transformaen u=2
La recta de ecuacidon y — x=2 se transformaen v=2
La recta de ecuacién X+ y =-2 se transformaen u=-2

La recta de ecuaciéon X —y =2 se transformaen v=-2

La imagen de la regidn R, bajo la transformacion dada es el cuadrado S de vértices (2 , 2), (— 2, 2),

(-2,-2)y (2,-2).

ox Ox
ox.y) _|au av|_0oxdy oxoy _ (1)(1}[_1)(1)_1 1.1
Porotra parte ou,v) | | auov aveu (2N2 2\2)" 2742
ou ov
Por lo tanto,
o(x,y) 2 v (u+v) 1
ﬂ f(x,y)dA= jj f(x(u,v), y(u,v)) B.Y) dudv—Jz fz (( > j +( > j J(Zjdvdu

— N

2
=lj j(Zu2 +2v2)dvdu _1
852 % 4

2 =2

2
2 2 8 2
j(u2+v2)dvdu=lj TRV duzij(4u2+gjdu:
45 3 >, 4 3

2
=3Fu3'+%u}2 :%[(8+8)+(8+8)]:%
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Problemas propuestos

En los problemas del 1 al 4 evalte la integral planteada.

2 Jx 2 2y _
1. [ | x?ydydx 2. | (4)( yjdxdy
1 1-x 0 y2 2
y-4
e X 4 2
3. [ [ 2Inxdydx 4.7 [ dxdy
10 0 —\/4-y
63 18 e2+1 4
Respuestas: 1) —  2) —  3) ) —
40 5 2 3

8 2 1 12
5[ | dydx 6. j4cos( )dxdy
03y 1+y 02y

In17
Respuestas: 5) T 6) sen4

En los problemas del 7 al 12 dibuje la region de integracién y escriba la integral equivalente en el
orden de integracién invertido.

1 -

X

J If(x y)dy dx 8. 1=] [ f(x,y)dyd
X 10
2
et 2y 4 \ay
9. =7 1(x,y)dydx 10. I_j [ g(x,y)dxdy+ [ [ g(x,y)dxdy
ot 0oy 2 -Jiy
% -y l\N 2\/ﬂ
11. 1=7 [ f(xy)dxdy =[ [ f(x,y)dxdy+ [ [ f(x,y)dxdy
0 _Jy 00 10
2
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Respuestas:

7) y
(0,1)
y=1-;
1
22y 12-2y
v} [EEEESEEESR () L= ] fOy)axdy+ [0 (xy)oxdy
00 3
v
8) ¥y
: y=in|x
1 e
| il =1 11 (x,y)axay
1 o ¥ RE 4y 0 ey
9) y5
4 y—ex
2 5 e 1
3 L= | f(x,y)dxdy
1iny
1 y=1
0
5 3 o T2 T3 Ta s
-
n x=1
,3‘
4
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10) Tv
aly=4-x
y=x*
(-V2,0)
o = T gty aye
= g(X,y)dyax
2 &2
4 3 2 1 0 1 3 4 5 Ex
A
-3
11) v
10.5) —
0 -x
I=] [ f(xy)dydx
I
2
1 X
(-3:0)
Y=-X
12) KiP
4
3 x=\ly
1 2-x?
I=[ [ f(x,y)dydx
1 0 «x?
0
4 3 2 1 0 2 3 4 5 [i] TX
-1
2 x:\/ﬁ
-3

En los problemas del 13 al 18 dibuje la regién de integracidn, plantee y calcule como una integral
iterada.

13. | =[[(x+y) dA donde R es la regién limitada por el trapecio de vértices A(-1,1), B(2,-1),
R

C(-1,4)y D(2,4).
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14. Halle | =[[xy dA donde R es la region limitada por el trapecio de vértices A(—l,l), B(l,O ),
R
C(-1,-1)y D(1,-1).

15. | = [[xdA donde D es la regidn triangular de vértices A(2,3), B (7 , 2) yC (4,5).
D

16. | = Xy2 dA donde D es la regidn triangular de vértices A(0,0), B(3,1) yC (— 2,1).
D

17. | = [f dA donde D es la regién triangular de vértices A(0,0), B(2,1) y C(0,3).
D

18. I =] dA donde D es la regiéon del plano cuyos puntos satisfacen las desigualdades
D

x?+y?+6x+5<0, x—y+3>0y x+y+3<0

Respuestas:
5]
2 4
I= [ (x+y)dydx=31
-1 1-2x
3
3 4 5 B
_2.
-3]
14) 4y
3
x+2y=1 2 1-x
A 12
1 =] | xydydx=—-=
\ B -1 -1
0
5 5 4 3 2 K Jo JING2 3 4 5 6
-1 X
D c
2
3
-4
5
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15)

4 1+x 7 9-x
=] [ xdydx+] [ xdydx=26
2 17x 417
5 5
16)
0 1 31
I=[ [xy?dydx+] [ xyzdydx:l
22 x 0x 2
5 4 a3 2 A 2 3 4 s 6 2 3
1.
x=3y 2
-3 -x-2y=0
17) y
(0.3)
y=3-x
2 3-x
=] [ dydx=A(D)=3
0 X
(01) F===-==----- (2.1) 2
v
18) /
x-y=-3
(x+3)+y?=4
-3 x+3 —3+42 -3-x
l= | dydx+ | | dy dx

X+y=-3

-3-\2 —J4-(x+3Y

=AD)=n

-3 —\/4—(x+3)2
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En los problemas del 19 al 23 dibuje la regién de integracion, plantee la integral en coordenadas
polares y determine su valor.

0 rl-x? 2 z2_x2 1 41-x2
19. 1= |  xydydx+] [  xydydx 2. 1= | (X2+y2)dydx
-7 _ 2,2 0 _J242 -11-x2
2 0 0 v-4x—x?
21. 1=] | xy®dxdy 22. | =I J dy dx
0 |1-(y-1? e P

23. / es laintegral:

3 msen(w/xz + sz L sen( x? + yZJ 0 msen(\/xz + yz)
[ ] ————Fdydx+ | | dydx+ [ [ —————Fdydx
o0 x% +y? [z, x% +y? T 0 x? +y?
3y~ 3
Respuestas:
19) Ty
4
xyr=m 2nn
| = jj(r senecose)rdrde 0
00

20) y

r2.rdrdd=

Il
oy
(ST =N
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21) v

{x+2pryi=a

n 2sen6 4 9 4
x=-[1-(y-1F I=[ [ r*cos@sen“drdd=——
o0 5
2
5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 Gx
-1
-2
-3
-4
22) ¥
y=-x
n 4send 31
4 —4cos@
H I=I Irdrd6+ | [ rdrdé=2n-4
x*+{y-2F=4
7z 0
2

3 0

4

23)

senr dr do =37n

Il
o —3a
w3y —23

En los problemas del 24 al 29 dibuje la
cartesianas y determine su valor.

32 2 %4sen9
24. 1 =[ [r*cos@dfdr 25.1=] | rdrd@
T 2
10 5
3n T
"4 4send 44 )
26. |=| [rdrdo 27. 1 = [r°senfdrd6
T 0 02
4

region de integracion, plantee la integral en coordenadas
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4

EBSece "3 -5secH
28. 1= [rdrde 29. =] [ 12r%sen®0drdo

0 0 3n 0

4
Respuestas:
24) o ¥
r=3
1+/9-x2 34/9-x2
= I=[ [x dydx +] JX xdydx:ﬁ
3 M 0 1-x2 10

25)
3 2442 2 2+4-x2
=] | dydx+ | | dydx=—+
I P 0 Va-x2 3 2 y4-x2
26) Y
r=sin(8)
0=aT" °=I
2y 4 ay-y?
=[] dxdy+] | dxdy =27+4
0-y 2_ '4y—y2
5 4 3 1 1 2 3 4 5 Gx\
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27)
2 X 242 x
=] [ ydydx+ [ [ ydydx
5 £ o NN 20
4 16-x? 28
+ | | ydydx=—(2—\/5)
22 0 3
28 Ty
3 /1
2 0=§
3x 9
1 r=3sech IZ.” ddeZ—
g 00 2
4 3 =2 1 o 1 2 3 4 5 6 7
]
-2
&
29) \ Ty
3m
9=T 4
r=-5sech 0 —-x ,
L _ i l=[ | 12y dydx=625(3J§+1)
-8 -6 2 4 6 8 x 5 \/EX
4
a7
II:;
A

, x=1,y=2,

30. Sea R la regidn del plano acotada por las gréficas de x++/4—y? =0, X :| y-1
y=-2.

a) Grafique la region R.
b) Plantee dos integrales dobles en coordenadas cartesianas que den el drea de la region R.

c) Determine el drea de la regién R.
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Respuesta:

b x=y-1 0 V4-x? 11-x 12
y=2 b) A= | dydx+[ [ dydx+] [ dydx
-2 '4—x2 0 -2 0 x+1
0 1 1 1y 2y
A= ) dxdy+] | dxdy+[ [  dxdy
: N ¢ < -2 _ 4-y? 0_ 4-y2 1. 4-y?
x=1-y

c) A =3+ 27 unidades cuadradas

x=1

31. Sea R la regién del plano cuyos puntos satisfacen las desigualdades x% + y2 <9, y<x+3y

y<—X.

a) Grafique la regién R.

b) Plantee dos integrales dobles en coordenadas cartesianas que den el drea de la regién R.

c) Determine el drea de la regién R.

Respuesta:

3 3
2 3 V2
b) A= jz Xf dydx + jz | dydx
-3 _ 9-x2 3. 9-x2
2
_3 5 3
V2 A9y 0 2 -
A= | | dxdy + | | dxdy+% Jy dxdy
-3 _Jo-y? 3 9-y? 0 3-y
V2

¢ A= %(311: + 2) unidades cuadradas

32. Sea R la regién del plano cuyos puntos satisfacen las desigualdades xy<4, y<xvy 27y > 4x2.

a) Grafique la region R.

b) Plantee dos integrales dobles en coordenadas cartesianas que den el area de la region R.

c) Determine el area de la regién R.
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Respuesta:

xy=4

27y=4x*?

b) A=

A=

2

]

I
X =X
N

o
N
N
\l\"
<

O —w| b
<b~b‘

4

,
dydx+ [ }(dydx
2 4x?

dxdy +

27

dxdy

WA=
< —<|n

c) A= E +4 |n[§j unidades cuadradas
3 2

33. Sea f(x,y)=x%+y. Considere el rectangulo
Q={x,y)eR2/0<x<2 y 0<y<2|. Subdividalo
en 16 subrectdngulos como se indica en la figura.

Considere el punto muestra (x,* Y ) como el centro

de cada rectdngulo.

a) Aproxime ][ f (x,y)dA por medio de una suma de Riemann.
Q

b) Calcule j f (x,y)dA y compare el resultado con el obtenido en a).
Q

c) ¢Qué ocurre con la aproximacion de Jf f (x, y) dA se tienen 32 subrectdngulos?
Q

3
Respuesta: a) T b) ? c) Se acercara mas al valor exacto —

34. Calcule el area de la regién limitada por las curvas de ecuaciones x:9y2 -1, x:y2 +1

utilizando

a) Una integral simple

4
R taza) A=—
espuesta: a 3

b) /\::fi
3

b) Una integral doble

35. Sea R la regién rectangular de vértices: (—2,0), (1,0),(—2,1) v (1,1), suponga que la
densidad en cada punto (x,y)e Res 8(x,y)=y. Halle lamasa de R.

Respuesta: M = —
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36. Se considera una lamina triangular de vértices los puntos A(0,0), B(O,l) y C(2,1), si la

2
funcién densidad de masa de lamina esta definida por 5(X, y)= e’ , halle su masa.
Respuesta: m=¢e—1

37. Se considera una ldmina F limitada por las curvas de ecuaciones y=x?y x=y?, si la funcién
densidad de masa de [dmina esta definida por 6(x, y):3y , halle su masa.

Respuesta: M =——

20

38. Se considera una ldmina F limitada por las curvas de ecuaciones x=2+Yy y x=Yy?, si la

funcién densidad de masa de lamina esta definida por 5(X, y): Xzyz, halle su masa.

207

Respuesta: M =
10

39. Sea R la circunferencia unitaria, y supdn que la densidad en cada punto (x,y)eRes

S(X, y): 1/X2 + y2 . Halle las coordenadas del centro masa de R.

Respuesta: Xy = Ym =0

40. Calcule mediante integrales dobles el volumen del sélido limitado superiormente por el plano
de ecuacidon z=4x y que se encuentra limitado inferiormente por el circulo de ecuacidn

x? +y2 =16 del plano xy.
512

Respuesta: unidades cubicas.

41. Calcule mediante integrales dobles el volumen de la porcién del sélido del primer octante
limitado por la esfera de ecuacién x* +y* +2% =25.
125

Respuesta: —— T unidades cubicas.

42. Exprese como una integral de la forma Jf f(y,z)dydz el volumen del sélido limitado por el
R

2 g2 g2
elipsoide de ecuacién T+—+—=1

9 25

5 3\j1—g y2 72
Respuesta: V =8 | 2,/1—=————dydz unidades ctbicas
0 0 9 25

En los problemas del 43 al 46 halle el jacobiano de la transformacién

a(x,y)
au,v)

para el cambio de

variable dado.

u
43. X=Uv, y=Uv—-V 44, x=—, y=u+Vv
Vv
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45. x=UcosV , y=Vcosu 46. Xx=+/Uv, Yy=U-V

Respuestas: 43) M =-v 44) M _urv 45) M = COSUCOSV —Uvsenu senv
u,v) ou,v) V2 au,v)
ax,y)  u+v
46 =—
) olu.v) 24wy

En los problemas del 47 al 49 dibuje la imagen S de la regién de integracion dada mediante el
cambio de variable indicado. Plantee y resuelva la integral doble usando la transformacién.

47. | = [[xdA donde D es la region triangular de vértices A(2,3), B(7,2) y C(4,5); X= u erv ,

[
D
u-v
2

y:

48. | = [[ydA donde D es la regién triangular de vértices A(0,0), B(3,1) y C(~2,1); x= i
D

5

_v-u
=75
49. | =[[ dA donde D es la region triangular de vértices A(0,0), B(2,1) y C (0,3); X= 2v3—u ,

D

_u+v
=73
Respuestas:
47) v

3u-17
9 2
I:lj | UV Gy du =26
- 2: 4 2

48) 1

v-u=5
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49) v

u=2v
63
! I:EHdvdu=EA(S)=£~l 6=3
! 30u 3 32
2
50. Indique un cambio de variable apropiado para calcular la integral | = ;’_idA, donde D es
DoOX—Y

el paralelogramo limitado por las rectas de ecuaciones y =%, Xx=4+2y, y=3x-1, y=3x-8y

determine su valor.

2v—u -3u+v 24
Respuesta: X = ,y= , | =—In2
5 5 5
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COORDENADAS CILINDRICAS Y ESFERICAS

Definiciones, propiedades y teoremas importantes

Definicion 6.1: Las coordenadas cilindricas de un punto P del espacio son (r ,e,z)en dondery 0

son las coordenadas polares para la proyeccion vertical de P sobre el plano xy, y z es la coordenada
vertical rectangular.

Teorema 6.1: Las coordenadas cilindricas (r,e,z) de un punto P del espacio estan relacionadas
con las coordenadas rectangulares (x,y,z )de ese punto como sigue:

X=1rcoso y=rseno =1

r2=x%+y? tan o= 1=1
X

Definicién 6.2: Las coordenadas esféricas de un punto P del espacio son (p,6,¢) donde pesla

distancia de P al origen, ¢ es el dngulo que forma OP con el semieje positivo zy 6 es el angulo
de las coordenadas cilindricas.

Teorema 6.2: Las coordenadas esféricas (p,6,¢) de un punto P del espacio estan relacionadas
con las coordenadas rectangulares (x,y,z )de ese punto como sigue:

X=pcosfseng y=psenOseng Z=pCoS¢ con p20 0<0<2n y 0<¢g<n

z
pl=x*+y*+z, tan o= COS = ———
X X2 +y2+z?
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Problemas resueltos

1. Determine dos coordenadas cilindricas del punto cuyas coordenadas cartesianas son (0,4,4).

Solucion:

Las coordenadas cilindricas del punto tienen la forma (r ,0, z), donde:

r=v42+0% =16 =4

Por otra parte,

0=4cosO P
=c0s0=0 y senf=1= 0=—+2kn, keZ
4 =4sen0 2

Luego dos coordenadas cilindricas son: (4%,4) y ((4,-377{,4)) .

2. Identifique, dibuje y halle una ecuacién en coordenadas cilindricas del lugar geométrico cuya
ecuacion en coordenadas cartesianas es z = x? + y2 -2.

Solucion:

La ecuacién z=x? +y? —2 corresponde a la ecuacién del
paraboloide mostrado en la figura.

Al sustituir las ecuaciones x=rcos0 y y=rsend en la -
ecuacion ‘
z=x?+y?-2

se obtiene la ecuacion ca|
z=r%-2 = —

3. Halle una ecuacién en coordenadas cartesianas del lugar geométrico cuya ecuaciéon en
coordenadas cilindricas es z =r? cos? 0 y dibuje su grafica.

Solucion:

Como x=rcos0 setieneque x2=r 2cos?0

Luego, la ecuacién en coordenadas cartesianas es  z = x?, que corresponde al cilindro parabdlico
mostrado en la figura
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=35

v

=
=0
| =1

4. Determine unas coordenadas esféricas del punto cuyas coordenadas rectangulares son
(2,-2,-2).

Solucion:

Las coordenadas esféricas del punto cuyas coordenadas rectangulares son (2,- 2,- 2) son de la
forma (p,e,d)), donde:

-2 i -2 1 1
=J4+4+4 =23, tan0=—=-1, O0=-— vy cosd)=—=-—:>d)=arccos(——}
P 2 4 23 3 NE

Luego unas coordenadas esféricas del punto dado son: [2\/5 -%,cos'l(-%n .
3

5. Identifique, dibuje y halle una ecuacién en coordenadas esféricas del lugar geométrico cuya
ecuacién en coordenadas rectangulares es z =4/x% + y? .

Solucion:

La ecuacién z =1/X2 + y2 corresponde a la ecuacidén de la parte superior del cono mostrado en la

figura.

Al sustituir las ecuaciones
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X=psenbsen¢, y=pcosBsenp y z=pcos¢ en la ecuacion

2=4x*+y> =22 =x?+y?
De donde
p?cos? g=p?sen’Psen’p+ p® cos? Hsen’y
Operando se obtiene
p?cos? p=p?senfsen’p + p? cos® @sen’d = p? cos® ¢= pzsen2¢(sen29+ cos? 9)
= p?cos? p=p?sen’dp= pz(COSZ h— sen2¢)= 0=p=0 6 cos?’d—sen?p=0

cos® ¢ —sen’¢p =0 <> cos’ ¢=sen2¢<:>tan2¢=1:>¢=%

Ademds como la solucién p=0 queda contenida en (|)=Z, se tiene que la ecuacion en

- T
coordenadas esféricas de cono dado es ¢ =Z.

6. Halle una ecuacién en coordenadas cartesianas del lugar geométrico cuya ecuacién en
coordenadas esféricas es p =3csco y dibuje su grafica.

Solucion:

Observe que
p=3(:sc<|>:>p=i:>psen¢=3
sen ¢

De las ecuaciones

X=pcosfsend, y=psenOsend

resulta:
y X
——=pseng y ——=psend, senf=0y cosO =0
send c0s0
Como
psendp=3
Se tiene que
L:psenyﬁ y L=psen¢:> Y 3y X 35 y%> +x*=9sen’0 +9cos’ 0 =9
send cos0 send cosd
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Por lo tanto,

La ecuacion en coordenadas cartesianas es

y? +x%=9

La cual corresponde al cilindro de eje z mostrado en la =)
figura.

¥z
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Problemas propuestos

En los problemas del 1 al 5 determine las coordenadas cartesianas del punto cuyas coordenadas
cilindricas se da.

1. (5,%,3} 2. (6,%,—5} 3, (—2,—%,3 a. (-v3,742) s (1,774“,8)
Respuestas: 1) (0,5,3) 2) (3,343, -5) 3)[0,2,%) 9 (3.0,42) 5)(£,_£,8J

2 2

En los problemas del 6 al 10 determine unas cilindricas del punto cuyas coordenadas cartesianas
se da.

6. 22431 7.0.-21) 8 (8V3.3-2) o (-2,-243,-8) 10 (0,-5,47)

Respuestas: 6) [4,%,1} 7) [2,37“,].) 8) [6,%,—2} 9) [4,%,—8} 10) (5,3?‘“,\/7)

En los problemas del 11 al 13 identifique, dibuje la superficie y halle una ecuacién en coordenadas
cilindricas, de la ecuacion esta dada en coordenadas cartesianas.

11. x> +y? +2° =9 12. x> +y* +4z°=10  13. x+y=4

Respuestas:

11) Ecuacién de una esfera 2 2
rr+z°=9

12) Ecuacion de un elipsoide
r?+4z%>=10
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13) Ecuacién de un plano

o 4
cos0+seno

En los problemas del 14 al 16 halle la ecuacién en coordenadas cartesianas, de la ecuacidén esta
dada en coordenadas cilindricas.

14. r’cos20=z2 15. r=4sen® 16. 2rcosO+3rsen0+4z=1

Respuestas: 14) X2 - y2 =17 15) X2 +(y—2)2 =4 16) 2x+3y+4z =1

En los problemas del 17 al 21 determine las coordenadas cartesianas del punto cuyas
coordenadas esféricas se da.
5
21.{10,2 %
6 2

Respuestas: 17) [ﬂ,ﬂ,¥J 18) (0,0,1) 19) (1,\/5,—2) 20) (l,l,\/i) 21) (—5\/5,5,0)

4 4

T T T 37w T
17. |5,=,=~| 18.(1,%,0 19. [242,=,=| 20.|2,=,
( 6 4) (t.7.0) (‘/_ 3 4] ( 4

N

En los problemas del 22 al 26 determine unas esféricas del punto cuyas coordenadas cartesianas
se da.

22. (V6,42,242) 23.(0243,2) 24 (@%—ﬁj 25.(0,5,0)  26.(43,1,243)

- T T n 3n T Tm
Respuestas:22) | 4,— ,— | 23)|4,— —| 24) |6,=,=| 25)|5,=,=| 26 |4,—,—
espuestas )( 6 4j )( 2 3} ) (\/_ 3 4) )£ 2 2] )[ 6 Gj

En los problemas del 27 al 29 halle una ecuacién en coordenadas esféricas, de la ecuacion estd
dada en coordenadas cartesianas.

27. x> +y? +2°=25 28. x* +y? —4z*=0 29. x* +y? =9

Respuestas:27) p=5  28) tan 2 p=4 29) psenp =3

En los problemas del 30 al 32 halle la ecuacién en coordenadas cartesianas, de la ecuacién esta
dada en coordenadas esféricas.
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30. p=4cos¢ 31. psend =2cos0 32. pz(l—sen2¢sen29):16

Respuestas: 30) x? +y2 +(Z—2)2 =4 31) (X—l)2 +y2 =1 32) x? =16-12°

33. Transforme la ecuacién r? + 2z? = 4dada en coordenadas cilindricas a coordenadas esféricas.
4

Respuesta: p2 :—2
1+cos” ¢

9 1 -
34. Transforme la ecuacién p=§CSC¢COt¢dada en coordenadas esféricas a coordenadas

cilindricas.
Respuesta: Z = 3r 2

35. El jacobiano de la transformacion T dado por x=g(u,v,w), y=h(u,v,w), z=f(u,v,w),
denotado por J(u,v,w), se define como

u v ow
ox.y.2)_|oy oy oy oxdyor oxdyor dyaox oxdyor xdyor oy onx
u,v,w) |ou v ow| Audvow Ovowdu AuVOW WAV AU AV AU AW AW OV AU
a a a
au v ow

a) Determine el jacobiano de la transformacién para coordenadas cilindricas: x=r cos0,
y=rseno, z=z

b) Determine el jacobiano de la transformacién para coordenadas esféricas: x=pcosOseng,
y=psenfsengy z=pcos¢

Respuesta: a) J(I‘,@,Z): r b) J(p,9,¢)=pzsen¢
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INTEGRALES TRIPLES

Definiciones, propiedades y teoremas importantes

Teorema 7.1: Sea f una funcion real de tres variables reales continuaen Q c R3, si

Q={x.y.2)eR%/(x,y)eD. g,(x,y)<z<0,(x.y)}

con g1 Yy g, funciones continuas en D. Entonces

[ f(x,y,2)dv =] [gZ(H‘)(X, Y, z)dz}dA

D [ ai(x.y)

Teorema 7.2: Sea f una funcion real de tres variables reales continua en Q c R?, si
Q:{(x,y,z)e R%/(x,z)eD, hy(x,z)< yshz(x,z)}

con h; y h, funciones continuas en D. Entonces,

h, (x,2)
jgj)j f(x,y,z)dv :ij Ll(i le(x,y,z)dy}dA

Teorema 7.3: Sea f una funcion real de tres variables reales continuaen Q c R3, si

Q:{(x,y,z)e R®/(y,z)eD, Wl(y,Z)SXSWZ(y,Z)}

con w; y w, funciones continuas en D. Entonces,

i (x,y,2)dv = { T, y,z)dx} dA

D | w(y.2)

Teorema 7.4: Supongamos que ij(x, y,z)dV y mg(x, y,z2)dV existen sobre una region Q.
Q Q

Entonces

. I(sz[f(x, y,2)+9g(x,y,z)]dv = {{If(x, y,z)dv +{£Ig(x, y,z)dVv
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o e f(x,y,z)dV =c|]jf(x,y,z)dV, paratoda constante c.
Q Q

o Si f(x,y,z)<g(x,y,2z) paratoda (x,y,z)eQ entonces

j(j)j f(x,y,z)dv sjgj)jg(x, y,z)dV

e Si Q eslaunion de dos regiones que no se solapan Q;y Q,, entonces |ff f(x, Y, Z)dV =
O

My, 2)dv + [ f(xy,z)dv .
2] Q,

e [JaV =V(Q) (donde V (€2) denota el volumen de la regién Q)
Q

e Sim<f (x,y,z)s M para toda (x,y,z)eQ entonces

m-V(Q) <[ f(x,y,z)dV <m-V(Q)

Teorema 7.5: Sea f una funcion real de tres variables reales continuaen Q < R3, si

Q={x,y,2)/(x,y)eD, g,(x,y)<z<g,(x,y)}

donde D esta dado en coordenadas polares por

D={r,0)/a<06<p, h(6)<r<h,(0)
Entonces

B hy(0) g,(rcosd,rsend)

[f(x,y,z)dv =T ] [ f(rcoso,rsen®,z)rdzdrdd

a h(0) g,(rcos6,rsend)

Teorema 7.6: Sea f una funcion real de tres variables reales continua en Q c R3, si QO es una
regién dada en coordenadas esféricas por:

Q={p,0,¢),a<8<pc<®<d, g,;(0,4)<p<g,(0,4)}
Entonces

{gf(x,y,z)dwfi

g,(0

©.9)
[ T (pcosBseng,psenbsend,pcosed)pseng dp dg dd Problemas
9,(0,9)
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Problemas resueltos

1. Dibuje la region Q acotada por las graficas de las superficies cuyas ecuaciones se dan y exprese

Hj f (X, Y, z)dV como una integral iterada en las seis diferentes formas.
Q

X+2y+3z2=6; x=0; y=0vy z=0

Solucion:

La region Q esta acotada por la parte del plano de
ecuacién X+2y+3z=6 que estd en el primer

octante y los planos coordenados, por lo que Q es la
regidén que se observa en la figura.

a) La proyeccién de Q sobre el plano z=0 es la
region triangular R sombreada, limitada por las
rectas de ecuaciones x+2y=6, y=0y x=0,

mostrada en la figura.

Cuando (x,y)eR se tiene que

S6—x—2y
3

0<z

Si se considera a R como una region de tipo 1:

=15

=1

=05

=15
*=1

x=45
y=075 15

x+2y=6

6-x 1.2
[Ty, 2)aV =[S,z [Z33" f(x,y,2)dzdy dx
Q

Y

Si se considera a R como una region de tipo 2:

1 2
f(x,y,z)dV =[5 [2373Y (X, y,z)dzdxdy
0Jo 0
Q
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b) La proyeccidn de Q sobre el plano y=0 es la 2
regiéon triangular S acotada por las rectas de '
ecuaciones X+3z2=6, z=0y x=0, sombreada en

la figura.

x+3z=6

Cuando (X , z)e S se tiene que

S6—x—3z

0<
J 2

Entonces, si se considera a S como una regién de tipo 1:
6 6-x 3—£x—§z
[TE(y, 2)dV =313 [S2°2" f(x,y,z)dy dz dx
Q
Y si se considera a S como una regién de tipo 2:

[Tf(xy,z)dv =[2[s* g’%x’gz f(x,y,z)dy dxdz
Q

c) La proyecciéon de Q sobre el plano x=0 es la
region U limitada por las rectas de ecuaciones
2y+3z=6, y=0vy z=0, sombreada en la figura.

Cuando (y,z)eU se tiene que Y

0<x<6-2y-3z

Entonces, si se considera a U como una region de tipo 1:
6-2y
jéj f(x,y,2)dV =13, 3 [o 2% f(xy,z)dxdzdy
Y si se considera a U como una regién de tipo 2:

(17 F(x,y,2)dv =j02j06%j§’2y’32 f(x,y,z)dxdy dz
Q

2. Dibuje la regién Q acotada por las graficas de las superficies cuyas ecuaciones se dan y exprese

J.“- f(x,y,z)dV como una integral iterada en las seis diferentes formas.
Q
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Solucion:

La regidon Q es la region del espacio limitada por el
paraboloide eliptico de ecuacién z =9—4x? —y2 y el
plano xy, como se observa en la figura.

a) La proyeccion de Q sobre el plano z=0 es la region

X2 y2
R limitada por la elipse de ecuacion ?4—?:1,
4

sombreada en la figura.

4xe+y=9

Cuando (X , y)e R se tiene que
0<z<9-4x2—y?
Si se considera a R como una region de tipo 1:

IQH (%, Z)dV—Jz3I“\7L jty? f(x, y, z)dz dy dx

Y si se considera a R como una regién de tipo 2:

i (. 2)av =13 mgv 945 £(x,y,2)dz dx dy
Q

b) La proyeccion de Q sobre el plano y=0 es la regién S limitada por la pardbola de ecuacidn

z=9-4x? y el eje x, sombreada en la figura.
Cuando (x,z)eS se tiene que

—N9-4x? —z7<y<9-4x* -7
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Si se considera a S como una region de tipo 1:

0 (x y.2)av = stj“x Pt £ (x,y, 2)dy dz dx

Jo-ax*—z
Y si se considera a S como una regién de tipo 2:

[V £(x,y, z)dy dx dz

IIJf(X Y,z )dV Io M9—ar—z

pd

c¢) La proyeccion de Q sobre el plano x=0 es la region
U limitada por la parabola de ecuacién z=9-y? vy el
eje y, sombreada en la figura.

Cuando (y , z)eU se tiene que

z=9-y?

Si se considera a U como una region de tipo 1:

- f 7,/9
It (x . 2)av =5 I;Wf(x y,2)dxdy dz

Y si se considera a U como una regién de tipo 2:

mf(x,y,z2)dv =j§3jg*y2;%l\/9ﬁ2;z f(x,y,z)dxdzdy
Q ) 9

—y?-z

Nota: ¢ Usted conoce la funcidn a integrar? éPor qué no es correcto, en ninguno de los casos, usar
la simetria del sélido para plantear las integrales?
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3. Sea Izj” f(x,y,z)dV, donde R es la regidon del espacio limitada por las graficas de
R
z=4-%x%2=0,y=0y y=3.

a) Dibuje la regiéon de integracion.
b) Dibuje la proyeccién de R sobre cada uno de los planos coordenados y plantee la integral | en
cada caso.

Solucion:

a) Observe que z=4—x? es la ecuacién de una superficie
cilindrica que interseca al plano xz en la pardbola de

ecuacion z=4—x?, y se extiende paralelamente al eje y; ‘ .
z=0 vy y=0 son las ecuaciones de los plano xy y xz & |
respectivamente, mientras que y =3 es la ecuacion de un ' 'T'

plano paralelo al plano xz que interseca al eje y en el punto =32 ;
(0,3,0). La regidn R es la regidn del espacio limitada por

las superficies que se muestran en la figura. ' Lk

b.1) Al proyectar R sobre el plano xy se obtiene la X
regidon rectangular mostrada en la figura.

En consecuencia,

4

| = j f(x,y,z)dzdydx
0

L
O ey W

b.2) Al proyectar R sobre el plano xz se obtiene la

regién limitada por la pardbola de ecuacién z=4 - x?
y el eje x sombreada en la figura.

En consecuencia, S C R D SR CREC R G N LRI O

. A
j f(x,y,z)dydzdx *
0
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b.3) Al proyectar R sobre el plano yz se obtiene la :
regidon rectangular mostrada en la figura.

En consecuencia,

8

Ja-z

f(x,y,z)dxdzdy | Y

-7

ﬂ-—.

Nota: ¢ Usted conoce la funcidn a integrar? éPor qué no es correcto, en ninguno de los casos, usar
la simetria del sélido para plantear las integrales?

4. Sea I= ”J f(x,y,z)dV, donde R es la region del espacio limitada por las graficas de
R
7=4-%%, 7=0, y=0y X+ Yy =2 que estd en el primer octante.
a) Dibuje la regiéon de integracion.
b) Dibuje la proyeccion de R sobre cada uno de los planos coordenados y plantee la integral |

en cada caso.

Solucion:

a) Observe que z=4-x? es la ecuacién de una
superficie cilindrica que interseca al plano xz en la

pardbola de ecuacion z=4-x?> y se extiende
paralelamente al eje y, como se observa en la figura. = . |

Mientras que X+ Yy =2 es la ecuacién de un plano que
interseca al plano xy en una recta de ecuaciéon x+y =2

y se extiende paralelamente al eje z, como se observa
en la figura.

Finalmente, z=0 y y=0 son las ecuaciones de los
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plano xy y xz respectivamente.

La region R es la porcién de la regidn del espacio que se
muestra en la figura.

b) i) Al proyectar R sobre el plano xy se obtiene la
region triangular S que se muestra en la figura.

Cuando (x,y)eS setiene que 0<z<4—x°.

Entonces,

2-x 4-

XZ
f(x,y,z)dzdydx

2 2—
=[]
00 O

ii) Al proyectar R sobre el plano xz se obtiene la
region U que se muestra en la figura.

Cuando (x,z)eU setiene que 0<y<2x.

Entonces,

4-x% 2-x

sz _j If(x,y,z)dydzdx
0 0 0

iii) Al proyectar R sobre el plano yz se obtiene la
region rectangular P que se muestra en la figura,
donde la curva observada, es la proyeccidén de la
curva de interseccién del paraboloide con el plano,
cuya ecuacion se obtiene como sigue:

X+y=2=y=2-X

z=4-x2

Y al sustituir el valor de y en z=4—x?, se obtiene
z=4-(y-2)*
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Para plantear la integral, observe en la grafica de la superficie que

Si0<y<2 vy 0<z<4-(y-2)? entonces 0<x<2—y

Si0<y<2y 4—(y—2)°<z<4 entonces 0<x<+4-7z
En consecuencia,

4-(2-y)

11

5. Sea Q es la regidn del espacio que estd en el primer octante limitada por las graficas de
X+y=1, z=1-x2.

o¢—.N

P 2 4 Jaz
J.f(x,y,z)dxdzdy++j [ ] f(x,y,z)dxdzdy
0

04-(2-y? ©

a) Dibuje la regién Q.
b) Calcule el volumen del sélido Q.
Solucion:

a) Laecuacién X+ y =1 corresponde a la ecuacion de
un plano que se extiende paralelamente al eje z, y

z=1-x? corresponde a la ecuacién de una superficie 1
que se extiende paralelamente al eje y, e interseca al /

plano xz en la parabola de ecuacién z=1- x?. El sélido
Q es la parte del sélido limitado por ambas superficies ! v
que esta en el primer octante.

b) La proyeccidn en el plano xy de Q es el tridngulo 4 ¥
limitado por las rectas de ecuaciones X+y =1, x=0y 3
y = 0 . 2
1
x+y=1
Por lo tanto, 0
-5 -4 -3 2 A 0 1 2 3 4 5 6

1 1-x 1-x? 1 1—>< 1 1
V= I j J. dzdydx=I J. 1-x° dydx— '[ (1 X Xl x)d I(l—x—x2+x3)dx=
0 0 0 0 0 0 0
_{ x? X x“}l .1 1.1 5
Sx XXX s 2 m 2
2 3 4 0 3 12
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6. Halle las coordenadas del centro de masa del cubo dado por 0<x<a, 0<y<a, 0<z<a,si

este tiene densidad 5(x, y,z)= x2+y? 422,

Solucion:

Por definicion,

Las coordenadas del centro de masa (xy, , Yy » 2w ) de un sélido Q vienen dadas por:

Xy :mgjxﬁ(x y,2)dvV oy :mgjyé(x y,2)dvV y  zy, :mgjzé(x .y, 2)dv

La masa de Q viene dada por

aa X3 ) ) a aa a3 ) )
M(Q):jg‘jg‘[g‘(xz+y2+zz)dxdydz: [] ?er X+z°x| dydz= || ?Jray +az? |dydz =
00 00

algl y? ) ala a* ,, 2a* , 28]
| —+a—+az y| dz= [|=—+Z—+a?z?|dz=|=—z+a?’—| =a°
0 3 0 ol 3 3 3 3

Luego,

aa X4 2X2 2X2 ¢ 1 aa a4 a2 2 az 2
2 ov2Z 4722 | dydz= — — 4+ —y°+—2z° |dydz=
({({{4 Y 2| Y s gy |

al A4 a al a5 a5 43 5 3,372
:ij u+a_y_+a_22y dzzij a_+a_+a_22 dzzi Siz+a_z_ :7_3.
a® o] 4 2 3 2 0 a0l 4 6 2 a®| 12 2 3] 12
Por simetria se tiene que xy, =Yy =1y

Por lo tanto, el centro de masa de Q estd en el punto de coordenadas (7&1 ra 7aj .

2'12'12

1-x?

!

7. Plantee y calcule la integral

O ey

4
jz dz dy dx en coordenadas cilindricas.
0

Solucion:

A partir de los limites de integracion, se tiene que

0<z<4 0<y<1-x° 0<x<1
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Por lo tanto, la regidon R del espacio, sobre la cual se
integra, se puede describir como

R={x,y,2z)/(x,y)eD, 0<z<4}

donde D es la region del plano que se puede definir
como

Dz{(x,y)/ 0<y<+1-x2, OSXSl}

gue se muestra en la figura anexa.

En consecuencia,

R es la region del espacio que esta en el primer octante
limitada por los planos de ecuaciones x=0,y=0y

z=0 y por el cilindro de ecuacién x? + y? =1, como
se muestra en la figura.

Y en consecuencia, R puede ser descrita en coordenadas cilindricas como

R={(r,0,2)/(r,0)eD, 0<z<4}

con
D={(r,e)/0£esg
Por lo tanto, se tiene que
141-x% 4 214
J.Ijzdzdydx=jjjzrdzdrde:2n
0 0 0 000

IA
In
NN

191



22 4-r?
8. Sea | = jj Ir dz dr d0. Grafique el sdlido sobre el cual se integra y plantee la integral en
00 0

coordenadas rectangulares. Elija el orden de integracion que considere conveniente.
Solucidn:
A partir de los limites de integracion, se tiene que
0<z<4-r? 0<r<2 y 0<0<2n
A partir de las ecuaciones de transformacion de cilindricas a cartesianas, se tiene:

0<z<4-r? :>0£z£4-(x2+y2)

Es decir, z varia entre el plano de ecuacidon z=0 y el paraboloide de ecuacién z=4 — (X2 +y? )
Observe que:

z=0:>4=(x2+y2)

Mientras que, r =2 corresponde a la ecuacidn de la
circunferencia de ecuacién x? + y? =4.

En consecuencia, la regidn de integracién esta limitada
inferiormente por el plano xy y superiormente por el

paraboloide de ecuacién z=4-x?-y?, que se =2|

observa en la figura, cuya proyeccion en el plano xy es
el circulo de ecuacion

x> +y?<4
Por lo tanto, y
272 4-r? 2 Jax? 4—(x2+y2)
H jr dzdrdo= | | [ dz dy dx ot
00 0 2yaxt 0

Esta integral corresponde al volumen del sdélido
definido por los limites de integracion, y dado que
existe simetria, se puede escribir también como

2v4-x 4(2 y2)
V=4] ] [ dzdy dx
0 0 0

192



Vi-x? 2-x%-y 3

1 2
9. Cambie a coordenadas cilindricas la integral I I I (X2 + y2)§ dz dy dx.
1 +

ioE 2y
Solucion:
A partir de los limites de integracion, se tiene que
x?+y2<z7<2-x%—y? —V1-x? <y <1-x? ~1<x<1

En este caso, el sélido sobre el cual se integral esta el limitado inferiormente por el paraboloide de
ecuacion x? +y? =z y superiormente por el paraboloide de ecuacién z =2-x?-y?.

Para obtener la ecuacidn de la curva de interseccion de ambas superficies se resuelve el sistema

z=x%+y?

z7=2-x?-y?

2-x*-y*=x"+y’=>x*+y*=1 - — .

Luego, ambas superficies se intersecan en la ' ‘
circunferencia de ecuacion '

x?+y?=1enelplano z=1
Como se observa en la figura. —
En consecuencia, la proyeccién del sdlido en el

plano xy es el circulo de ecuaciéon x* +y?=1,

sombreado en la figura. yee=t

Las ecuaciones x? +y? =z y z=2-x?-y?, se escriben en coordenadas cilindricas como: z =r?

y z=2-r%. Luego, la regién sobre la cual se integra puede ser descrita en coordenadas cilindricas
como

{r.0.2)/0<0<2r, 0<r<1, r?<z<2-r?

Por lo tanto,
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1-x2 2— y 2

j j I x? +y 2dzdydx-jj
-1 00

1x? Py?

-r?
2 r dz dr do

r

10. Dibuje la region de integracion, plantee y calcule en coordenadas cilindricas la integral

I=J-J.J‘(x+z)dV, si E es la region del espacio limitada por las graficas de las ecuaciones

x*+y?=a?,z=0y y+z=a,con a>0.

Solucion:

En este caso, el sdlido sobre el cual se integra esta 4

a2 ﬁ\\

, por el plano xy y por el plano de ecuacion
y+z=a.

el limitado por el cilindro de ecuacion x? + y?

Al usar las ecuaciones de transformacién se obtiene =
que: T 2mm Fros e

X“+y“=a“=r°=a° y y+z=a=>z=a-y=>z=a-rsend

Por lo tanto, la regién E sobre la cual se integra puede ser descrita en coordenadas cilindricas
como:

E={(r,0,2)/0<0<2r1, 0<r<a, 0<z<a-rsend}

De donde,

a-rsend 31 4

rcosd+z)rdzdrdo=—-a‘n
24

Il
N
e\
O —
Ot—wun

11. Considere la integral J‘”x z dV, donde Q es el sélido limitado por los planos de ecuaciones

z=0y z=y,yelcilindro de ecuacién X2 + y2 =1, en el semiespacio y >0
a) Dibuje el sdlido Q.

b) Plantee la integral en coordenadas cartesianas.
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c¢) Plantee la integral en coordenadas cilindricas.
d) Calcule la integral en coordenadas cilindricas..

Solucion:

a) Observe que:

x> +y? =1 corresponde a la ecuacién de un
cilindro que se extiende paralelamente al eje z cuya
interseccion con el plano xy es una circunferencia
de centro el origen y radio 1, y >0 indica que se =of
estd tomando la parte que se encuentra a la
derecha del plano xz, z=0 es el plano xy,y z=Yy

es la ecuacién de un plano inclinado que se ST e

extiende paralelamente al eje x cuya intersecciéon
con el plano yz es la recta de ecuacién z=y .

b) Para plantear la integral en coordenadas
cartesianas se proyecta el sélido Q en el plano xy, y
se obtiene el semicirculo sombreado en la figura.

Por lo tanto, :

1 41-x% y
[fxzdV = [ [ [xz dzdydx
Q 1 0 0

c) Nota que z=Yy, se transforma en coordenadas cilindricas en z=rsend y x? +y? =1 se

transforma en r=1, como y>0 se tiene que 0<0<m. Luego, Q puede ser descrito en

coordenadas cilindricas como

Q={(r,0,2)/0<06<m, 0<r<1, 0<z<rsend}

En consecuencia,

rseno

1l
(fxzdV=17]] | zr? cos® dzdrdo
Q 00 0

w1l rsend
d) [ 7 [ zr? cos® dzdrdd=0
00 0
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12. Sea S la region del espacio acotada superiormente por la esfera de ecuacidn
x? +y?+2% =1 e inferiormente por el cono de ecuacién z°=x*+y? para z>0. Calcule
zdv .

s

a) En coordenadas cilindricas.

b) En coordenadas cartesianas.

Solucion:

La representacion grafica de la regién
corresponde a la regién sombreada en la figura

05 05

a) La ecuacion del cono z°=x%+y? en coordenadas cilindricas es 2=r’=z=r (
220 y r=0).

La ecuacion de la semiesfera z=41—x? —y? es z=+1-r?%.

Por otra parte, la interseccion de las dos superficies se obtiene resolviendo el sistema

2=41-x* —y?

7=4x? +y?

=2x* +2y? =1= x> +y? =%

Luego, ambas superficies se intersecan la circunferencia de ecuacion Xx? + y2 =— en el plano

1
1=—"—"

5

1 1 .
Es decir, esta es una circunferencia de centro el punto C[0,0,—j, radio T Yy que esta

2

ubicada en el plano z= . Cuya proyeccion en el plano xy es la circunferencia de ecuacién

1
V2
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2, .2 1 . 1 -
—. En coordenadas polares corresponde a la ecuacién r :T, luego la proyeccion de
2

la circunferencia en el plano polar es el conjunto
Dz{(r,e)/ 0<0<2r, Osrsi}
V2

Luego, en coordenadas cilindricas, S se describe como

sz{(r,e,z)/ O<r<——, 0<0<2nm, rSstll—rz}

2
Por lo tanto,
1 1
271'\/5 1-r2 27r\/5 2 2
1 1 11 1 2n @
zdv = dzdrdo == ~2r¥)drdo== | | Z-=|do=— [do="2==
peov T | Trrmwnao 2] Tl 27 (3-3oo- Lo 22
b) La region S se describe como
Sz{(x,y,z)/ —%sxs%, - %—xzsyg %—xz, \/x2+y2szs\/1—x2—y2}

Por lo tanto,

=
N
o
<
Il
—
.
-
N
o
N
o
<
o
<
Il
N | =
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z 3 z z
2 — 2 2
=£J. 1 L2y 2icosudu=lj‘ cos4udu:1J‘ 1tcosulzy
3d (272 2 3l 3] 72
T2 T2 2
2 i
1(3 sen4u )2 1
iJ. [1+20052u+mjdu=— —Uu+sen2u + —— =— S_n =E
12 2 12\ 2 8 2 120 2 8
_r 2
2

Nota: Observe como el uso de un sistema de coordenadas apropiado puede simplificar el calculo

de algunas integrales triples.

13. Calcule el volumen del sélido Q limitado por el cilindro de ecuacién x° +y?—6x=0 y la

semiesfera de ecuacion z =4/36 — x% — y2 y el plano xy. Utilice coordenadas cilindricas.

Solucion:

Observe que la ecuacion del cilindro se puede escribir como:

x2+y?—6x=0=(x-3) +y*=9

Y en coordenadas cilindricas es:
x2+y? —6x=0=r?-6rcosf=0=r(r-6cosf)=0=r=0 6 r=6cosd

La ecuacion de la semiesfera en coordenadas cilindricas es z =+/36 — r?.

La proyeccidén sobre el plano xy de Q es el
circulo limitado por la circunferencia de ecuacion

. r=6cos(8)
r=6c0s0 que se muestra en la figura anexa. //—\

Luego,

Q:{(r,e,z)/ 0<r<6cosd, 0<O<m, O§zsx/36—r2}

Como el sélido es simétrico respecto al eje x, se tiene que
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6¢

[an_ 2
W Lz drd=727-96
0

o —nN|y

V(Q) =271
0

14. Halle la masa de un sélido Q acotado por las superficies de ecuaciones x? +z? =9, y+z=3

y y =0 siladensidad de masa Q es 6(X, Y, z)= x? + 22 . Utilice coordenadas cilindricas.

Solucion:

x? +2% =9 es la ecuacién de un cilindro que se extiende
paralelamente al eje y cuya interseccidn con el plano xz es
una circunferencia de centro el origen y radio 3.

y =0 eslaecuacién del plano xz.

y+2z=3 es la ecuacion de un plano inclinado que se
extiende paralelamente al eje x

are . .z 2
El cilindro y el plano se intersecan en la curva de ecuacién X2 +(3— y) =9.

Al proyectar el sélido sobre el plano xz se obtiene la
regiéon limitada por la circunferencia de ecuacion xry=9

x? +2% =9, la cual se muestra en la figura.

Si se hace la sustitucion
X=rcos@, z=rsenf y y=y

La ecuacidn del plano y=3-z en coordenadas
cilindricas y=3—-rseng es.

Se tiene que la regidn Q sobre la cual se integra es
Q={r,0,y)/ 0<r<3, 0<0<2m, 0<y<3-rsend}

Luego, la integral en coordenadas cilindricas es:

3 2n3-rsend 3 2n 3 2n
M@Q=]] | rridydodr=] ] r’lyly ""dodr= ] [ r’[3—senoldodr
00 00 00

0

2n 3 3 473
[ r*[3—sen6ldodr = [ r*[30+cosb];"dr = 6| r3dr=67{%} _ 2423“
0 0 0

O — w

0
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43n

. 2 .
Por lo tanto, la masa del sélido Q es unidades de masa.

3 J9-x? 9-x’-y? 1

15. Plantee y calcule la integral J I I Z(X2 +y? +Zz)2 dzdydx en coordenadas
—3_9-x? 0

esféricas.

Solucion:

A partir de los limites de integracion, se tiene que

0<2<49-x°—y? —49-x2<y<y9-x? y -3<x<3

Observe que
2=4/9-x2—y? =22 +x*+y* =9 vy (y=\/9—x2 0 y=—\/9—x2):>x2+y2=9

Es decir, la region de integracidn, que se muestra
en la figura, corresponde al sélido limitado
superiormente por el casquete superior de la
esfera centrada en el origen de radio 3 e

inferiormente por el plano xy. A

s DA
B

AT
A

i)

Como la proyeccidon del sélido en el plano xy es 1Y
el circulo de ecuacién x2 + y? <9, aplicando las
ecuaciones de transformacién, se tiene que, la x4y2=9
regiéon R del espacio sobre la cual se integra
puede ser descrita, mediante coordenadas CRE v T x
esféricas:
s

R=4(p,0,®)/ 0<0<2m, OschE, 0<p<3

Luego,
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3 9-x? y9-x2-y? 1 2 223 5
P 2 ey )edzdydx = f T [(pcos(@)p)pZsen(®)dp do do = > x
3 Jo2 O 000 5
g 27 secd 2
16. Dada I =] [ [ p“sen®dpdfdd, grafique el sélido sobre el cual se integra y plantee la
00 0

integral en coordenadas rectangulares:
Solucidn:

A partir de los limites de integracion, se tiene que

IA

S

IA
w3

0<p<secd ; 0<H<2xr y O

A partir de las ecuaciones de transformacion, se tiene

p=secP=p= =>pcosdP=1=z=1 (1)

cos @

Por otra parte,

1
QD:%: Z=pcos%:>2=pE:>422 =p? =47 =x*+y* +7° =232 =X +y’ =

Que corresponde a la ecuacion de un cono de eje z.

2 2
X+
De (1) y (2), se tiene que Ty <z<1, es
2 2
X
decir, z varia entre la grafica de z = %y,

que corresponde a la parte superior del cono, y
el plano de ecuacién z=1. Como se muestra en
la figura.

Para obtener la curva que limita la proyeccién en el plano xy, se halla la interseccion de ambas
z=1

superficies, es decir, se resuelve el sistema X2 +y?
Z=,|———
3
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z=1

2 2 2 2
x> +y2  x*+y
- 2 4y: =l = =1=x"+y*=3

3

Luego, ambas superficies se intersecan la circunferencia de ecuacién x?+y?=3en el
plano z=1

En consecuencia, la proyeccion del sélido en el plano xy

es el circulo centrado en el origen y radio \/§, que se

muestra en la figura anexa. xivpn

Por lo tanto,

AR
N

5 21 sec @ \/5 \/ﬁ 1 J§ H )
[ | [o*sen@dpdodo= [ [ [ dedydx=4] [ [ dadydx
00 0 "/§ _\/ﬁ )(2+y2 0 0 X2+y2

3 3

Observe que, como la funcién a integrar es 1, la integral triple corresponde al volumen del sélido
que corresponde a la regidn de integracion.

17. Cambie a coordenadas esféricas y calcule la integral

9-y?  |/18-x2-y?
I J. (x* +y® +2%)dz dx dy
0

x2+y?

O ey WO

Solucion:

A partir de los limites de integracion, se tiene que

VX2 +y? <z7<418-x7-y? 0<Xx<49-y* vy 0<y<3
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En este caso, z varia entre la parte del cono de
ecuacion x% +y?=z% que se encuentra por
encima del plano xy vy el casquete superior de la
esfera de ecuacion x? +y2 +2%=18, que se
observa en la figura.

Como, 0< X<4/9-y® y 0<y<3 se considera
solo la parte del sélido que esta en el primer
octante, y cuya proyeccién estd en el primer
cuadrante, sombreada en la figura anexa.

Luego,

NS

Al usar las ecuaciones de transformacion, se tiene que z =4/18 - X2 - y2 , se transforma en:

2=418-x%-y2 = 22 + x> +y> =18=p2 =1811p=32

Mientras que,

Jx2 + y2 =Z=>pCcosd= \/pzsenz(l)cosze + pzsen2(Dsen29

[1p®cos®® = p?sen®d [1cos’® -sen’®d =0 [1cos2 ® =0 [(ng 6 =

i . . ., s
Como 0<d < > por encontrarse en el primer octante, se tiene que la solucién es ¢ :Z'

T

Dado que la region es sélida, 0 < ® < 1

Luego, el sélido sobre el cual se integra es descrito por:

NS

y 0<p<3y2.

0<p<3/2

IA

IA
~a

3

4
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Por lo tanto,

3 Jo-y? (18- T 3 5

J. I I(X2+y2+22)dzdxdy =117 p%p2seno dpd6d®=352n(—1+\/§)
00 O

0 0 X2ry?

18. Considere el sélido Q limitado inferiormente por la superficie de ecuacién z=x%+ y2 y

superiormente por superficie de ecuacion X2 + y2 +2%=6.

a) Dibuje el sdlido Q.

b) Dibuje la proyeccion de Q en el plano xy y plantee una integral triple en coordenadas
cartesianas que dé el volumen del sélido.

c¢) Dibuje la proyeccion de Q en el plano xz y plantee una integral triple en coordenadas cartesianas
qgue dé el volumen del sélido.

d) Dibuje la proyeccién de Q en el plano yz y plantee una integral triple en coordenadas
cartesianas que dé el volumen del sélido.

e) Plantee una integral triple en coordenadas cilindricas que dé el volumen del sélido

f) Plantee una integral triple en coordenadas esféricas que dé el volumen del sélido

g) Calcule el volumen del sélido Q. (utilice la integral que considere mas sencilla).

Solucidn:

a) z=x?+y? es la ecuacién de un paraboloide

que abre hacia arriba, y x?+y®+2°=6 es la
ecuacion de una esfera centrada en el origen y

radio \/E El sélido Q es la region del espacio
limitada por ambas superficies.

b) Ambas superficies se intersecan en una circunferencia cuya ecuacién se obtiene resolviendo el
sistema de ecuaciones

z=x>+y% ()
xX2+y2+22=6 (2
Al sustituir el valor de (1) en (2) se obtiene

2+2°=6=22+2-6=0=(z+3fz-2)=0

Como z2>0, la solucién del sistema es z=2, luego ambas superficies se intersecan en la
circunferencia de ecuacién x? + y> =2 enel plano z=2.
La proyeccion sobre el plano xy es el conjunto
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mostrada en la figura.

S

khy)eRzl x2+y2£2}

2

y
b

w

v =[fjav - i jm [ 47 dy dx

x+y

c¢) La proyeccién sobre el plano xz es la regidn limitada inferiormente por la pardbola de ecuacion

z =x? y superiormente por la semicircunferencia de ecuacién z =+/6 — x? , mostrada en la figura.

V= ey - I 1 dy dx
X \/E \/6—72 6—x2—z2
+ | [ dydxdz
2 —\J6-7 _\Jg_x2_52

d) La proyeccidn sobre el plano yz es la regién limitada inferiormente por la pardbola de ecuacién

z=y? y superiormente por la semicircunferencia de ecuacién z = 46— y? , mostrada en la figura.

Vi eyt

V= de ]I Iﬁdxdydz

A

+ ]

2 J6-z _ le_yz_zz

dx dy dz

e) Las ecuaciones de las superficies en coordenadas cilindricas vienen dadas por
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2=x"+y*=z=r° y 2=46-%x" -y =>z=~6-r1?

Ademas, de b) se tiene que la proyeccion de Q en el plano xy es un circulo, por lo tanto el sélido Q
es descrito en coordenadas cilindricas por

0<0<2n, 0<r<+2, r’<z<+6-r?
Luego

V = [[jdV = 2% [ 15" r dz dr do
Q r

f) Las ecuaciones de las superficies en coordenadas esféricas vienen dadas por

cos ¢
en’o

z=x*+y?> =pcoshp=p’sen‘p=p= = p =cotand csc ¢

X’ +y2+2°=6=p=46
Por otra parte,
1=2= pCOS¢=2

pcosg=2y p=\/€:>COS¢=%=\/g:>¢=arccos(\/g}

Ademas, de b) se tiene que la proyeccidn de Q en el plano xy es un circulo, por lo tanto el sélido Q
es descrito en esféricas por

0<0<2rn, 0<p<+6, OScpsarccos(\/g}

2
0<6<2rn, 0<p<cotanpcscy, arccos(\/;Js(ps%

Por lo tanto,

cotang csc ¢

[ p2sengdpdedd
0

—nN N

2 2z
V= Ing = JKnggf““[\E]prz sengdp de do + (J)

i ]

g) El volumen puede ser determinado a partir de cualquiera de las integrales planteadas, por
ejemplo, la obtenida en e).
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3
3

r V2 A 2 )2
V=i1dV = @272 5 rdzdrdg =27 r(\/G—rz —rﬂdrd@:—%ﬁ (22 —6] d9=8\/2n(\/§—%j
Q r 0 0

0

19. Sea S la porciéon del cono de ecuaciéon 722 =x? +y2 comprendida entre los planos de
ecuaciones z=0 y z=1. Determine, utilizando coordenadas esféricas el valor de

1
fl———=4dV .

S x?+y? 4122
Solucion:

La interseccién del plano de ecuacién z =1 con el cono se obtiene resolviendo el sistema

z=1 2, y2 .1
=>X+y =
22 =x*+y?

Las graficas del cono y del plano se muestran en la figura.

Luego, ambas superficie se intersecan en la circunferencia de ecuacion X2 + y2 =1 z=1.En
consecuencia la proyeccién de S en el plano xy viene dada por el conjunto

Dz{(x,y)e RZ/x? +y? sl}
Se tiene que
0<z<1

A partir de las ecuaciones de transformacion, se tiene
1
z=1l=pcos®=1=p=—-—

cos¢

En consecuencia,
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0<p<
P cos ¢

De la definicion de D resulta que
0<6<2n

Finalmente, ¢ varia del eje z al cono:

Jx2+y? =z=pcosg= \/pzsen2¢cosze+pzsen2¢sen26 =

p2cos?p = p2sen?p [1cos’g-sen?g =0 1 cosZ¢:0:>2¢:% 6 2¢=37”:>¢=% 6 ¢=""

T . . . .,
Como 0<¢g< 5 porque esta en el primer octante, se tiene que la solucién es ¢ =

Por lo tanto,

N

En consecuencia,

x 1 n
1 2n 4 cosg ] l2n 4 seng 12n 2
[f[———oooxdV =] [ [ —p’sengdpdgpdo==17] | dgdd==7 | —=—-1|d0
] | Tpmesnn- 37 | S weo-3T (5

oz

20. Calcule la masa del sélido S que se encuentra dentro de la esfera de ecuacién p=2 y fuera de
la esfera de ecuacion p=1, suponiendo que la densidad de masa en un punto P(x, y,z)
cualquiera es proporcional al cuadrado de la distancia del P al centro de la esfera.

Solucion:
Se sabe que

M(S) = j£j5(x, y,z)dv

Como la densidad de masa en un punto P(x, Y, z) cualquiera es proporcional al cuadrado de la
distancia del P al centro de la esfera se tiene que

5(x,y,z)=k~(x2 +y? +22)

En coordenadas esféricas
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Se tiene que
0<0<2n 1<p<2 y 0<¢<n
Luego
M(S) =T T ikpZpisenpdpdgdo= ST T seng dgdo= ST do =8 op o124 0y
0 01 5 0 o 5 0 5 5

21. Halle el volumen del tetraedro Q limitado por el plano de ecuacién bcx + acy + abz =abc vy los
planos coordenados, con a, b y ¢ positivos.

Solucion:
Se sabe que

V=(f dv
Q

Nota: observe que este problema es similar al ejercicio 1 resuelto, con f(x,y,z)=1.

La region Q esta acotada por la parte del plano
de ecuacién bcx + acy + abz =abc que estd en
el primer octante y los planos coordenados, por
lo que Q es la regidon que se observa en la
figura.

La proyeccién de Q sobre el plano xy es la
regién triangular R, limitada por las rectas de
ecuaciones bx+ay=ab, y=0 y x=0, ¥
sombreada en la figura. b

bxray=ab

Cuando (X , y)e R se tiene que

abc — acy —bex
<— -7 =
ab

0<z
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Luego,

b bx

= b
bx ¢ ¢ a  a c c a 1 1 b——x
dV = (2105 [§a" pY dzdy dx = C——x——yl|dydx=cf|y—=xy—-——y*|, 2 dx
Iéf [oloalg a b’ dzdydx (f) (f) ( aX bnyX é[y ay ZbY}o

2 2
=c? b—gx—ix(b—ng—i(b—ng dx:cbzf1 1—1x—£x(1—lxj—l[l—lxj dx
0 a a a 2b a 0 a a a 2 a
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Problemas propuestos

En los problemas del 1 al 6 evalte la integral planteada.

3z n 1 2x z+xX 4 27 y+2z

1. [ | | 2z3ysen x dx dy dz 2. [ | 2z%xdydzdx  3.[ [ [ 2dxdydz
00 -=n 01+x z 1z-1 0
2 X% x+y ) 22 \z T2y

4. [ [ | 16x°ydzdydx 5. [ [ 2xyzdydxdz 6. | | | ysenxdzdydx
-11 0 01 0 0-20

Respuestas: 1) 0 2) —z 3)189 4)513 5) E 6) 2
prestes 70 3 3

7.Sea | = f(X,y,z)dV, donde Q es la regién del espacio que esta en el primer octante limitada
Q

por las gréficasde z+2y =2, x=2y.
a) Dibuje la regidén de integracion.

b) Dibuje la proyeccién de Q sobre cada uno de los planos coordenados y plantee las integrales
o f(x,y,2)dzdydx, §if f(x,y,z)dydxdz, y [if f(x,y,z)dxdzdy .
Q Q Q

Respuesta:

a)
La Regidn Q es la porcidn de la region del espacio limitada por la superficie
que se muestra en la figura que esta en el primer octante.

b) Plano xy

2-2y

I f(x,y,2z)dzdydx
0

2
| = J'
x=2y
- - r - 0

N | X oy 1
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Plano xz

v
N

f(x,y,z)dydxdz

I\J\x'-—;l\J‘

Plano yz

N 1 2-2y 2y
B : — Iz_([ _([ _(.;f(X,y,Z)dXdzdy

8. Sea I='”.J‘ f(x,y,z)dV, donde R es la region del espacio que esta en el primer octante
R

limitada por las graficasde z+y =1, y = Jx.

a) Dibuje la region de integracion.

b) Dibuje la proyeccion de R sobre cada uno de los planos coordenados y plantee las integrales
”I f(x,y,z)dzdydx, ”j f(x,y,z)dxdzdy y J‘” f(x,y,z)dydxdz
R R R

Respuesta:

a) La Regidn R es la porcidn de la region del espacio limitada por
la superficie que se muestra en la figura que esta en el primer
octante.

212




b)
1y Plano xy
1 1 1y
i I=[ [ [ f(x,y,z)dzdydx
_ _ 0 Jx ©
3 Plano xz
2
x=(1-z)
0
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 x'l 1 (172)2 1-7
: I=[ [ | f(x,y,z)dydxdz
-2 0 0 x
-4
4z Plano yz
3
2
: 11y y?
y+z=1 I:j j J. f(X,y,Z)dXdZdy
5 -4 3 -2 100 1 2 3 4 5 8 0o 0 O
-1 y
2
3
4

9. Sea I=”J. f(x,y,z)dV, donde R es la region del espacio que esta en el primer octante
R

limitada por las graficas de z+y =1, z=1—x2.

a) Dibuje la regién de integracion.

b) Dibuje la proyeccion de R sobre cada uno de los planos coordenados y plantee las integrales

”‘[ f(x,y,z)dzdydx, _[” f(x,y,z)dxdzdy y Hj f(x,y,z)dydxdz
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Respuesta:

a) La Region R es la porcion de la regidon del espacio limitada por la
superficie que se muestra en la figura que estd en el primer octante.

b)

Plano xy

N

x2 1-x2

1 —X
I=] [ [ f(x,y,z)dzdydx
0 0 0

1 1 1-y
+] | [ f(x,y,z)dzdydx
02 0

Plano xz

iz 1
[
0

=

z

f(x,y,z)dydxdz

Il
o
o

Plano yz

11y 1z
=[] f(x,y,z)dxdzdy
00 o0
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En los problemas del 10 al 13 dibuje el sélido sobre el cual se integra y plantee la integral en el

orden indicado.

| dxdzdy ; dzdydx

1 2-2y 2-2y—-x 11y W
10. I=I I I f(x,y,z)dzdxdy ; dxdydz 11.1=] |
0 0 0 00 ~Jy
10y? 1 y1-y® |1-xP-y?
12. | =[ | [ xyzdzdydx ; dydxdz 3. 1=] | |
0-10 0 0 0
Respuestas:
10)
2-2
2 2 2-2y-z
I=[ | | f(x,y,z)dxdydz
00 o0
11)
11 1y
I=] ] [ dzdydx
_1x2 0
12)
117
I =[] | xyzdydxdz
00 -1
13)
: 11y iy 22
=] | [ 4e*dxdzdy
0 0 0

4e* dzdx dy ;dxdzdy
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En los problemas del 14 al 17 dibuje el sélido sobre el cual se integra y plantee la integral en
coordenadas cartesianas, en el orden que se indica.

3%3 %39—r

=] [ Jrdzd6dr; dzdydx 15. 1= [ [zrdzdrde; dzdxdy
10r 00 0

21 V2 V4-r? 2sen 6

T 4
=[] | 3r’cos@dzdrde; dzdxdy 17.1=] [ [7rdzdrd®; dzdydx
0 0 r 0 0 O

Respuestas:
14)
/ —
=2825
17 1 Vg_xz 3 3V97X2 3
] =] | [ dzdydx +] | | dz dy dx
=0475 0 ]_7)(2 X2+y2 1 0 X2+y2
- /075
x=1.5
i ﬁkﬁ_‘_‘_ =225

15)
3
\/E g_yz 9— X2 y2
=1 [ zdz dx dy
0 y 0
16)
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17)

- 114152 4
=] [ |[7dzdydx

19 1420

En los problemas del 18 al 21 dibuje el sélido sobre el cual se integra y plantee la integral en
coordenadas cilindricas.

2

2+\/ 4—y2 2 \/j

1 V1-x 1 3 3
18. 1= | | ydzdydx 19. I_I [ [ xydzdxdy 20.1=] | [ dydzdx
L ey 2o iy 3o (i
-4481-x* 9 4 —16-x2 9 481-x2 9 9 V8l-x* 9
21I__[ j jdzdydx+j j Idzdydx +I I Idzdydx+j _[ jdzdydx
—9_y81-x% {/x?+y? —4_\g1-x2 0 —4y16-x2 0 4 _J81-x% x2+y?
Respuestas:
18)

y 4

271 1
| = I I Irzsenadzdrda
00T
19)
4cos 6
r3cos@sen O dz dr do

I
(SR X
O ey N
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20)

rdydrdé

O ey w
S —_—w

21)

N

T

rdzdrdg+ j rdzdrdé
0

o'-—.g’
Oy
O =y ©
D ey ©
= —©

En los problemas del 22 al 25 dibuje el sélido sobre el cual se integra y plantee la integral en
coordenadas cartesianas, en el orden que se indica.

T 2w 9 z
22. 1= [ [p®sen? poosodpdodg; dzdxdy  23. 1= 19 1 p2seng dp do dg; dzdydx
000
0 00
n 2n 4 T
2a. 1= | [p2senddp do do; dz dy dx 25. 1= T p3sengcosgdpdgde; dzdxdy
0 71
00 2 E
Respuestas:
22)

9 81—y2 y81-x —yz
- =] j xdz dx dy
ey b -9 ,/81 y2 —\/81-x?
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23)

243 V12-x% 16-x2-y?

= ) | dz dy dx
203 152 y?
"3 3

24)

4 J16-x2 16-x"- 2 Va-x? y4-x7-y?

[ :I J. I dzdydx I J. I dz dy dx

Ll B —4_16-x% —[16-x2—y? “2_\4-x? —\Ja-x?-y?

25)

Va-y? 0 1-y?

2 1 0
:I J. I zdzdxdy— | | [ zdz dx dy
. A fiy? llixziyz

-2_ l4_y2 _Jax2_y?

En los problemas del 26 al 29 dibuje el sélido sobre el cual se integra y plantee la integral en

coordenadas esféricas.

2 ax? |8-x’-y?
27. I=j j | z dzdydx
2 Jaxt 2
29. I I I dz dy dx
-2 W x2+y?
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Respuestas:

26)
rr
221
I =III p* sen®® sen6 dp dodd
000
27)
X27[\/§ 3
=71 | p°sengcosqodpdodd
00 O
28)
z
421 6C0sp
I=17 1 p®sendcosddpdodd
00 3secy
29)
v
274 2seC ¢
4 = ]] [t doaao
00 0
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30. Plantee y calcule una integral triple para hallar el volumen del sdélido limitado por las gréficas
de ecuaciones: xX=4— y2, z=0, z=x,con y>0
128

Respuesta: V (Q) = [[fdV = Jg fgfyz Ja( dz dx dy = E
Q

31. Plantee y calcule, en coordenadas cilindricas, la integral que da el volumen del sélido Q
acotado por las graficas de las superficies de ecuaciones z=2, z=4, x2 + y2 =1y X2 + y2 =25

N

/4

Respuesta: V (Q) = |
0

b e—a

4
[ rdzdrdo=48xn
2

32. Plantee y calcule, en coordenadas esféricas, la integral que da el volumen del sélido Q acotado
por las graficas de las superficies de ecuaciones x? + y2 +2%2=1 y X2 + y2 +2%=25.

2z
496 &
Respuesta: V (Q) = I
0 3

P e 01

T
I plseng dg dp do =
0

33. Calcule el volumen del sélido que esta encima del cono de ecuacion 22 =x2+ y2 y dentro de

la esfera de ecuacion x? +y? +z2 =4z

Respuesta: 87

34. Calcule el volumen del sdélido acotado por las superficies de ecuaciones z = y2, z=0, x=1,
x=0, y=-1, y=0.

Respuesta: —
3

35. Demuestre usando integrales triples que el volumen de un cilindro de radio R y altura h es
V =nR?h.

4
36. Demuestre usando integrales triples que el volumen de una esfera de radio R es V =§n RE.

37. Calcule la masa del sélido que estd dentro de la esfera de ecuacién p=2 vy fuera de la esfera
de ecuaciéon p=1, suponiendo que la densidad de masa en un punto P es directamente
proporcional al cuadrado de la distancia de P al centro de la esfera.

124k n

Respuesta: (k es la constante de proporcionalidad)
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38. Halle la masa de un sdlido cilindrico de altura h y radio a, suponiendo que la densidad en cada
punto P(x, y,z) es proporcional a la distancia entre el punto Py la base del sélido.

2,2
Respuesta: ——— (k es la constante de proporcionalidad)

39. Determine las coordenadas del centro de masa de un sélido de densidad constante que esta
acotado inferiormente por el plano xy, superiormente por el cono de ecuacién z =w/x2 + y2 y

lateralmente por el cilindro de ecuacién x? +y? =1.

3
Respuesta: Xy = Y =0, Iy :g

40. Halle el momento de inercia con respecto a cada uno de los ejes de coordenadas del sélido

definido por: —ESXSE, —ES ySE y —ESZSE, si este tiene densidad de masa 6
2 2 2 2 2 2

constante.

Respuesta: Ix = a?;é‘ (bz +C2), Iy = al;;é (az +Cz), |Z =a:-)—g5(a2 +b2)
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