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INTRODUCCIÓN 

 
 
La presente publicación ha sido elaborada con el propósito de contribuir y facilitar el aprendizaje 
de los distintos temas de cálculo diferencial e integral de funciones reales de varias variables. 
 
Al principio de cada capítulo se presenta un resumen de las definiciones, teoremas y propiedades 
más importantes que se requieren para la resolución de los ejercicios y problemas. En la solución 
de los problemas se ha tratado de utilizar un lenguaje sencillo, claro y preciso que facilite la 
comprensión de conceptos, propiedades y teoremas importantes, y que además propicie la 
adquisición de las destrezas necesarias para realizar cálculos con precisión. Los ejercicios resueltos 
han sido escogidos de tal forma que involucren los aspectos más importantes de los temas a 
estudiar en este curso. Se incluyen además ejercicios integradores de asignaturas previas que 
permitan establecer relaciones entre ellas. 
 
La sección “Problemas propuestos” tiene por finalidad incentivar en el estudiante la revisión y 
aplicación de los conceptos estudiados  y además, que adquiera destrezas técnicas y compruebe 
por sí mismo el progreso alcanzado.  
 
El libro consta de siete capítulos, contiene 156 ejercicios resueltos y 279 ejercicios propuestos con 
sus respuestas. Además se incluyen algunas gráficas de regiones planas y superficies en el espacio 
que son indispensables para visualizar de forma más simple la resolución de algunos problemas. 
Los contenidos que se desarrollan en cada uno de los siete capítulos se especifican a continuación. 
 
El capítulo I trata acerca del dominio y las gráficas de funciones reales de varias variables. El 
capítulo II  contiene problemas dirigidos a la comprensión del concepto de límite y continuidad de 
dichas funciones. La diferenciación de funciones se estudia en el capítulo III. El capítulo IV contiene 
problemas de coordenadas polares.  El capítulo V trata las integrales dobles en coordenadas 
cartesianas y polares. Los problemas acerca de coordenadas cilíndricas y esféricas se encuentran 
en el capítulo VI. Finalmente, el capítulo VII se dedica a ejercicios y problemas de integrales triples 
en coordenadas cartesianas, cilíndricas y esféricas. 
 
Por último, queremos expresar nuestros mejores deseos para que este material sea útil y 
esperamos recibir todas las observaciones que se consideren pertinentes que, estamos seguras 
permitirán mejorar las próximas versiones de este libro. 
 
 
 
 
Nota: Las figuras en tres dimensiones fueron elaboradas con el software MAPLE 12, y las gráficas 
en dos dimensiones se hicieron con el software GEOGEBRA. 
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DOMINIO Y GRÁFICAS DE FUNCIONES DE VARIAS 
VARIABLES 

 
 
Definiciones, propiedades y teoremas importantes 
 
 
Definición 1.1: Sea 2RD ⊆ , una función f  real de dos variables reales es una relación que a todo 
par Dyx ∈),( , le asigna un único número real ),( yxf . El conjunto D es el dominio de f  y su rango 
es el conjunto de todos los valores que toma ),( yxf . 
 
Definición 1.2: Si f es una función de dos variables con dominio 2RD ⊆ , entonces la gráfica de f  
es el conjunto de todos los puntos P del espacio cuyas coordenadas 3),,( Rzyx ∈  y verifican las 
condiciones ),( yxfz =  y Dyx ∈),( . 
 
Definición 1.3: Sea 3RD ⊆ , una función f  real de tres variables reales es una relación que a toda 
terna Dzyx ∈),,( , le asigna un único número real ),,( zyxf . El conjunto D es el dominio de f  y 
su rango es el conjunto de todos los valores que toma ),,( zyxf . 
 
Definición 1.4.: Las curvas de nivel de una función f de dos variables son las curvas de ecuación 

kyxf =),( , donde k es una constante en el rango de f. 
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Problemas resueltos 
 
 

1. Determine y grafique el dominio de la función f definida por ( ) yxyxxyxf 242, 2 −−+= . 
 
Solución: 
 
La función está definida ( ( )yxf ,  es un número real) si 0242 2 ≥−−+ yxxyx , es decir 
 

( ){ }0242R,Dom 22 ≥−−+∈= yxxyxyxf  
Como 

0242 2 ≥−−+ yxxyx ( )( ) ⇔≥+−⇔ 0212 yxx  
 

02y012ó02y012 ≤+≤−≥+≥−⇔ yxxyxx  
Se tiene que:  

( )






 −≤≤−≥≥∈=

2
yó

2
yR,Dom 2

1
2
12 xyxxyxyxf  

 
Para graficar el dominio hay que considerar los casos: 

 

Caso I:  
2
1

≥x    y  
2
xy −≥ . 

 

De 
2
1

≥x  se obtiene la ecuación 
2
1

=x  que corresponde a una 

recta que divide al plano en dos regiones y sólo una de ellas 
satisface la inecuación dada. Para determinar la región, se 
selecciona cualquier punto que no esté en la frontera, por 
ejemplo ( )2,1P , y se analiza si satisface o no la desigualdad. 

Como 
2
11> se tiene que todos los puntos que están del mismo 

lado de la recta que P  satisfacen la inecuación 
2
1

≥x . 

 
 

 
 

 
 

 

De 
2
xy −≥  se obtiene la ecuación 

2
xy −=  que corresponde a 

una recta que divide al plano en dos regiones y sólo una de 
ellas satisface la inecuación dada. Para determinar la región, se 
selecciona cualquier punto que no esté en la frontera, por 
ejemplo ( )1,0 −Q  y se analiza si satisface o no la desigualdad. 
Como 01<− se tiene que todos los puntos que están del lado 
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contrario de la recta que Q satisfacen la inecuación 
2
xy −≥ . 

 
 
 
El conjunto de todos los puntos del plano que satisfacen  las 

dos desigualdades 
2
1

≥x  y  
2
xy −≥  pertenecen a la 

intersección de las dos regiones anteriores, se obtiene así la 
región mostrada en la figura.  

 

 

Caso II:  
2
1

≤x  y  
2
xy −≤ . 

 

En este caso se obtienen las ecuaciones de las rectas 
2
1

=x  y 

2
xy −=  que representan las mismas rectas anteriores, 

siguiendo un procedimiento similar al caso I, resulta que el 
conjunto de todos los puntos del plano que satisfacen  las dos 

desigualdades 
2
1

≤x   y  
2
xy −≤  pertenecen a la región 

mostrada en la figura. 
 
 

 

 

 
El dominio corresponde al conjunto de todos los puntos del 
plano que satisfacen uno de los dos casos anteriormente 
estudiados.  

 
En conclusión, el dominio corresponde a la región sombreada 
en la figura. 

 
 

 

2. Determine y grafique el dominio de la función h  definida por ( ) ( ) y
x

xyyxh −+= 12arccos, . 
 
Solución: 
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( ){ }01y11/,Dom 2 >−≤≤−∈= yxyRyxh  

                       ( ){ }∩≤≤−∈= 11:, 2 xyRyx ( ){ }1:, 2 <∈ yRyx  
 

                                   ( ){ }∩≤≤−∈= 1y1:, 2 xyxyRyx ( ){ }1:, 2 <∈ yRyx  
 

De las desigualdades involucradas en el dominio se pueden deducir las ecuaciones: 
 
a) 1=xy  
b) 1−=xy  
c) 1=y  

 
Que al representarlas gráficamente se obtienen las curvas: 
 
 

1=xy  1−=xy  1=y  

   
 

Cada gráfica divide  al plano en dos regiones disjuntas. Para seleccionar la región cuyos puntos 
satisfacen la desigualdad planteada se debe seleccionar un punto convenientemente, como en el 
ejercicio anterior. 
 
Por lo tanto, el dominio corresponde al conjunto de 
todos los puntos del plano que satisfacen las tres 
desigualdades, es decir, el dominio corresponde a 
la región que se muestra en la figura. 

 

 
 
3. Determine y grafique el dominio de la función f definida por  

( ) ( ) 22411ln, yxxxyyxf −−−−−−= . 
 
Solución: 
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( ){ }04y011R,Dom 222 ≥−−>−−−∈= yxxxyyxf  
 
De las desigualdades involucradas en el dominio se pueden deducir las ecuaciones: 
 
a) 11 −+= xy                                   b) ( ) 4204 2222 =+−⇔=−+ yxxyx  
 
Que al representarlas gráficamente se obtiene las curvas: 
 

11 −+= xy  ( ) 42 22 =+− yx  

  
Cada gráfica divide  al plano en dos regiones disjuntas. Para seleccionar la región cuyos puntos 
satisfacen la desigualdad planteada se debe seleccionar un punto convenientemente. 
 
Observe que  

( ) 420404 222222 ≤+−⇔≤−+⇔≥−− yxxyxyxx  
Y 

11011 −+>⇔>−−− xyxy      (*) 
 
 
Luego, el dominio de la función es el conjunto de 
puntos del círculo de centro ( )0,2C  y radio 2 que 
satisfacen la desigualdad (*). 
 
Por lo tanto, el dominio corresponde a la región 
sombreada en la figura. 

 

 
 
4. Determine y grafique el dominio de la función f definida por 

( ) ( )2275ln, 22 −++= − yxeyxf y . 
 
Solución: 

( ){ }022750R,Dom 222 >−+≥−∈= yxyyyxf  
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1

7
1

5
2

227502275
22

2222 >+⇔>+⇔>−+
yxyxyx  

 

De esta inecuación se obtiene la ecuación 1

7
1

5
2

22

=+
yx  que corresponde a la de una elipse 

centrada en el origen que interseca al eje x en los puntos de coordenadas 









− 0,

5
24

 y  









0,

5
24

 e 

interseca al eje y en los puntos de coordenadas 







−

7
1,0  y 









7
1,0 .  

 
 
Luego, el dominio de la función f  corresponde 
a los puntos del exterior de la elipse, que 
tienen ordenada negativa o igual a 0, es decir, 
los puntos del exterior de la elipse que están 
ubicados en el tercer ó cuarto cuadrante o en 
el eje x, como se muestra en la figura. 
 
 

 
 

5. Determine y grafique el dominio de la función f  definida por 

 

( )
2

22

1664

2816
,

xxy

yxx
yxf

−++−

−−−
= . 

Solución: 
 

( ){ }01664y02816/,Dom 2222 >−++−≥−−−∈= xxyyxxRyxf  

                              ( ) ( ) ( ){ }2222 8y368/, −>≤+−∈= xyyxRyx  
 
De las desigualdades involucradas en el dominio se pueden deducir las ecuaciones: 
 
a) ( ) 36802816 2222 =−+⇔=−−− xyyxx  

b) ( )22 801664 −=⇔=−++− xyxxy  
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La primera corresponde a la ecuación de una circunferencia de centro ( )0,8C  y radio 6, mientras 
que la segunda corresponde a la ecuación de una parábola que abre hacia arriba y cuyo vértice es 
el punto ( )0,8C . 
 
Cada gráfica divide  al plano en dos regiones disjuntas. Para seleccionar la región cuyos puntos 
satisfacen la desigualdad planteada se debe seleccionar un punto convenientemente. 
 
 
Por lo tanto, el dominio de la función f  es el 
conjunto de todos los puntos del plano que 
pertenecen a la circunferencia y a su interior, 
y también son interiores  a la parábola como 
se observa en la región sombreada en la 
figura. 
 

 
 
 

6. Determine y grafique el dominio de la función g definida por ( ) 2122ln),( yxexyyxg −−−−−= . 
 

Solución: 
( ){ }0102/,Dom 222 ≥−−>−−∈= yxyxyRyxg  

( ){ }∩>−−∈= 02/,Dom 22 xyRyxg ( ){ }01/, 22 ≥−−∈ yxRyx  
 
Consideremos las ecuaciones 

⇔=−− 02 2xy 22 xy −=  
 

⇔=−− 01 2yx 21 yx −=  
 

Al representar gráficamente dichas ecuaciones se obtienen dos parábolas, cada una de las cuales,  
divide al plano en dos regiones disjuntas, y sólo una de ellas satisface la inecuación planteada. 
 
En conclusión, 
 

( ){ }222 12/,Dom yxyxyRyxg −≤−<∈=  
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Es decir, es el conjunto de todos los puntos del plano 
que pertenecen al interior de la parábola de ecuación 

22 xy −= ; y al interior y la frontera de la parábola de 
ecuación 21 yx −= , mostrada en la región sombreada 
de la  figura. 

 

 

 
7. Determine y grafique el dominio de la función h definida por ( )yxyxh += arcsen),( . 
 
Solución: 

( ){ }11/,Dom 2 ≤+≤−∈= yxRyxh  
 
De la doble desigualdad 11 ≤+≤− yx , se obtienen las ecuaciones 
 

1=+ yx  y 1−=+ yx  
 
Que corresponden a dos rectas en el plano. Cada recta 
separa el plano en dos semiplanos y al sustituir puntos 
convenientes se obtiene que, el dominio de la función h 
es el conjunto de todos los puntos del plano que están 
entre y sobre las dos rectas mostradas en la figura. 

 

 

 

8. Determine el dominio de  la función h  definida por ( )
222,,

zyx
xyzzyxh

++
= . 

Solución: 
 

( ){ } ( ){ }00,00:,,Dom 32223 −=≠++∈= RzyxRzyxh  
 
 
9. Determine el dominio  de  la función f  definida por ( ) zyxzyxf costan2,, ++= . 
 
Solución: 
 

( )






 ∈π+

π
≠∈= ZkkxRzyxf ,

2
:,,Dom 3 ( )







 ∈+=∈−= ZkkxRzyxR ,

2
:,, 33 ππ  
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10. Determine el dominio de  la función g  definida por ( )
yx

y
zyxg

z
x

3
21

,,
+
+−

= . 

 
Solución: 
 

( ){ }∩≥−∈= 01:,,Dom 3 yRzyxg ( ){ }∩≠+∈ 03:,, 3 yxRzyx ( ){ }0:,, 3 ≠∈ zRzyx  
 

                   ( )






 −≠≠≤∈=

3
,0,1:,, 3 xyzyRzyx  

11. Determine y describa el dominio de la función h definida por  

 

( )
626

)arctan(,,
222 ++−++

++
=

zxzyx

zyxzyxh  

Solución: 
⇔=−− 01 2yx 21 yx −=  
 

La función h está definida ( ( )zyxh ,,  es un número real) si y sólo si  0626222 >++−++ zxzyx . 
 
Como 

( ) ( ) 4130626 222222 >+++−⇔>++−++ zyxzxzyx  
 

Se obtiene que el dominio de la función h  es el conjunto: 
 

( ) ( ) ( ){ }413:,,Dom 2223 >+++−∈= zyxRzyxh  
 
Dado que  ( ) ( ) 413 222 =+++− zyx  es la ecuación de una esfera de centro ( )1,0,3 −P  y radio 2, 
el dominio de la función h  es el conjunto de todos los puntos del espacio que son exteriores a 
dicha esfera. 
 
12. Determine y grafique el dominio de la función f definida por 
 

( ) 













 −+−++=

3
12ln),( 22 yxyxxyxf  

 
Solución: 
 

( ) ( )








>





 −+−+≥∈= 0

3
12y0:,Dom 222 yxyxxRyxf  

 
i) De 0≥x  se deduce que la región corresponde a todos los puntos del primer y cuarto cuadrante 
incluyendo el eje y. 



 
 
 

 
 
 

16 

ii)                    ( ) ( ) ( )0,0,0
3
120

3
1222 ≠>






 −+−⇒>






 −+−+ yxyyxyxyx   

 

De la desigualdad  0
3
12 >−+− yx  se deduce la ecuación 

 

6
1

2
10

3
12 +=⇔=−+− xyyx  

 
Que es la ecuación de una recta en el plano, que lo separa en dos regiones disjuntas. Se puede 
deducir tomando un punto de una de las regiones, por ejemplo ( )1,0P , que los puntos que están 
del mismo lado de la recta que el punto P son los que satisfacen la desigualdad. 
 
 
De i) y ii)  al intersecar las dos regiones obtenidas se 
concluye que el dominio de la función  f es la región del 
plano sombreada en la figura. 
 

 

 
13. Dadas las funciones  f  y  g  definidas por  
 

142),( 22 −−−−= yxyxyxf  y 
xy

yxg
+

=
5),(  

 
Considere la función  h  definida por  ( ) ( ) ( )yxgyxfyxh ,,, = , determine y represente 
gráficamente el dominio de la función  h. 
 
Solución: 

( ){ }00;0142/,Dom 222 ≥≠+≥−−−−∈= xyxyyxyxRyxh     (*) 

 

( ) ( ) 42101420142 222222 ≤++−⇒≤++−+⇒≥−−−− yxyxyxyxyx    

 xyxy −=⇒=+ 0  

 

( ) ( ) ( ){ }421/,Dom 222 ≤++−∈= yxRyxf ( ){ }xyRyx −≠∈∩ /, 2 ( ){ }0/, 2 ≥∈∩ xRyx   (**) 

Y su gráfica se muestra a continuación: 
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14.  Dada la función f  definida por ( )













<≤≤<
<+≥≥+

≤+<

=
01-y10si0

1y0,0si3

1y0si1

, 2

22

yx
yxyxyx

yxx
x

yxf  

 
a) Represente gráficamente el dominio de f. 
b) Halle, en caso de ser posible:  

i) ( )0,0f     ii) ( )0,1−f    iii) ( )0,3f   iv) 







2
1,

4
1f   v) 






 −

2
1,

2
1f   vi) 






 −

2
1,0f    v) 








2
1,

2
1f  

 
Solución: 
 
a) Para representar gráficamente el dominio de f se debe considerar la unión de tres regiones que 
se obtienen al representar gráficamente las condiciones indicadas en la definición de f, que son: 
 
I) 10 22 ≤+< yxyx , que corresponden a la región 
sombreada en la figura.  
 

 



 
 
 

 
 
 

18 

II) 10,0 <+≥≥ yxyyx , que corresponden a la 
región sombreada en la figura.  
 

 
  
 
 
III) 0110 <≤−≤< yyx , que corresponden a la 
región sombreada en la figura.  
 

 
 
De I), II) y III) se tiene que la representación del dominio 
de f viene dada por la región sombreada en la figura. 

 
 

b) i) ( ) 00300,0 2 =⋅+=f     ya que  10,0 <+≥≥ yxyyx  

ii) ( ) 1
1

10,1 −=
−

=−f    ya que 10 22 ≤+< yxyx  

 iii) ( )0,3f  no existe ya que ( ) fDom0,3 ∉    

iv) 
16
25

2
13

4
1

2
1,

4
1 2

=⋅+





=






f    ya que  10,0 <+≥≥ yxyyx  
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v) 0
2
1,

2
1

=





 −f     ya que 0110 <≤−≤< yyx  

vi) 





 −

2
1,0f   no existe ya que fDom

2
1,0 ∉





 −     

v) 







2
1,

2
1f  no existe ya que fDom

2
1,

2
1

∉





    

 
 
15.  Determine el dominio, el rango y grafique la función f definida por 223),( yxyxf ++−= . 
Solución: 
 
El dominio de la función f  es  
 

2Dom Rf =  
 
Para obtener el rango, observe que 022 ≥+ yx , y por lo 
tanto, las imágenes son todas mayores o iguales que -3, en 
consecuencia 
 

[ )∞+−= ,3R fg  
Para obtener la gráfica de la función se considera 

),( yxfz = . 

Como 223 yxz ++−=  es la ecuación de un paraboloide 
que abre hacia arriba y que interseca al eje z en el punto 
( )3,0,0 −  se tiene que la gráfica de la función es la 
superficie mostrada en la figura. 
 

 

 
16.  Determine el dominio, el rango y grafique la función f  definida por 21),( yyxf −= . 
 
Solución: 
 
El dominio de la función f  es el conjunto 
 

2Dom Rf =  
 

Para obtener el rango, observe que 02 ≤− y , y por lo tanto, las imágenes son todas menores o 
iguales que 1, en consecuencia 
 

( ]1,R ∞−=fg  
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Para obtener la gráfica de la función se considera 
),( yxfz = . 

 
Como 21 yz −=   no depende de x, la ecuación 
corresponde a una superficie que se extiende 
paralelamente al eje x, y cuya proyección en el plano yz es 
la parábola de ecuación 21 yz −= , que abre hacia abajo y 
que interseca al eje z en el punto ( )1,0,0 . En 
consecuencia, la gráfica de la función es la superficie 
mostrada en la figura anexa. 
  
 

17.  Determine el dominio, el rango y grafique la función f definida por 2292),( yxyxf −−+=
. 
 
Solución: 
 

),( yxf  es un número real si 09 22 ≥−− yx . 
 

909 2222 ≤+⇔≥−− yxyx  
 
Luego, el dominio de la función f  es el conjunto 
 

( ){ }9/,Dom 222 ≤+∈= yxRyxf  
 

Como ( ) 390 22 ≤+−≤ yx  se tiene que 5922 22 ≤−−+≤ yx , en consecuencia  
 

[ ]5,2R =fg  
 

Para obtener la gráfica de la función se considera ),( yxfz = . 
 

( ) ( ) 92929292 2222222222 =−++⇒−−=−⇒−−=−⇒−−+= zyxyxzyxzyxz  
 
La ecuación  corresponde a la de una esfera de centro  y radio 3, 
luego, la gráfica de la función f  corresponde al casquete superior de la esfera que se muestra en la 
siguiente figura. 
 

( ) 92 222 =−++ zyx ( )2,0,0C
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18. Determine e identifique la ecuación de la curva de intersección de las gráficas de las funciones 
f  y g definidas por  22),( yxyxf +=   y  229),( yxyxg −−= . 
 
Solución: 

=+ 22 yx
2
99229 222222 =+⇔=+⇔−− yxyxyx  

Y 

2
9

2
922 =⇒=+ zyx ,  ya que  zyx =+ 22  

 
Las gráficas se intersecan en una circunferencia de ecuación   
 









=

=+

2
9

2
922

z

yx
 

 

Observe que la circunferencia queda en el plano de ecuación 
2
9

=z . 

 
19. Sea f  el campo escalar definido por xyyxf sen),( −= . Dibuje las curvas de nivel para 

4,4,2,2,0 −−=k . 
 
Solución: 
 
Las curvas de nivel son las gráficas en el plano xy de ecuaciones de la forma kyxf =),( , es decir, 
 

   ó    
 

Las curvas de nivel, para los valores de k indicados se muestran en la figura. 

kxy =− sen xky sen+=
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20. Sea f  el campo escalar definido por 1346),( 22 +−++= yxyxyxf . Dibuje e identifique las 
curvas de nivel para 3,2,1,0=k . 
 
Solución: 
 
Las curvas de nivel son las gráficas en el plano xy de ecuaciones de la forma kyxf =),( , es decir, 

kyxyx =+−++ 134622  
   ó    

( ) ( ) kyx =−++ 22 23  
 
 
Las curvas de nivel, para los valores de k 
indicados se muestran en la figura. 
 
 
Observe que estas son circunferencias de 
centro ( )2,3−  para 0>k . 

 

 
 
21. Una placa plana rectangular de metal está ubicada en el plano xy  de forma tal que la 
temperatura ( )yxT ,  en cualquier punto de la placa es inversamente proporcional a la distancia 
del punto ( )yxP ,   (de la placa) al origen. 

 
a) Halle la función que define la temperatura ( )yxT ,  en cualquier punto de la placa. 
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b) Si 1=k , halle y grafique para 2,1,
2
1

=k  las curvas isotérmicas. 

c) Determine el dominio de ( )yxT , . Diga el significado físico del dominio de la función T respecto 
a la placa. 
 
Solución: 
 

a) La distancia de un punto ( )yxP ,  al origen viene dada por 22 yx + . Como la temperatura en 
P es inversamente proporcional a la distancia al origen, resulta  
 

( )
22

,
yx

yxT
+

=
λ  

     

b) Si 1=k , las isotermas para 2,1,
2
1

=k  son circunferencias 

concéntricas de centro (0,0) y radios 2, 1 y 
2
1  respectivamente, 

como se observan en la figura. 
 

 
 
     
c) ( ){ }0,0RDom 2 −=T . Interpretación física: La temperatura permanece constante a lo largo de 
las curvas isotérmicas y se observa que a medida que las curvas isotérmicas se alejan de la fuente, 
la temperatura disminuye. Pero a medida que las curvas se acercan al origen la temperatura 
aumenta, esto nos dice que en ese punto hay una concentración de calor, o sea, una fuente. 
 
22. a. Identifique y grafique las superficies de ecuaciones  2=+ zy  y 2xy = . 
b. Grafique el sólido limitado por las superficies dadas y el plano xy. 
c. Halle la proyección del sólido en el plano xz. 
 
Solución: 
 
a) Como 2=+ zy   no depende de x, la ecuación 
corresponde a un plano que se extiende paralelamente 
al eje x, y cuya proyección en el plano yz es la recta de 
ecuación 2=+ zy . La gráfica de la superficie se 
muestra en la figura. 
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Como 2xy =   no depende de z, la ecuación 
corresponde a una superficie que se extiende 
paralelamente al eje z, y cuya proyección en el plano xy 
es la parábola de ecuación 2xy = . La gráfica de la 
superficie se muestra en la figura. 
 
 

 
 
 
b) El sólido resultante es la región del espacio limitado 
por las dos superficies dadas y el plano xy como se 
observa en la figura. 
 
 

 
c) Para hallar la proyección del sólido en el plano xz se 
debe determinar la curva de intersección de ambas 
superficies, y para ello se debe resolver el sistema de 
ecuaciones  





=
=+

2

2
xy

zy
 

 
zyzy −=⇒=+ 22  

 
Al sustituir el valor de y en la segunda ecuación se 
obtiene la parábola de ecuación 
 

22 xz =−     ó    22 xz −=  
 

Luego, la proyección del sólido en el plano xz es la 
región mostrada en la figura. 

 

 

 
23. a. Identifique y grafique las superficies de ecuaciones  4=+ yx  y 24 xz −= . 
b. Grafique el sólido que está en el primer octante limitado por las superficies dadas. 
c. Halle la proyección del sólido en el plano yz, y dibuje la proyección de la curva de intersección de 
ambas superficies. 
 
Solución: 
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a) Como 4=+ yx  no depende de z, la ecuación 
corresponde a un plano que se extiende paralelamente 
al eje z, y cuya proyección en el plano xy es la recta de 
ecuación 4=+ yx . La gráfica de la superficie se 
muestra en la figura. 

 
 

 
 
Como 24 xz −=  no depende de y, la ecuación 
corresponde a una superficie que se extiende 
paralelamente al eje y, y cuya proyección en el plano xz 
es la parábola de ecuación 24 xz −= . La gráfica de la 
superficie se muestra en la figura. 
 
 

 
 
 
 
 
El sólido resultante es la región del espacio limitado por 
las dos superficies dadas y los planos coordenados 
como se observa en la figura. 
 
 

 
c) Para hallar la proyección del sólido en el plano yz se 
debe determinar la curva de intersección, y para ello se 
debe resolver el sistema de ecuaciones  





−=
=+

24
4

xz
yx

 

 
yxyx −=⇒=+ 44  

Al sustituir el valor de x en la segunda ecuación se 
obtiene la parábola de ecuación 

( )244 yz −−=      
Luego, la proyección del sólido en el plano yz es la 
región mostrada en la figura. 

 

 

 
24. a. Identifique y grafique las superficies de ecuaciones  6=+ zx  y 24 yx −= . 
b. Grafique el sólido que está en el primer octante limitado por las superficies dadas. 
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c. Halle la proyección del sólido en el plano yz, y dibuje la proyección de la curva de intersección de 
ambas superficies. 
 
Solución: 
 
 
a) Como 6=+ zx  no depende de y, la ecuación corresponde a 
un plano que se extiende paralelamente al eje y, y cuya 
proyección en el plano xz es la recta de ecuación 6=+ zx . La 
gráfica de la superficie se muestra en la figura. 

 
 

 
 
 
Como 24 yx −=  no depende de z, la ecuación corresponde a 
una superficie que se extiende paralelamente al eje z, y cuya 
proyección en el plano xy es la parábola de ecuación 24 yx −= . 
La gráfica de la superficie se muestra en la figura. 
 
 

 
 
 
 
 
b) El sólido resultante es la región del espacio limitado por las 
superficies dadas como se observa en la figura. 
 
 

 
 
 
c) Para hallar la proyección del sólido en el plano yz se debe determinar la curva de intersección, y 
para ello se debe resolver el sistema de ecuaciones  
 





−=
=+

24
6
yx

zx
 

 
zxzx −=⇒=+ 66  

 
Al sustituir el valor de x en la segunda ecuación se 
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obtiene la parábola de ecuación 
 

22 yz +=      
 

Luego, la proyección del sólido en el plano yz es la 
región mostrada en la figura. 

 
 
 
25. a. Identifique y grafique las superficies de ecuaciones  3=+ zy  y 21 xz −= . 
b. Grafique el sólido limitado por las superficies dadas y por los planos de ecuaciones 0=y  y 

0=z . 
c. Halle la proyección del sólido en el plano xy, y dibuje la proyección de la curva de intersección 
las superficies dadas en a). 
 
Solución: 
 
 
a) Como 3=+ zy  no depende de x, la ecuación corresponde a 
un plano que se extiende paralelamente al eje x, y cuya 
proyección en el plano yz es la recta de ecuación 3=+ zy . La 
gráfica de la superficie se muestra en la figura. 

 
 

 
 

 
 
Como 21 xz −=  no depende de y, la ecuación corresponde a 
una superficie que se extiende paralelamente al eje y, y cuya 
proyección en el plano xz es la parábola de ecuación 21 xz −= . 
La gráfica de la superficie se muestra en la figura. 
 

 
 
 
 
El sólido resultante es la región del espacio limitado por las tres 
superficies dadas como se observa en la figura. 
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c) Para hallar la proyección del sólido en el plano xy se debe determinar la curva de intersección, y 
para ello se debe resolver el sistema de ecuaciones  
 





−=
=+

21
3

xz
zy

 
 

 
Al sustituir el valor de z en la segunda ecuación se obtiene la parábola de ecuación  
 
 
Luego, la proyección del sólido en el plano xy es 
la región mostrada en la figura. 
 

 
 
26. Dadas las funciones f, g, h y t definidas por ( ) 22, yxyxf += , ( ) 22, yxyxg −= , ( ) xxh cos=  
y ( ) xxt sen= , halle, si es posible: 
a) ( )( )yxgf ,+      b) ( )( )yxgt ,     c)  ( ) ( )( )yxgyxfg ,,,      d) ( )( )yxgf ,       e) ( ) ( )( )xtxhf ,  
 
Solución: 
 
a) ( )( ) ( ) ( ) 22222 2,,, xyxyxyxgyxfyxgf =−++=+=+       
 
b) ( )( ) ( ) ( )2222, yxsenyxtyxgt −=−=      
 

c)  ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 222222222222 4,,,, yxyxyxyxyxgyxgyxfg =−−+=−+=       
 
d) ( )( )yxgf ,   no se puede calcular ya que ( )yxg ,  es un escalar (un número real) y f  es una 
función de dos variables. 
 
e) ( ) ( )( ) ( ) 1sencossen,cos, 22 =+== xxxxfxtxhf  

yzzy −=⇒=+ 33
22 xy +=
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Problemas propuestos 
 
 
En los problemas del 1 al 6  determine y grafique el dominio de  la función definida. 
 

1. ( )
yx

xyyxf
2

,
−

=                    2. ( ) y
x

exyxf −−= 1,            3. ( ) 2, xyyxg −=  

 

4. ( )
2216

1,
yx

yxh
−−

=          5. ( ) ( )yxyxf += ln,         6. 
4 22 142

2),(
−−−−

=
yxyx

yxf  

Respuestas: 
 

1) ( ){ }02IR,Dom 2 ≠−∈= yxyxf  

 
 

 
 
 

2) ( ){ }10R,Dom 2 ≤≠∈= xyyyxf  

 
 

 
 
 
 

3) ( ){ }22R,Dom xyyxg ≥∈=  
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4) ( ){ }16R,Dom 222 <+∈= yxyxh  
 

 

 
 

 

5) ( ){ }xyRyxf −≥∈= 1:,Dom 2  

 
 

 
 

6) ( ) ( ) ( ){ }421/,Dom 222 <++−∈= yxRyxf  

 
 

 

 
En los problemas del 7 al 12 determine el dominio de  la función definida. 
 

7. ( )
2

,,
2

−
+

=
z

yxzyxg                                              8. ( )
9

1,,
222 −++

=
zyx

zyxf  

 

9.  ( )
444

10,,
222 ++−++

=
zyzyx

zyxg            10. ( ) ( )22216ln,, zyxzyxh ++−=  

11. ( ) 21 4,, 2 yezyxf z
x

−+= −                              12. ( ) 










−
=

4
1arctan,,

zx
zyxh  

Respuestas: 7) ( ){ }2:,,Dom 3 ≠∈= zRzyxg             8) ( ){ }9:,,Dom 2223 >++∈= zyxRzyxf  

9) ( ) ( ) ( ){ }422R,,Dom 2223 >++−+∈= zyxzyxg    10) ( ){ }16:,,Dom 2223 <−−∈= zyxRzyxh  

11) ( ){ }211:,,Dom 3 <−≠≠∈= yyzyzRzyxf    12) ( ){ }4:,,Dom 3 ≠∈= xzRzyxh  
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En los problemas del 13 al 18 determine el dominio, el rango y grafique la función definida. 
 

13.  22),( xyxf +=                     14. 22 42),( yxyxf +=    15.  22),( yxyxf +−=  
 

16.  229),( yxyxf −−−=        17. yyxf += 4),(            18. 23),( yyxf +=  
 
Respuestas: 
 
13) 

 
 
 
 

2Dom Rf =  

[ )∞+= ,2R f  

 
 
14) 

 
 
 
 

2Dom Rf =  

[ )∞+= ,0R f  

 
 
15) 

 
 
 
 
 

2Dom Rf =  

( ]0,R ∞−=f  
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16) 

 
 
 
 

 
 

( ){ }9:,Dom 222 <+∈= yxRyxf  

( ]0,R ∞−=f  

 
 
17) 

 
 
 
 
 

2Dom Rf =  

Rf =R  

 
 
18) 

 
 
 
 

2Dom Rf =  

[ )∞+= ,3R f  

 
 
 
En los problemas del 19 al 22 identifique y dibuje las curvas de nivel de los campos escalares 
definidos para los valores de k  indicados. 
 
 
19. yxyxf 23),( −= ; 12,12,8,8,4,4,0 −−−=k         20. 2),( xyyxf −= ; 4,3,2,2,0 −−=k  
 

21. xyyxf =),( ; 8,4,1,
4
1

=k                                      22. 224),( yxyxf += ; 16,9,4,0=k  
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Respuestas: 
 
19) Las curvas de nivel son las gráficas de las ecuaciones de la 
forma 
 

22
3 kxy +=  

 
en el plano xy. Estas son rectas paralelas. 

 
 
20) Las curvas de nivel son las gráficas de las ecuaciones de la 
forma 
 

kxy += 2  
 

en el plano xy. Estas son parábolas. 

 
 
21) Las curvas de nivel son las gráficas de las ecuaciones de la 
forma 
 

x
ky = , 0≠x  

 
en el plano xy. Estas son hipérbolas. 
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22) Las curvas de nivel son las gráficas de las ecuaciones de la 
forma 
 

kyx =+ 224  
 

en el plano xy. Estas son elipses para 0>k , centradas en el 
origen. 

 
 

23.  Dada la función g  definida por ( )













≥≥
−+

<≤−≤≤

<−−−<
+

=

0y2si
1

1
21y0si0

01y1si
1

1

,

22

2

yx
yx

xxy

xyx
x

yxg  

 
a) Represente gráficamente el dominio de g. 
b) Halle, en caso de ser posible,: ( )0,0g ; ( )0,1g ;  ( )6,0 −g  ; ( )4,0g ;   ( )1,5 −−g ;   ( )5,3g ;   
( )4,3 −−g  .   

 
Respuesta: 
 
( ) 00,0 =g ;  ( ) 00,1 =g ;  ( )6,0 −g  no existe ;  ( )4,0g no existe;   

( )1,5 −−g  no existe;   ( )
33
15,3 =g ;   ( )

2
14,3 −=−−g .   
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LÍMITE Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE VARIAS 
VARIABLES 

 
 
Definiciones, propiedades y teoremas importantes 
 
 
Definición 2.1: Sea f una función real de dos variables reales definida en un disco abierto con 
centro ),( ba , excepto quizás en ),( ba , y sea L un número real. Se dice que el límite de ),( yxf , 
cuando  ),( yx  tiende a ),( ba  es L, y se escribe Lyxf

bayx
=

→
),(lim

),(),(
, si para todo número positivo 

ε  existe un número positivo δ  tal que 
 

ε<− Lyxf ),(  si  ( ) ( ) δ<−+−< 220 byax  
 

Teorema 2.1: Si 1),( Lyxf →  cuando ),(),( bayx →  a lo largo de la trayectoria C1 y si 

2),( Lyxf →  cuando ),(),( bayx →  a lo largo de la trayectoria C2, donde 21 LL ≠  , entonces 
),(lim

),(),(
yxf

bayx →
 no existe. 

 
Definición 2.2: Sea f una función real de dos variables reales definida en ),( ba . Entonces la 
función f es continua en ),( ba  sí y solo si ),(),(lim

),(),(
bafyxf

bayx
=

→
. Se dice que f es continua en 

un conjunto D si es continua en todos los puntos Dba ∈),( . 
 
Teorema 2.2: Toda función polinomial de dos variables es continua en R2. 
 
Teorema 2.3: Toda función racional de dos variables es continua excepto en los puntos que anulan 
el denominador. 
 
Teorema 2.4: Si k es un número real y f y g son dos funciones reales continuas en ),( ba , entonces 
las funciones kf , gf ± , fg , gf / , si 0),( ≠bag ,  son continuas en ),( ba . 
 
Teorema 2.5: Si f una función real continua en ),( ba  y g una función real de una variable continua 
en ),( baf , entonces, la compuesta fgh o=  es continua en ),( ba . 

 
Definición 2.3: Sea f una función real de tres variables reales definida en una esfera abierta con 
centro ),,( cba , excepto quizás en ),,( cba . Se dice  que el límite de ),,( zyxf , cuando  ),,( zyx
tiende a ),,( cba  es L, y se escribe Lzyxf

cbazyx
=

→
),,(lim

),,(),,(
, si para todo número positivo ε  

existe un número positivo δ  tal que 
 

ε<− Lzyxf ),,(  si  ( ) ( ) ( ) δ<−+−+−< 2220 czbyax  
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Teorema 2.6: Si 1),,( Lzyxf →  cuando ),,(),,( cbazyx →  a lo largo de la trayectoria C1 y si 

2),,( Lzyxf →  cuando ),,(),,( cbazyx →  a lo largo de la trayectoria C2, donde 21 LL ≠  , 
entonces ),,(lim

),,(),,(
zyxf

cbazyx →
 no existe. 

 
Definición 2.4: Sea f una función real de tres variables reales definida en ),,( cba . Entonces la 
función f es continua en ),,( cba  sí y solo si ),,(),,(lim

),,(),,(
cbafzyxf

cbazyx
=

→
. Se dice que f  es 

continua en un conjunto D si es continua en todos los puntos Dcba ∈),,( . 
 
Teorema 2.7: Toda función polinomial de tres variables es continua en R3. 
 
Teorema 2.8: Toda función racional de tres variables es continua excepto en los puntos que anulan 
el denominador. 
 
Teorema 2.9: Si k es un número real y f y g son dos funciones continuas en ),,( cba , entonces las 
funciones kf , gf ± , fg , gf / , si 0),,( ≠cbag ,  son continuas en ),,( cba . 
 
Teorema 2.10: Si f una función real continua en ),,( cba  y g una función real de una variable 
continua en ),,( cbaf , entonces, la compuesta fgh o=  es continua en ),,( cba . 
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Problemas resueltos 
 
 

1. Dada la función g definida por 22

3),(
yx
yxyxg

+
=  

i) Calcule 
( ) ( )

),(lim
0,0,

yxg
yx →

 en cada caso: 

  a) A lo largo de la recta de ecuación 0=x . 
  b) A lo largo de la recta de ecuación xy = . 

  c) A lo largo de la recta de ecuación 
2
yx = . 

  d) A lo largo de la parábola de ecuación 2xy = . 
  e) Concluya acerca de la existencia del límite entorno al origen. 
 
ii) Estudie el comportamiento de ),( yxg  alrededor de )0,0(  a lo largo del haz de rectas de 
ecuación axy = . Escriba su conclusión. 
 
Solución: 
 
Si )0,0(),( →yx entonces  03 →xy  y  022 →+ yx , y se obtiene una indeterminación de la 

forma 
0
0

. 

 

i) a) 
( ) ( )

=
+
⋅⋅

→ 220,0,0 0
03lim

y
y

y
00lim0lim

020
==

→→ yy y
 

   b) 
( ) ( )

=
+→ 220,0,

3lim
xx
xx

xx 2
3

2
3lim

2
3lim

02

2

0
==

→→ xx x
x  

   c) 
( )

=

+→







2
2

0,0,
2

4

2
3

lim
yy

yy

yy 5
6

10
12lim

10
12lim

02

2

0
==

→→ yy y
y  

   d) ( ) ( )
=

+→ 42

2

0,0,

3lim
2 xx

xx
xx

0
1

3lim 20
=

+→ x
x

x
 

    
e) El límite 

( ) ( )
),(lim

0,0,
yxg

yx →
 no existe ya que a través de trayectorias diferentes se obtienen 

valores diferentes. 
 

ii) 
( ) ( )

=
+→ 2220,0,

3lim
xax

axx
axx ( ) 22022

2

0 1
3

1
3lim

1
3lim

aa
a

xa
ax

xx +
=

+
=

+ →→
. Como el valor del límite depende 

de la pendiente a de la recta entonces el límite 
( ) ( )

),(lim
0,0,

yxg
yx →

 no existe. 
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2. Calcule, si existe, el siguiente limite: 

( ) ( ) 220,0, 25
3lim

yx
yx

yx +→
 

Solución: 
 

Observe que el dominio de la función  f definida por 
22 25

3
),(

yx
yxyxf

+
=  es ( ){ }0,0R 2 − , no 

obstante el límite podría existir. 
 
Por otra parte, si  )0,0(),( →yx entonces,  03 →xy  y  025 22 →+ yx , y se obtiene una 

indeterminación de la forma 
0
0

. 

 
Hay que estudiar el comportamiento de la función cuando )0,0(),( →yx  a través de diferentes 
trayectorias (o “caminos”). 
 
i) Por ejemplo, se puede estudiar el comportamiento de la función f, cuando )0,0(),( →yx , a 
través de la recta de ecuación xy = . 
 
Como 

7
3

7
3

25
3

),( 2

2

22 ==
+

=
x
x

xx
xxxxf  

Se tiene que 
7
3),( →yxf  cuando )0,0(),( →yx  a través de la recta de ecuación xy = . 

 
También se puede escribir: 
 

( ) ( ) 7
3

7
3lim

7
3lim

25
3lim

02

2

0220,0,
===

+ →→→ xxxx x
x

xx
xx  

 
ii) Ahora se puede estudiar el comportamiento de la función f  cuando )0,0(),( →yx  a través de 
la recta de ecuación xy 2= , 
 
Como 

( )
13
6

13
6

425
232, 2

2

22 ==
⋅+

⋅
=

x
x

xx
xxxxf  

Se tiene que 
13
6),( →yxf  cuando )0,0(),( →yx  a través de la recta de ecuación xy 2= . 

 
También se puede escribir: 
 

( ) ( ) 13
6

13
6lim

13
6lim

425
23lim

02

2

0220,02,
===

⋅+
⋅

→→→ xxxx x
x

xx
xx  
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Como por dos trayectorias diferentes la función tiende a valores diferentes cuando )0,0(),( →yx  

se concluye que el límite 
( ) ( ) 220,0, 25

3lim
yx

yx
yx +→

 no existe. 

 
iii) El problema anterior también se puede resolver, estudiando el comportamiento de la función 
cuando ),( yx toma valores próximos a )0,0(  a través de cualquier la recta de ecuación xmy = , 

Rm∈  que pase por el origen. 
 
Como 

222

2

222 25
3

)25(
3

25
3),(

m
m

xm
xm

xmx
xmxmxxf

+
=

+
=

⋅+
=  

 
Se tiene que la función tiende a valores diferentes según la pendiente m de la recta, por lo tanto, 

el límite 
( ) ( ) 220,0, 25

3lim
yx

yx
yx +→

 no existe. 

 
También se puede escribir: 
 

( ) ( ) 22022

2

02220,0, 25
3

25
3lim

)25(
3lim

25
3lim

m
m

m
m

xm
xm

xmx
xmx

xxmxx +
=

+
=

+
=

⋅+ →→→
 

 

3. Compruebe que el límite 
( ) ( ) 42

2

0,0,

5lim
yx

yx
yx +→

 no existe. 

 
Solución: 

Observe que el dominio de la función  g definida por 
42

25),(
yx

yxyxg
+

=  es ( ){ }0,0R 2 − , no 

obstante el límite podría existir. 
 
Por otra parte, si  )0,0(),( →yx  entonces,  05 2 →xy  y  042 →+ yx , y se obtiene una 

indeterminación de la forma 
0
0

. 

 
Hay que estudiar el comportamiento de la función g, cuando )0,0(),( →yx , a través de 
diferentes trayectorias. 
 
i) Por ejemplo, se puede estudiar el comportamiento de la función g, cuando )0,0(),( →yx , a 

través de la parábola de ecuación  2yx = . 
 
Como 

2
5

2
55),( 4

4

44

22
2 ==

+
⋅

=
y
y

yy
yyyyg  
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Se tiene que, 
2
5),( →yxg  cuando )0,0(),( →yx  a través de 2yx = . 

También se puede escribir 
 

( ) ( ) 2
5

2
5lim

2
5lim5lim

04

4

044

22

0,0,2
===

+
⋅

→→→ yyyy y
y

yy
yy  

 
Ahora se puede estudiar el comportamiento de la función g, cuando )0,0(),( →yx , a través de la 
recta de ecuación 0=y . 
 
Como 

00
0
05)0,( 22 ==

+
⋅

=
xx

xxf  

 
Se tiene que, 0),( →yxf  cuando )0,0(),( →yx  a través del eje x. 
 
También se puede escribir:  

( ) ( )
00lim0lim

0
05lim

02020,00,
===

+
⋅

→→→ xxx xx
x

 

 
Como por dos trayectorias diferentes la función tiende a valores diferentes, el límite 

( ) ( ) 42

2

0,0,

5lim
yx

yx
yx +→

 no existe. 

 

4. Utilice límites iterados para demostrar que el límite 
( ) ( ) 22

22

0,0, 3
2lim

yx
yx

yx +
−

→
 no existe. 

 
Solución: 
 

Observe que el dominio de la función  f, definida por 
22

22

3
2),(

yx
yxyxf

+
−

=  es ( ){ }0,0R 2 − , no 

obstante el límite puede existir. 
 
Observe que si )0,0(),( →yx   entonces 02 22 →− yx  y 03 22 →+ yx , y se obtiene una 

indeterminación de la forma 
0
0 . 

Se puede estudiar la existencia del límite, calculando los límites iterados. 
 

=








+
−

→→ 22

22

00 3
2limlim

yx
yx

yx
=








→ 2

2

0
lim

x
x

x
11lim

0
=

→x
                                   (1) 

 

=








+
−

→→ 22

22

00 3
2limlim

yx
yx

xy
=







 −
→ 2

2

0 3
2lim
y
y

y 3
2

3
2lim

0
−=






 −

→y
                 (2) 
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De (1) y (2), como los límites iterados existen y son distintos, se concluye que 
( ) ( ) 22

22

0,0, 3
2lim

yx
yx

yx +
−

→
 

no existe. 
 
5. Demuestre que 

( ) ( )
1)3(lim

2,1,
=−

→
yx

yx
. 

 
Solución: 
 
Sea 0ε >  dado, se debe hallar un numero 0δ >  tal que 
 

Si  ( ) ( ) δ210 22 <−+−< yx  entonces ε13 <−− yx  
Es decir, 
 
Por propiedades del valor absoluto se tiene que 
 

baba +≤−  

( ) ( )22 byaxax −+−≤−  

( ) ( )22 byaxby −+−≤−  
 
Luego, 
 

13 −− yx =−+−−= 3313 yx ( ) ( )213 −−− yx ( ) =−+−≤ 213 yx  213 −+− yx  

                    ( ) ( ) ( ) ( )2222 21213 −+−+−+−≤ yxyx δδδ 43 =+<  
 

siempre que ( ) ( ) δ210 22 <−+−< yx . 
 

Si se considera 
4

δ ε
=  y ( ) ( ) δ210 22 <−+−< yx  se tiene que εεδ ==<−−

4
4413 yx . 

 

Por lo tanto, para todo 0ε >  existe 0
4

δ >=
ε

 tal que 

 

( ) 2R∈y,x   y ( ) ( ) δ210 22 <−+−< yx   se tiene que ε13 <−− yx  
 
En consecuencia 

( ) ( )
1)3(lim

2,1,
=−

→
yx

yx
 

 
 
6. Calcule, si existe, el siguiente límite: 
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( ) ( ) 22

44

0,0,
lim

yx
yx

yx +
−

→
 

Solución: 
 

Observe que el dominio de la función h, definida por 
22

44

),(
yx
yxyxh

+
−

=  es ( ){ }0,0R 2 − , sin 

embargo el límite puede existir. 
 
Por otra parte, si  )0,0(),( →yx  entonces,  044 →− yx  y  022 →+ yx , y se obtiene una 

indeterminación de la forma 
0
0

. 

 
Si se estudia el comportamiento de la función h cuando )0,0(),( →yx a través de diferentes 
trayectorias, como se hizo en los tres problemas anteriores, se obtiene que en todos los casos 

0),( →yxh  cuando )0,0(),( →yx (verifíquelo). De ello no se puede concluir que el límite exista. 
Para demostrar que el límite existe y es 0 se debe recurrir a la definición. Es decir, 
 
Sea 0ε >  dado, se debe hallar un numero 0δ >  tal que 
 

Si  ( ) ( ) δ000 22 <−+−< yx  entonces ε022

44

<−
+
−

yx
yx

 

Es decir, 

Si  δ0 22 <+< yx  entonces ε22

44

<
+
−

yx
yx

 

Como para )0,0(),( ≠yx  
 

22

44

yx
yx

+
− ( )( )

=
+

+−
= 22

2222

yx
yxyx 22 yx − 22 yx +≤  222 δ<+= yx  

Si se define εδ =  y δ0 22 <+< yx  se tiene que ε22

44

<
+
−

yx
yx

. 

Por lo tanto, para todo 0ε >  existe 0εδ >=  tal que 
 

( ) ( ){ }0,0R 2 −∈y,x  y δ0 22 <+< yx  se tiene que ε22

44

<
+
−

yx
yx

 

En consecuencia 

( ) ( )
0lim 22

44

0,0,
=

+
−

→ yx
yx

yx
 

 

7. Verifique que el límite
( ) ( ) 542

22
lim

222,1, +−+−

+−−
→ yyxx

yxyx
yx

 no existe. 
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Solución: 
 
Si ( ) ( )2,1, →yx  entonces,    022 →+−− yxxy   y 0542 22 →+−+− yyxx , y se obtiene una 

indeterminación de la forma 
0
0 . 

 
 Al factorizar el numerador y el denominador para “intuir” la familia de caminos, resulta 
 

( ) ( )( )122222 −−=−−−=+−− xyyyxyxxy  
 

( ) ( )222222 214412542 −+−=+−++−=+−+− yxyyxxyyxx  
Por lo tanto: 

( )( )
( ) ( )2222 21

12
542

22
−+−

−−
=

+−+−

+−−

yx
xy

yyxx
yxyx

 

 
Si se considera la familia de rectas de ecuación: ( )21 −=− ymx  que pasan por el punto ( )2,1 , se 
obtiene: 
 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( )

( ) ( )
=

−+−

−−
=

+−+−
+−−

→−+→−+ 222,1,21222,1,21 21
12lim

542
22lim

yx
xy

yyxx
yxyx

yymyym

( )
( )( )

=
−+

−
→ 22

2

2 21
2

lim
ym

ym
y

 

                                                      
222 11

lim
m

m
m

m
y +

=
+

=
→

 

 
Como este límite varía según la pendiente m de la recta, se tiene que 

( ) ( ) 542
22

lim
222,1, +−+−

+−−
→ yyxx

yxyx
yx

 no existe. 

 

8. El límite 
( ) ( ) xxy

yxxxx
yx 44

44lim 22

22234

0,2, +++
+++

−→
existe. Halle su valor. 

 
Solución: 
 
Observe que si )0,0(),( →yx   entonces  044 22234 →+++ yxxxx   y  044 22 →+++ xxy  y se 

obtiene una indeterminación de la forma 
0
0

. 

 

( ) ( ) xxy
yxxxx

yx 44
44lim 22

22234

0,2, +++
+++

−→
 

( ) ( )
( )

( )22

222

0,2, 2
44lim

++

+++
=

−→ xy
yxxx

yx
 

 
( ) ( )

( )( )
( )22

222

0,2, 2
2lim
++

++
=

−→ xy
yxx

yx ( ) ( )
4lim 2

0,2,
==

−→
x

yx
 

9. Se afirma que el límite 
( ) ( )

( )
22

22

0,0, 22
122ln

lim
yx
yx

yx +

++
→

 existe. Halle su valor. 
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Solución: 
 
Observe que si )0,0(),( →yx   entonces  ( ) 0122ln 22 →++ yx   y  022 22 →+ yx  y se obtiene 

una indeterminación de la forma 
0
0

. 

 
Como el límite existe para ( ) ( )0,0, →yx , se puede determinar a través de cualquier trayectoria. 
 
Sea la recta de ecuación yx =  la trayectoria seleccionada. 
 

( ) ( )

( )
=

+
++

→ 22

22

0,0, 22
122ln

lim
yx
yx

yx

( )
2

2

0 4
14lnlim

x
x

x

+
→

=+=
→ x

x
x

x

HL

8
14

8

lim
2

0

´
1

14
1lim 20

=
+→ xx

 

 

10. El  límite 
( ) ( ) 22

22

0,0,

2
3πcos

lim
yx

yx

yx +







 ++

→
existe. Halle su valor. 

 
Solución: 
 

Observe que si )0,0(),( →yx   entonces  0
2

3πc 22 →





 ++ yxos   y  022 →+ yx  y se obtiene 

una indeterminación de la forma 
0
0 . 

 
Como el límite existe para ( ) ( )0,0, →yx , se puede determinar a través de cualquier trayectoria. 
 
Sea la recta de ecuación yx =  la trayectoria seleccionada. 
 
Luego, 
 

( ) ( )
=

+







 ++

→ 22

22

0,0,

2
3πc

lim
xx

xxos

xx 2

2

0 2
2

3π2c
lim

x

xos

x







 +

→ x

xx

x

HL

4
2

3π2sen4
lim

2

0

´ 





 +−

=
→

  

      1
2

3π2senlim 2

0
=






 +−=

→
x

x
 

 
 
11. Suponiendo que el límite existe, utilice el siguiente cambio:  
 





=
=

θsen
θcos

ry
rx

  con 0≥r   y [ ]π2,0θ∈  
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Denominadas coordenadas polares, para calcular el límite 
 

( ) ( )
( ) ( )2222

0,0,
lnlim yxyx

xx
++

→
 

 
Solución: 
 
Observe que  

2222222 θsenθcos rrryx =+=+  
Además, 
 

0)0,0(),( →⇔→ ryx  
Luego, 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0lim

2

2

lim
1

lnlimlnlimlnlim 2

0

3

2

0

´

2

2

0

22

0

2222

0,0,
=−=

−
===++

→→→→→
r

r

r
r

r

rrryxyx
rr

HL

rrxx
 

 

12. a) Demuestre que  02),,( 424 →
++

=
zyx

xyzzyxf cuando )0,0,0(),,( →zyx  a lo largo de 

la recta de ecuación Rt
tz
ty
tx

∈








=
=
=

, . 

 

b) Demuestre que 424)0,0,0(),,(

2lim
zyx

xyz
zyx ++→

 no existe. 

 
Solución: 
 
a) Observe que  

)0,0,0(),,( →zyx  0→⇔ t  
Como 

( ) 222

3

424

3

1
2

21
22),,(

t
t

tt
t

ttt
ttttf

+
=

+
=

++
=   y        0

1
2lim

20
=

+→ t
t

t
 

Se tiene que 02),,(
424
→

++
=

zyx
xyzzyxf cuando )0,0,0(),,( →zyx  a lo largo de la recta 

dada. 
 
b) Ahora se puede estudiar el comportamiento de la función cuando )0,0,0(),,( →zyx  a través 

de la curva de ecuación Rt
tz
ty
tx

∈








=
=
=

,2 . 

Observe que  
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)0,0,0(),,( →zyx  0→⇔ t  
Como 

( )
3
2

3
22,, 4

4

444

4
2 ==

++
=

t
t

ttt
ttttf  

 

Se tiene que 
3
2),,( →zyxf  cuando )0,0,0(),,( →zyx  a través de la curva de ecuación

Rt
tz
ty
tx

∈








=
=
=

,2 . 

 
Como por dos trayectorias diferentes la función f tiende a valores diferentes, el límite 

424)0,0,0(),,(

2lim
zyx

xyz
zyx ++→

 no existe. 

 
 
 
Observe la siguiente propiedad 
 
Si 

( ) ( )
( ) cyxf

baxx
=

→
,lim

,,
 y si existen ( )yxf

ax
,lim

→
 y ( )yxf

by
,lim

→
 entonces existen los límites iterados y 

 

( ) =






→→
yxf

byax
,limlim ( )( ) cyxf

axby
=

→→
,limlim  

 
 
 
 
 
El recíproco no es cierto. Esto se puede comprobar con el siguiente ejercicio. 
 

13. Considere la función f  definida por 
26

3

2
3),(

xy
xyyxf
+

= . 

 
i) Estudie los límites iterados para )0,0(),( →yx . ¿Qué concluye? 

ii) Estudie 
26

3

)0,0(),( 2
3lim

xy
xy

yx +→
 a través de una trayectoria conveniente. ¿Qué concluye? 

 
Solución: 
 

i)   00lim0lim
2

3limlim
02026

3

00
===









+ →→→→ xxyx xxy
xy   y    00lim

2
0lim

2
3limlim

06026

3

00
===









+ →→→→ yyxy yxy
xy  

 
Se concluye que los límites iterados existen y son iguales. 
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ii) Se puede estudiar el comportamiento de la función f, cuando )0,0(),( →yx , a través de la 

curva de ecuación 3yx = . 

( )
11lim

3
3lim

2

3lim
06

6

0236

33

)0,0(),( 3
===

+ →→→ yyyy y
y

yy

yy  

 
Como el valor obtenido de la función f cuando )0,0(),( →yx a través de la trayectoria 
seleccionada es diferente al valor obtenido en los límites iterados se concluye que el límite 

26

3

2
3),(

xy
xyyxf
+

=  no existe. 

 
14. Estudie la continuidad de la función real de dos variables definida por  

221
),(

yx

yyxf
++

=  

Solución: 
 
Esta función es continua en todo punto de R2, ya que es el cociente de dos funciones continuas 
cuyo denominador no se anula 
 
15. Estudie la continuidad de la función real f  de dos variables definida por 

( ) ( )

( ) ( )







=

≠
+=

0,0,si0

0,0,si
),( 22

yx

yx
yx

x
yxf  

Solución: 
 
i) Para ( ) ( )0,0, ≠yx  la función f  es continua ya que es el cociente de dos funciones continuas cuyo 
denominador no se anula. 
 
ii) Estudiemos la continuidad de f  en ( )0,0 . 
 
a) ( ) 00,0 =f  
 
b) Estudiemos 

( ) ( )
( )yxf

yx
,lim

0,0, →
. 

 

Observe que si )0,0(),( →yx   entonces  0→x   y  022 →+ yx  y se obtiene una 

indeterminación de la forma 
0
0 . 

 
Hay que estudiar el comportamiento de la función cuando )0,0(),( →yx  a través de diferentes 
trayectorias. 
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Por ejemplo, se puede estudiar el comportamiento de la función cuando )0,0(),( →yx  por la 
familia de semirrectas ( )0, ≥= xmxy . 
 
Como 
 

( ) ( )
=

+→ 220,0,
lim

yx

x
mxx

=
+→ 2220

lim
xmx

x
x

=
+→ 20 1

lim
mx

x
x

=
+→ 20 1

lim
mx

x
x

=
+→ 20 1

1
lim

mx
 

                                    
21

1

m+
=  

 
Se tiene que, el límite depende de la trayectoria (varía según la pendiente), y en consecuencia el 
límite 

( ) ( )
( )yxf

yx
,lim

0,0, →
 no existe, por lo tanto, f  no es continua en ( )0,0 . 

 
De i) y ii) la función f  es continua en ( ){ }0,02 −R . 
 
 
16. Dibuje la región más grande del plano en que la función f  definida por 










−−
=

1
cos),( 22 yx

xyyxf es continua. 

 
Solución: 
 
La función f  es la compuesta de la función coseno de 
una variable con una función racional de dos variables. 
Como la función coseno es continua en R y la función 
racional es continua en aquellos puntos que no anulen 
el denominador, se tiene que f  es continua en su 
dominio que el conjunto 
 

( ){ }01/, 2222 =−−∈− yxRyxR  
Como 

101 2222 =−⇔=−− yxyx  
Por lo tanto, la función f  es continua en todos los 
puntos del plano, excepto en los puntos 
pertenecientes a la hipérbola de ecuación 122 =− yx  
mostrada en la figura. 

 

 
17. Determine la región más grande del plano en que la función f  definida por 

( )2224ln),,( zyxzyxf −−−=  es continua. 
 
Solución: 
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La función f es la compuesta de la función logaritmo neperiano de una variable con una función 
polinómica de tres variables. Como la función logaritmo es continua en ( )∞+,0 , se tiene que f  es 
continua en su dominio que es el conjunto  
 

( ){ }04/,,Dom 2223 >−−−∈= zyxRzyxf  
Ya que 

404 222222 <++⇔>−−− zyxzyx  
 

Se tiene que la función f  es continua en todos los puntos del espacio 3R  que están en el interior 
de la esfera de ecuación 4222 =++ zyx . 
 

18. Sea g  la función real de dos variables definida por   

( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )









−=

−≠
++−

+−

=

3,2si                          0

3,2,si
32

32

),(
62

3

y,x

yx
yx

yx

yxg  

¿Es la función g continua en )3,2( − ? 

 
Solución: 
 

Si se considera la familia de curvas de ecuación: ( )332 +=− ymx  que pasan por el punto )3,2( − , 
se obtiene: 
 

( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )662

33

3,2,32 33
33lim

2 +++

++
−→++ yym

yym
yym

   
( )

( )( )62

6

3 31
3lim
++

+
=

−→ ym
ym

y
 

11
lim 223 +

=
+

=
−→ m

m
m

m
y

 

 
Como este límite varía según m, se tiene que 

( ) ( )
),(lim

3,2,
yxg

yx −→
 no existe y por lo tanto la función g 

no es continua en )3,2( − . 
 

19. Dada la función h definida por ( ) 22

223,
yx
yxyxh

+
−

= , ( ) ( )0,0, ≠yx . ¿Es posible definir ( )0,0h  de 

modo que sea continua en ( )0,0 ? 
 
Solución: 
 
Para responder la pregunta es necesario estudiar la existencia del límite de la función dada para 
( ) ( )0,0, →yx . 
 
Para ello se puede considerar la trayectoria correspondiente a la familia de rectas de ecuaciones 

mxy = . 
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Luego, 

=
+
−

→ 22

22

)0,0(),(

3lim
yx
yx

mxx
=

+
−

→ 222

222

0

3lim
xmx
xmx

x

( )
( ) =
+
−

→ 22

22

0 1
3lim

xm
xm

x 2

2

2

2

0 1
3

1
3lim

m
m

m
m

x +
−

=
+
−

→
 

 

En consecuencia el límite 
22

22

)0,0(),(

3lim
yx
yx

mxx +
−

→
 no existe porque depende del valor de m. Por lo 

tanto, no se puede definir la función h  para que sea continua en ( )0,0 . 
 

20. Sea ( ) 22

44

,
yx
yxyxf

+
+

=  ,  ( ) ( )0,0, ≠yx .  

 
a) Calcule  ( )0,lim

0
xf

x→
 y ( )yf

y
,0lim

0→
.  

 
b) Calcule los límites iterados en (0,0). 

 
c) Calcule el límite de  f  en (0,0) a lo largo de las parábolas de ecuaciones xay =2   y  2xby =  .  

 
d) ¿Puede concluir de (a), (b) y (c) que 

( ) ( )
( )yxf

yx
,lim

0,0, →
  existe y vale 0? 

 
e) Demuestre, aplicando la definición, que 

( ) ( )
( ) 0,lim

0,0,
=

→
yxf

yx
.  

 
f) ¿Se puede definir ( )0,0f  de modo que  f  sea continua en (0,0)?  

 
g) Si la respuesta anterior es afirmativa ¿en cuál conjunto la función dada es continua? 
 
Solución: 
 

a) ( ) 0limlim0,lim 2

02

4

0)0,0()0,(
===

→→→
x

x
xxf

xxx
       

y     ( ) 0limlim,0lim 2

02

4

0)0,0(),0(
===

→→→
y

y
yyf

yyy
 

 

b) 0limlimlimlim 2

02

4

022

44

00
===









+
+

→→→→
x

x
x

yx
yx

xxyx
  y    0limlimlimlim 2

02

4

022

44

00
===









+
+

→→→→
y

y
y

yx
yx

xyxy
 

     
 

c) =
+
+

→ 422

844

)0,0(),( 2
lim

xbx
xbx

bxx

( )
( ) =
+
+

→ 222

6422

0 1
lim

xbx
xbxx

x
00lim

1
lim

022

642

0
==

+
+

→→ xx xb
xbx

      
 

    
=

+

+

→








 2
2

4

4
4

8

)0,0(,
2

lim
y

a
y

y
a
y

y
a
y

=









+









+

→
1

lim

2

2
2

2
4

6
2

0

a
yy

y
a
yy

y
00lim

1
lim

0

2

2

2
4

6

0
==

+

+

→→ yy

a
y

y
a
y
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d) No se puede concluir. 
 
e) Sea 0ε >  dado, se debe hallar un numero 0δ >  tal que 
 

Si  ( ) ( ) δ000 22 <−+−< yx  entonces ε022

44

<−
+
+

yx
yx

 

Es decir, 

Si  δ0 22 <+< yx  entonces ε22

44

<
+
+

yx
yx

 

Como 
 

22

44

yx
yx

+
+

=
+

++
≤ 22

4224 2
yx

yyxx ( )
=

+
+

22

222

yx
yx 222 δ<+ yx   

 

Siempre que δ0 22 <+< yx  

Si se define εδ =  y δ0 22 <+< yx  se tiene que ε22

44

<
+
+

yx
yx . 

 
Por lo tanto, para todo 0ε >  existe 0εδ >=  tal que 
 

( ) ( ){ }0,0R 2 −∈y,x  y δ0 22 <+< yx  se tiene que ε22

44

<
+
+

yx
yx  

En consecuencia 

( ) ( )
0lim 22

44

0,0,
=

+
+

→ yx
yx

yx
 

 
f) Si se puede definir, basta con hacer ( ) 00,0 =f . 

 

g) Es continua en 2R . 
 
21. Si ( ) xyyxyxf 23, 2 −= , halle:   
 

a) 
( ) ( )

h
yxfyhxf

h

,,lim
0

−+
→

       b)  
( ) ( )

h
yxfhyxf

h

,,lim
0

−+
→

 

 
Solución: 
 

a) 
( ) ( )

h
yxfyhxf

h

,,lim
0

−+
→

  ( ) ( )
h

xyyxyhxyhx
h

2323lim
22

0

+−+−+
=

→
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h
hyyhxhy

h

236lim
2

0

−+
=

→
 

 ( )yhyxy
h

236lim
0

−+=
→

 

 yxy 26 −=  

         

b) 
( ) ( )

h
yxfhyxf

h

,,lim
0

−+
→

  ( ) ( )
h

xyyxhyxhyx
h

2323lim
22

0

+−+−+
=

→
 

 

h
xhhx

h

23lim
2

0

−
=

→
 

 ( )xx
h

23lim 2

0
−=

→
 

 xx 23 2 −=  
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Problemas propuestos 
 
 
En los problemas del  1 al 14 calcule el límite propuesto o demuestre que no existe. 
 

1. )52(lim 2

)3,2(),(
−+

→
xyx

yx
                        2.

( ) ( ) 26

3

0,0, 2
3lim

xy
yx

yx +→
                      

3. 
( ) ( ) 22

2

0,0, 43
lim

yx
xyy

yx +
+

→
                             4. 

( ) ( )
( )












++
++

→ 1
1lnlim 88

8

0,0, yx
yx

yx
        

5.
( ) ( ) 24

2

0,0, 2
3lim

yx
yx

yx +→
                              6.

( ) ( )

( ) ( )
12
1213lim

22

2

0,1, +++
+−+

−→ xyx
xyx

yx
 

 

7. 
( ) ( ) 22

2

0,0, 8
lim

yx
xyx

yx +
+

→
                             8.

( ) ( )
( ) ( )

322
211lim 22

22

1,1, +−−+
+−+−

→ yxyx
yx

yx
     

9. 
( ) ( ) 42

2

0,0, 3
2lim

yx
xy

yx +→
                            10. 

( ) ( ) 168
4lim 224

2

0,2, ++−
−

→ yxx
yyx

yx
    

11. 
( ) ( )

4

22

22

0,0, 3
2lim 









+
−

→ yx
yx

yx
                     12. 

( ) ( )

22

2

21

0,0,
lim yx

x

yx
e ++

→
 

13. 
( ) ( ) 78

542lim
22

222

0,0,0,, ++

+++
→ yx

zyx
zyx

       14. 
( ) ( ) 22

222

0,0,0,, 8
42lim

yx
zyx

zyx +
++

→
 

 
Respuestas: 1) 11   2) no existe   3) no existe   4) 0    5) no existe    6) no existe          7) no existe     8) 2      9) no existe     

10) no existe     11) no existe       12) 1     13) 
7

5
     14) no existe    

 
En los problemas del  15 al 19 los límites propuestos existen, determine su valor. 
 

15. 
( ) ( ) 22

22

0,0,

4lim
yx
yx

yx +→
           16. 

( ) ( ) ( )22

22

0,0, sen
lim

yx
yx

yx +
+

→
         17. 

( ) ( ) 24
lim

22

22

0,0, −++

+
→ yx

yx
yx

 

18.  
( ) ( )

( )
22

22

0,0, 33
sen

lim
yx
yx

yx +
+

→
   19. 

( ) ( ) xy
xy

yx +
−

→ 1
1lim

1,1,
 

Respuestas:   15) 0    16) 1    17) 4    18) 
3
1

     19) 0  

 
En los problemas del  20 al 25 estudie la continuidad de las funciones definidas. 
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20. )(sen),( 23 yxxyxf −=                         21. 










=

≠
+=

)0,0(),(si
7
3

)0,0(),(si
25

3

),(
22

yx

yx
yx

yx

yxf  

22. 






=

≠
+
−

=
)0,0(),(si1

)0,0(),(si),( 22

44

yx

yx
yx
yx

yxf      23. 






=

≠
+

−
=

)0,0(),(si0

)0,0(),(si),( 22

44

yx

yx
yx
yx

yxg  

 
24. )32(tanarc),,( 22 zyyxxzyxf +−=   
 

25. 
( ) ( )

( ) ( )








=

≠
++
++

=
0,0,0,,si

4
1

0,0.0,,si
254

2

),,(
222

222

zyx

zyx
zyx

zyx

zyxf  

 
Respuestas:   20) continua en R2    21) continua en ( ){ }0,0R 2 −        22) continua en ( ){ }0,0R 2 −   23) continua en R2     24) 

continua en R3      25) continua en ( ){ }0,0,0R 3 −          

 
En los problemas del  26 al 29 halle los límites. 

           a)
( ) ( )

h
yxfyhxf

h

,,lim
0

−+
→

                    b) 
( ) ( )

h
yxfhyxf

h

,,lim
0

−+
→

 

 
26. 23 23),( yxyxf −=                     27. xyyxyxf += 222),(  

28. 22),( yxyxf +=                     29. xyxyxf 22 824),( −−=  
 

Respuestas:   26) a) 29x   b) y4−         27) a) yxy +24     b) xyx +24               28) a) 
22 yx

x

+
  b) 

22 yx

y

+
 29) a) 

284 yx −−     b) xy16−      

 
En los problemas del  30 al 33 dibuje la región del plano más grande en las cuales la función f  es 
continua. 
 

30. yxeyxf −=
1

),(                                   31. 2),( xyyxf −=         

32. 










−
= −

yx
xyyxf 1tan),(                   33. yxyxf −−= 3),(  
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Respuestas: 
30) 

 

31) 

 
32) 

 

33) 

 
 
 
En los problemas del  34 al 40 decida si la afirmación dada es falsa o verdadera. Justifique su 
respuesta. 
 

34. 
( ) ( ) 5

3
5
3lim

5
3lim

4
3lim

02

2

0220,0,
===

+ →→→ xxyx x
x

yx
xy  

 

35. Sea ( ) 22

44

,
yx
yxyxf

+
−

= . Si se sabe que 
( ) ( )

( ) 0,lim
0,0,

=
→

yxf
yx

 se tiene que la función f  es 

continua en ( )0,0 . 
 

36. La función f  definida por ( ) 223
2cos,
yx
xyeyxf

xy

++
−

=  es continua en 2R . 

 

37. 
( )
( )

=
+

−
→ 22

22

0 3
2lim

mxx
mxx

x

( )
( ) 2

2

22

22

31
2

31
2

m
m

mx
mx

+
−

=
+
−  

 

38. 
( ) ( ) 









+
−

=
+
−

→→→ 22

22

0022

22

0,0, 7
2limlim

7
2lim

yx
yx

yx
yx

yxyx
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39. Si ( ) 1, Lyxf →  cuando ( ) ( )bayx ,, →  a lo largo de una trayectoria C y ( ) 2, Lyxf →  cuando 
( ) ( )bayx ,, →  a lo largo de una trayectoria W, donde 21 LL ≠ , entonces no existe 

( ) ( )
( )yxf

bayx
,lim

,, →
. 

 
40. La función f  es continua en 3RD ⊂  si es continua en todos los puntos ( ) Dcba ∈,, . 
 
 
Respuestas:   34) a) Falso    35) Falso        36) Verdadero    37)  Falso            38) Falso     39) Verdadero    40) Verdadero 
 
 
 

  



 
 
 

 
 
 

57 

DIFERENCIACIÓN DE FUNCIONES DE VARIAS 
VARIABLES 

 
 
Definiciones, propiedades y teoremas importantes 
 
 
Definición 3.1: Sea f una función real de dos variables reales definida por ),( yxfz = , sus derivadas 
parciales son las funciones fx y fy definidas por 
 
 

h
yxfyhxf

x
yxfyxf

hx
),(),(lim),(),(

0

−+
=

∂
∂

=
→

 

 

h
yxfhyxf

y
yxfyxf

hy
),(),(lim),(),(

0

−+
=

∂
∂

=
→

 

 
Definición 3.2: Sea f  una función real de dos variables reales definida por ),( yxfz = , sus 
derivadas parciales fx y fy son también funciones de dos variables cuyas derivadas parciales se 
llaman derivadas parciales de segundo orden y se definen: 
 









∂
∂

∂
∂

=
∂

∂
=

x
yxf

xx
yxfyxf xx

),(),(),( 2

2

 

 









∂

∂
∂
∂

=
∂

∂
=

y
yxf

yy
yxfyxf yy

),(),(),( 2

2

 

 









∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
=

x
yxf

yxy
yxfyxf xy

),(),(),(
2

 

 









∂

∂
∂
∂

=
∂∂

∂
=

y
yxf

xyx
yxfyxf yx

),(),(),(
2

 

 
Teorema 3.1: (Teorema de Clairaut) Sea f una función real de dos variables reales definida sobre 
un disco D que contiene al punto ),( ba . Si las funciones fxy y fyx son continuas en D entonces  

),(),( bafbaf yxxy = . 
 
Definición 3.3: Sea f una función real de dos variables reales definida por ),( yxfz = . Se dice que f 
es diferenciable en ),( ba  si ),(),( bafybxafz −∆+∆+=∆  se puede expresar de la forma 
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),(),( bafybxafz −∆+∆+=∆ yxybafxbaf yx ∆+∆+∆+∆= 21),(),( εε  
 
Donde 01 →ε  y 02 →ε  cuando )0,0(),( →∆∆ yx . 
 
Teorema 3.2: Si las derivadas parciales fx y fy existen y son continuas en algún conjunto abierto que 
contenga a ),( ba , entonces f  es diferenciable en ),( ba . 
 
Teorema 3.3: Si f es una función real de dos variables reales y es diferenciable en ),( ba , entonces 
f  es continua en ),( ba . 
 
Teorema 3.4: Sean f y g dos funciones diferenciables en ),( ba  y sea k una constante. Entonces las 
funciones kf  , gf ± , fg  y gf /  si 0),( ≠bag , son diferenciables en ),( ba . 
 
Teorema 3.5: Sea f  es una función real de dos variables reales diferenciable en ),( ba , y sea g una 
función real de una variable real derivable en ),( baf , entonces la compuesta fg o  es 
diferenciable en ),( ba . 
 
Teorema 3.6: Sea ),( yxfz = , tiene derivadas parciales continuas fx y fy y si )(tgx =  y )(thy = , 
donde g y h son funciones derivables de t, entonces z es una función derivable de t. 

dt
dy

y
f

dt
dx

x
f

dt
dz

∂
∂

+
∂
∂

=  

 
Teorema 3.7: Sea f  una función real de dos variables reales definida por ),( yxfz = , si  f tiene 
derivadas parciales continuas fx y fy y si ),( tsgx =  y ),( tshy = , donde g y h son funciones con 
derivadas parciales continuas de  s y t, entonces z tiene derivadas de s y t, y 
 

s
y

y
f

s
x

x
f

s
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

      y      
t
y

y
f

t
x

x
f

t
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

 

 
Teorema 3.8: Si la ecuación 0),,( =zyxF define a z como función diferenciable de x y y, entonces 
 

),(
),,(

yzxF
zyxF

x
z

z

x−=
∂
∂

    y    
),(
),,(

yzxF
zyxF

y
z

z

y−=
∂
∂  

 
Definición 3.4: Sea f una función real de dos variables reales definida en un conjunto abierto D que 
contiene a ),( ba . Sea jvivv 21 +=  un vector unitario de R2. Se define la derivada direccional de f  

en ),( ba  en la dirección de v , y se escribe ),( bafD
v

 o 
v

baf
∂

∂ ),(
 como 

t
baftvbtvaf

bafD
tv

),(),(
lim),( 21

0

−++
=

→
 

Siempre que el límite exista. 
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Teorema 3.9: Si f es una función diferenciable de x y y, entonces f admite la derivada direccional 
en la dirección de cualquier vector unitario jvivv 21 +=  y se cumple que: 
 

21 ),(),(),( vyxfvyxfyxfD yxv
+=  

 
Definición 3.5: Si ),( yxfz = , donde f es una función diferenciable de x y y, entonces el gradiente 
de f  es la función vectorial f∇  definida por: 
 

jyxfiyxfyxf yx ),(),(),( +=∇  
 

Teorema 3.10: Si f es una función diferenciable de x y y, entonces f admite derivada direccional en 
la dirección de cualquier vector unitario jvivv 21 +=  y se verifica que: 
 

vyxfyxfD
v

⋅∇= ),(),(  

 
Teorema 3.11: Sea f  una función real de dos variables reales definida por ),( yxfz = . El valor 

máximo de la derivada direccional ),( yxfD
v

 es ),( yxf∇  y se presenta cuando el vector v  

tiene la misma dirección del gradiente ),( yxf∇ . 
 
Nota: Las definiciones y teoremas anteriores pueden extenderse a funciones de tres variables. 

 
Definición 3.6: Sea F diferenciable en el punto ),,( cbaP  de la superficie S definida por 

0),,( =zyxF  tal que 0),,( ≠∇ cbaF . El plano que pasa por ),,( cbaP  y tiene como vector normal 
),,( cbaF∇  se llama plano tangente a S en P y la recta que pasa por ),,( cbaP  y tiene la dirección 

del ),,( cbaF∇  se llama recta normal  a S en P. 
 
Teorema 3.12: Si F es diferenciable en ),,( cbaP , entonces la ecuación del plano tangente a la 
superficie S definida por 0),,( =zyxF  en ),,( cbaP  es: 
 

( ) ( ) ( ) 0),,(),,(),,( =−+−+− czcbaFbycbaFaxcbaF zyx  
 

Definición 3.7: Una función f  real de dos variables reales definida por ),( yxfz = , tiene un 
máximo local en ),( ba  sí y solo si ),(),( bafyxf ≤  para todos los puntos ),( yx en algún disco con 
centro ),( ba . El número real ),( baf se llama máximo local.  
 
Definición 3.8: Una función f  real de dos variables reales definida por ),( yxfz = , tiene un mínimo 
local en ),( ba  sí y solo si ),(),( bafyxf ≥  para todos los puntos ),( yx en algún disco con centro 

),( ba . El número real ),( baf se llama mínimo local.  
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Definición 3.9: Una función f  real de dos variables reales definida por ),( yxfz = , tiene un 
máximo absoluto en ),( ba  sí y solo si ),(),( bafyxf ≤  para todos los puntos ),( yx en el dominio 
de f.  El número real ),( baf se llama máximo absoluto.  
 
Definición 3.10: Una función f  real de dos variables reales definida por ),( yxfz = , tiene un 
mínimo absoluto en ),( ba  sí y solo si ),(),( bafyxf ≥  para todos los puntos ),( yx en el dominio 
de f. El número real ),( baf se llama mínimo absoluto.  
 
Definición 3.11: Los valores máximos y mínimos locales se denominan valores extremos locales. 
 
Definición 3.12: el máximo absoluto y el mínimo absoluto se denominan valores extremos 
absolutos. 
 
Teorema 3.12: Sea f  real una función real de dos variables reales, si f  tiene un extremo local en  

),( ba y las derivadas parciales de primer orden existen en ese punto entonces 
0),(),( == bafbaf yx . 

 
Definición 3.13: Punto crítico de una función f  real de dos variables reales, es un punto del 
dominio de f donde se anulan las funciones xf  y yf , o donde alguna de ellas no exista. 
 
Teorema 3.13: Sea f  una función real de dos variables reales definida por ),( yxfz = , y tal que las 
segundas derivadas parciales de f existen y son continuas en algún disco con centro ),( ba , y 
además 0),(),( == bafbaf yx . Sea  

[ ]2),(),(),(),( bafbafbafbaDD xyyyxx −==  
Entonces, 
a) Si 0>D  y 0),( >baf xx  entonces ),( baf  es un mínimo local. 
b) Si 0>D  y 0),( <baf xx  entonces ),( baf  es un máximo local. 
c) Si 0<D , entonces ),( baf  no es un extremo local, y al punto ),( ba  se le llama punto de silla de 
f, y la gráfica de f  atraviesa a su plano tangente en ),( ba . 
 
Teorema 3.14: Sea f una función real de dos variables reales continua en un conjunto cerrado y 
acotado de R2, entonces f tiene un máximo absoluto ),( 11 yxf  y un mínimo absoluto ),( 22 yxf  en 
algunos puntos ),( 11 yx  y ),( 22 yx  del dominio. 
 
Método de multiplicadores de Lagrange: Supongamos que los valores extremos absolutos de 

),,( zyxf  existen y que 0≠∇g  se encuentra en la superficie definida por kzyxg =),,( . 
Para determinar dichos valores extremos absolutos de ),,( zyxf sujeta a la restricción 

kzyxg =),,(   
i) Se determinan los valores de x, y y λ . Tales que 

),,(),,( zyxgzyxf ∇=∇ λ    y  kzyxg =),,(  
ii) Se evalúa f en todos los puntos obtenidos en i). El mayor de esos valores es el máximo de f, el 
menor pequeño de los valores es el mínimo de f. 



 
 
 

 
 
 

61 

Problemas resueltos 
 
 

1. Sea 44 yxz += . Demuestre que z
y
zy

x
zx 2=








∂
∂

+






∂
∂

 

 
Solución: 
 

44

32

yx

x
x
z

+
=

∂
∂

     y     
44

32

yx

y
y
z

+
=

∂
∂

 

 
Luego, 
 

zyx
yx

yx
y
zy

x
zx 2222 44

44

44

=+=
+

+
=








∂
∂

+






∂
∂

 

 

2. Sea ( ) ( ) ( )yx
xyxyxf +−+= 22 31,  con 02 >+ xy . Determine:    

    a) 
( )

x
yxf

∂
∂ ,

    b) 
( )

y
yxf

∂
∂ ,

 

 
Solución: 
 

a) Para calcular ( )
x

x
x

∂
+∂ 12

 es conveniente hacer un cambio se variable: 

 

Sea ( )xxw 12 += .  

( ) ( )1lnln1 22 +=⇒+= xxwxw
x

 
 
Derivando con respecto a x, resulta: 
 

( )
1

2
1ln1

2
2

+

⋅
++=

∂
∂

x
xx

x
x
w

w
 

Por lo tanto:  

( ) ( ) 








+
+++=

∂
∂

1
21ln1
2

2
22

x
xxx

x
w x

 

El cálculo de 
( )

x
xy

y

∂
+∂ 2

 es directo: 

 

( ) ( ) 12
2

−
+=

∂
+∂ y

y

xyy
x

xy
 

Luego: 
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( )
=

∂
∂

x
yxf , ( ) ( ) −









+
+++

1
21ln1
2

2
22

x
xxx

x ( ) 123
−

+
y

xyy  

 
b) Procediendo de manera análoga a la parte a)  
 

Sea ( )y
xyw += 2 , entonces 

( ) ( )xyywxyw
y

+=⇒+= 22 lnln  
 

Al derivar w con respecto a x, resulta: 
 

( )
xy

yyxy
y
w

w +
⋅

++=
∂
∂

2
2 2ln1

 

Por lo tanto:  

( ) ( ) 








+
+++=

∂
∂

xy
yxyxy

y
w y

2

2
22 2ln   

 

Observe que   
( ) 012

=
∂
+∂
y

x
x

 

 
Luego: 

( )
=

∂
∂

y
yxf , ( ) ( ) 









+
+++

xy
y

xyxy
y

2

2
22 2

ln  

 

3. Sea ( ) ∫
+

=
2

)(,
x

yx
dttgyxf , donde g  es una función real de variable real continua. Determine:    

 

    a) 
( )

x
yxf

∂
∂ ,

    b) 
( )

y
yxf

∂
∂ ,

 

 
Solución: 
 
a)  Aplicando el teorema fundamental de cálculo, se tiene que: 
 

( )
=

∂
∂

x
yxf , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yxgxgx

x
yxyxg

x
xxgdttg

x

x

yx
+−=

∂
+∂

+−
∂

∂
=

∂
∂

∫
+

2
2

2 2)(
2

 

 
b) Aplicando nuevamente el teorema fundamental de cálculo, resulta, 
 

( )
=

∂
∂

y
yxf , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yxg

y
yxyxg

y
xxgdttg

y

x

yx
+−=

∂
+∂

+−
∂

∂
=

∂
∂

∫
+

2
2

2

)(  
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4. Sea ( ) 2n, pqepqpw = , halle el valor de la constante “ n ” con Nn∈  de manera que w  
satisfaga la ecuación  

223
2
1 pqep

q
w

p
q

p
w

=
∂
∂

−
∂
∂

 

 
  Solución: 
 

22 2n1nn pqpq eqpep
p
w

+=
∂
∂ −    (1) 

2n2 pqepqp
q
w
=

∂
∂

     (2) 

De (1) y (2) resulta 
 

=
∂
∂

−
∂
∂

q
w

p
q

p
w

2
1 22 2n1nn pqpq eqpep +− 22 12n pqnpq enpeqp −=−  

Luego, 
223

2
1 pqep

q
w

p
q

p
w

=
∂
∂

−
∂
∂

 

De donde 

⇒=− 22 21n 3n pqpq epep 33n 3n =⇒=− np  
 
 
5. Halle los valores de las constantes a, b y c tales que la función real de dos variables definida por 
( ) 22, cybxyaxyxf ++=  satisfaga la ecuación de Laplace: 

 
( ) ( ) 0,, =+ yxfyxf yyxx  

Solución: 

( ) ⇒+= byaxyxf x 2,  ( ) ayxf xx 2, =    y     ( ) ⇒+= cybxyxf y 2, ( ) cyxf yy 2, =  

Por lo tanto 

( ) ( ) cacayxfyxf yyxx −=⇔=+⇔=+ 0220,,  

Observe que  b puede tomar cualquier valor. 

 
6. Sea f  una función real de dos variables de clase C2, definida por ( ) yxeyxfz

2
, ==  pruebe que 

para 0≠x : 
 

( ) zxy
xy
z

y
z

x
y

x
zx

x
z 22242

2

2

2

2

2
2

2

2

−=
∂∂

∂
−

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂  
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Solución: 
 

⇒=
∂
∂ yxexy
x
z 2

2 yxeyx
x
zx

232 42 =
∂
∂

     (1) 

( ) yxyxyxyx eyxyeyexey
x

z 2222 222
2

2

4222 +=+=
∂
∂

       (2) 

yxex
y
z 22=
∂
∂

 

⇒=
∂
∂ yxex
y

z 24
2

2
yxeyx

y
z

x
y 222

2

2

2

2

44
−=

∂
∂

−     (3) 

( ) ⇒+=+=
∂∂

∂ yxyxyxyx yexxeyexex
xy
z 2222 32

2

222  yxyx yexxe
xy
z 22 3

2

442 −−=
∂∂

∂
−         (4) 

 
De 1), 2), 3) y 4) 
 

=
∂∂

∂
−

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

xy
z

y
z

x
y

x
zx

x
z 2

2

2

2

2
2

2

2

242 yxye
2

2 ( )xyexe yxyx 224
22

−=−  

 
 

7. Sea






=

≠
+
+

=
)0,0(),(si0

)0,0(),(si2
),( 22

22

yx

yx
yx
xyyx

yxf .  Halle    a) 
( )

x
yxf

∂
∂ ,

     b) 
( )

y
yxf

∂
∂ ,

 

 
Solución: 
 
 
a) i) Sea )0,0(),( ≠yx  
 

( )( ) ( )
( )222

22222 2222),(
yx

xyyxxyxyyxyx
x
f

+

+−++
=

∂
∂

( )222

4223 222

yx

yyxxy

+

+−
=  

 
ii) Sea )0,0(),( =yx  
 

=
−+

=
∂
∂

→ h
fhf

x
f

h

)0,0()0,0(
lim)0,0(

0
=

−
→ h

fhf
h

)0,0()0,(
lim

0
00lim

0
0

020

lim
0

22

22

0
==

−
+

⋅+⋅

→→ hh h
h

hh

 

 
De i) y ii) resulta 
 

( )








=

≠
+

+−
=

)0,0(),(si0

)0,0(),(si222
),( 222

4223

yx

yx
yx

yyxxy
yxf x  
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b) i) Sea )0,0(),( ≠yx  
 

( )( ) ( )
( )222

22222 224),(
yx

xyyxyxyxyxyx
y
f

+

+−++
=

∂
∂

( )222

2234 4

yx

yxyxx

+

−+
=  

 

=
−+

=
∂
∂

→ h
fhf

y
f

h

)0,0()0,0(
lim)0,0(

0
=

−
→ h

fhf
h

)0,0(),0(
lim

0
00lim

0
0

020

lim
0

22

2

0
==

−
+

⋅⋅+⋅

→→ hh h
h

hh

 

 
De i) y ii) resulta 
 

( )








=

≠
+

−+
=

)0,0(),(si0

)0,0(),(si4
),( 222

2234

yx

yx
yx

yxyxx
yxf y  

 
 

8. Sea g la función definida por ( )
( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )





=

≠
+
−

=
0,0,si0

0,0,si
5

2
, 22

22

yx

yx
yx

yxxy
yxg . 

a) Halle 
x

yxg
∂

∂ ),(
 y 

y
yxg

∂
∂ ),(

 para )0,0(),( ≠yx . 

 

b) Halle 
x

g
∂

∂ )0,0(
 y 

y
g
∂

∂ )0,0(
 . 

 

c) Halle 
yx

g
∂∂

∂ )0,0(2

 y 
xy

g
∂∂

∂ )0,0(2

 . 

 
Solución: 
 
a)  Sea )0,0(),( ≠yx  entonces 
 

( )( ) ( )
( )

=
+

−−−+
=

∂
∂

222

333222 23
5
2),(

yx

xxyyxyyxyx
x

yxg

( )222

5324 4
5
2

yx

yyxyx

+

−+ ( )
( )222

4224 4
5
2

yx

yyxxy

+

−+
=  

 
( )( ) ( )

( )
=

+

−−−+
=

∂
∂

222

332322 23
5
2),(

yx

yxyyxxyxyx
y

yxg

( )222

4235 4
5
2

yx

xyyxx

+

−− ( )
( )222

4224 4
5
2

yx

yyxxx

+

−−
=  

 
 

b) Las derivadas parciales
x

g
∂

∂ )0,0(
 y 

y
g
∂

∂ )0,0(
  se deben calcular por definición: 
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( ) ( )
=

−+
=

∂
∂

→ h
ghg

x
g

h

0,00,0lim)0,0(
0

( ) ( )
=

−
→ h

ghg
h

0,00,lim
0

( )
( )

=
−

+
⋅−⋅

→ h
h

hh

h

0
05

002

lim
22

33

0
00lim

0
=

→h
 

 

( ) ( )
=

−+
=

∂
∂

→ h
ghg

y
g

h

0,00,0lim)0,0(
0

( ) ( )
=

−
→ h

ghg
h

0,0,0lim
0

( )
( )

=
−

+
⋅−⋅

→ h
h

hh

h

0
05

002

lim
22

33

0
00lim

0
=

→h
 

 
 
c) De a) y b) se tiene que 
 

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )







=

≠
+

−+
=

0,0,si0

0,0,si
5

42
, 222

4224

yx

yx
yx

yyxxy
yxg x  

 
y 

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )







=

≠
+

−−
=

0,0,si0

0,0,si
5

42
, 222

4224

yx

yx
yx

yyxxx
yxg y  

 
Luego, 
 

yx
g
∂∂

∂ )0,0(2 ( ) ( )
=

−+
=

→ h
ghg yy

h

0,00,0
lim

0

( )
( )

=

−
+

−⋅−

→ h
h

hhh

h

0
05

0042

lim
222

4224

0
=

→ h
h
h

h

4

5

0

5
2

lim 5

5

0 5
2lim
h
h

h→
 

                     
5
2

5
2lim

0
==

→h
 

 

xy
g
∂∂

∂ )0,0(2 ( ) ( )
=

−+
=

→ h
ghg xx

h

0,00,0
lim

0

( )
( )

=

−
+

−⋅⋅+

→ h
h

hhh

h

0
05

0402

lim
222

4224

0
=

−

→ h
h
h

h

4

5

0

5
2

lim

5

5

0 5
2lim
h
h

h

−
→

 

                   
5
2

5
2lim

0
−=






−=

→h
 

 
9. Sea f  la función definida por 223),( yxyxf −= . 

a) Halle por definición la derivada de f  en ),( yx en la dirección del vector jiv 34 += . 

b) Halle la derivada direccional de f en el punto ( )1,4 −  en la dirección del vector jiv 34 += . 
 
Solución: 
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a)  Como el vector  jiv 34 +=  no es unitario hay que determinar el vector unitario en la dirección 

de v . 
                                                          

Ya que 5916 =+=v , el vector unitario en la dirección del vector v  es el vector  

ji
v

vu
5
3

5
4

+==  

 
La derivada direccional de f  en ( )yx ,  viene dada por 
 

=
−






 ++

=
→ t

yxftytxf
yxfD

tu

),(
5
3,

5
4

lim),(
0 t

yxtytx

t

2
2

0

23
5
32

5
43

lim
+−






 +−






 +

→
 

                             
t

tytt

t

2

0

25
18

5
12

5
12

lim
−−

=
→

yty
t 5

12
5

12
25
18

5
12

5
12lim

0
−=






 −−=

→
 

 

b)                                    ⇒−= tyxfD
u 5

12
5

12),(
5
24)1(

5
12

5
12)1,4( =−−=−fD

u
 

 

10. Sea f  la función definida por 






=

≠
+=

)0,0(),(si0

)0,0(),(si
),( 22

yx

yx
yx

xy
yxf  

a) ¿Es la función f continua en )0,0( ? 
 

b) Halle ( )0,0
x
f
∂
∂

 y ( )0,0
y
f
∂
∂

. 

c) ¿En qué dirección existen la derivada direccional de f  en )0,0( ? 
 
Solución: 
 
a) Como ( ) 00,0 =f , para estudiar la continuidad se debe analizar la existencia del límite 

),(lim
)0,0(),(

yxf
yx →

. 

 
Observe que si  )0,0(),( →yx entonces,  0→xy  y  022 →+ yx , y se obtiene una 

indeterminación de la forma 
0
0

. 

 
Hay que estudiar el comportamiento de la función cuando )0,0(),( →yx  a través de diferentes 
trayectorias, por ejemplo, se puede estudiar el comportamiento de la función cuando ),( yx toma 
valores próximos a )0,0(  a través de cualquier la recta que pase por el origen,  de ecuación 

xmy = , Rm∈ . 
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Como 

222

2

222 1)1(
),(

m
m

xm
xm

xmx
xmxmxxf

+
=

+
=

+
=  

 
Se tiene que la función tiende a valores diferentes según la pendiente m de la recta, por lo tanto, 
el límite dado no existe. 
 
Como ),(lim

)0,0(),(
yxf

yx →
 no existe, la función f no es continua en )0,0( . 

 

b)      =
−+

=
∂
∂

→ h
fhf

x
f

h

)0,0()0,0(
lim)0,0(

0
=

−
→ h

fhf
h

)0,0()0,(
lim

0
00lim

0
0
0

lim
0

22

0
==

−
+
⋅

→→ hh h
h

h

 

 

=
−+

=
∂
∂

→ h
fhf

y
f

h

)0,0()0,0(
lim)0,0(

0
=

−
→ h

fhf
h

)0,0(),0(
lim

0
00lim

0
0

0

lim
0

22

0
==

−
+
⋅

→→ hh h
h
h

 

 
 
Nota: Observe que la existencia de las derivadas parciales en un punto no implica que la función 
sea continua en el punto, como si se verifica en las funciones reales de una variable real. 
 
c) Sea jvivv 21 +=  un vector unitario. 

( )
=

−++
=

→ t
ftvtvf

fD
tv

)0,0(0,0
lim)0,0( 21

0

( )
=

−
→ t

ftvtvf
t

)0,0(,
lim 21

0

( )
t

vvt
vvt

t

2
2

2
1

2
21

2

0
lim

+
→

 

                         ( )2
2

2
1

21

0
lim

vvt
vv

t +
=
→

 

 

• Si  01 =v  y  02 ≠v entonces =)0,0(
v

Df 00lim0lim
02

2
0

==
→→ tt tv

 

• Si  02 =v  y 01 ≠v entonces =)0,0(
v

Df 00lim0lim
02

1
0

==
→→ tt tv

 

• Si 01 ≠v  y  02 ≠v  entonces )0,0(
v

Df  no existe. 

 
Por lo tanto, la derivada direccional de f  en )0,0(  solo existe en la dirección de los ejes de 
coordenadas. 
 
Nota: Observe que la existencia de las derivadas parciales en un punto no implica la existencia en 
ese punto de la derivada direccional en cualquier dirección. 
 
11. Demuestre por definición que la función f  definida por 223),( yxyxf −=  es diferenciable en 
( )1,4 − . 
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Solución: 
 

3),( =
∂
∂ yx

x
f

  y  ⇒−=
∂
∂ yyx
y
f 4),(  3)1,4( =−

∂
∂

x
f

  y  4)1,4( =−
∂
∂

y
f

 

 
Sea ( )21 , hhh = , y supongamos que  
 

( ) ( )212121 ,)1,4()1,4()1,4(),()1,4( hhrh
y
fh

x
ffhhf +⋅−

∂
∂

+⋅−
∂
∂

+−=+−  

Luego, 
 

( ) ( ) ( )⇒+⋅++=+−−+ 2121
2

21 ,43101243 hhrhhhh ( ) 2
221 2, hhhr −=  

 

Ahora, se debe evaluar el límite 
( )

2
2

2
1

21

)0,0(),(

,
lim

hh

hhr
yx +→

. 

 
Y demostrar que por cualquier trayectoria se tiene que  
 

0
2

lim
2

2
2

1

2
2

)0,0(),( 21

=
+

−
→ hh

h
hh

 

 
Se debe demostrar entonces por definición. 
 
Sea 0ε >  dado, se debe hallar un numero 0δ >  tal que 
 

Si  ( ) ( ) δ000 2
2

2
1 <−+−< hh  entonces ε0

2
2

2
2

1

2
2 <−
+

−

hh

h
 

Es decir, 

Si  δ0 2
2

2
1 <+< hh  entonces ε

2
2

2
2

1

2
2 <
+ hh

h
 

Como 
 

2
2

2
1

2
22

hh

h

+ 2
2

2
1

2
2

2
12

hh

hh

+

+
≤ δ22 2

2
2

1 <+= hh   

Si se define ε=2δ  y δ0 2
2

2
1 <+< hh  se tiene que ε

2
2

2
2

1

2
2 <
+ hh

h
. 

Por lo tanto, para todo 0ε >  existe 0
2

δ >=
ε  tal que 
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( ) ( ){ }0,0R 2
21 −∈h,h  y δ0 2

2
2

1 <+< hh  se tiene que ε
2

2
2

2
1

2
2 <
+ hh

h
 

En consecuencia 

0
2

lim
2

2
2

1

2
2

)0,0(),( 21
=

+

−
→ hh

h
hh

 

 
Y por lo tanto, la función f  es diferenciable en )0,0( . 
 
12. Resuelva la parte b) del problema 9 sin aplicar la definición de derivada direccional. 
 
Solución: 
 

⇒−= 223),( yxyxf  3),( =
∂
∂ yx

x
f

  y  ⇒−=
∂
∂ yyx
y
f 4),(  3)1,4( =−

∂
∂

x
f

  y  4)1,4( =−
∂
∂

y
f

 

 
Además  

ji
v

v
5
3

5
4

+=  

 
 
Como f  es diferenciable en ( )1,4 −  se tiene que 
 

5
24

5
34

5
43

5
3)1,4(

5
4)1,4()1,4( =+⋅=⋅−

∂
∂

+⋅−
∂
∂

=−
y
f

x
ffD

v
 

 
13. Sea g una función diferenciable definida por ( )yxgz ,= , si la derivada direccional de la 

función g en ( )2,1P  en la dirección de jiu +=  es 22  y en la dirección de jv 2−=  es 3−  ¿Cuál 

es la derivada de g en ( )2,1P  en la dirección de jiw 2−−= ? 
 
Solución: 
 
Como los vectores  u , v  y w  no son unitarios hay que determinar el vector unitario 
correspondiente a cada uno de ellos, es decir: 
 

ji
u

uu
2

1
2

1
1 +== ,  j

v

vv −==1    y  ji
w

ww
5

2
5

1
1 −−==  

 
Luego 
 

( ) ( )
22

2
12,1

2
12,1

)2,1(
1

=⋅
∂

∂
+⋅

∂
∂

=
y

g
x

g
fD

u
  y  ( ) ( ) ( ) 31

2,1
0

2,1
)2,1(

1
−=−⋅

∂
∂

+⋅
∂

∂
=

y
g

x
g

fD
v
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Al resolver el sistema planteado resulta que 
 

( )
12,1

=
∂

∂
x

g
   y    

( )
32,1

=
∂

∂
y

g
 

Por lo tanto, 
 

( ) ( )
5

7
5

6
5

1
5

22,1
5

12,1
)2,1(

1

−=−−=







−⋅

∂
∂

+







−⋅

∂
∂

=
y

g
x

g
fD

w
 

 
14. Una partícula que busca calor se localiza en el punto ( )4,1Q  sobre una placa metálica plana, 

cuya temperatura en un punto ( )yx ,  es ( ) 2245, yxyxT −−= . Determine las ecuaciones 
paramétricas de la trayectoria de la partícula si esta se mueve en la dirección de máximo aumento 
de temperatura. 

 
Solución: 
 

Suponga que la trayectoria está representada por las ecuaciones paramétricas  )(txx = , )(txy =  
donde la partícula en el instante 0=t  se encuentra en el punto ( )4,1Q . Dado que la función T es 
polinómica es diferenciable. Como la partícula se mueve en la dirección del aumento máximo de 
temperatura entonces se mueve en la dirección de ( )yxT ,∇ , de aquí que su vector velocidad )(tv  
en el tiempo t apunta en la dirección de dicho gradiente, luego 

 
jyixtv 28)( −−=  

 
Y como 

 
( ) ( ))´(,)´(, tytxyxT =∇  

Se tiene que 
 

xtx
dt
dx 8)´( −==   y  ⇒−== yty

dt
dy 2)´( dt

x
dx 8−=    y   dt

y
dy 2−=  

Al integrar ambos miembros de ambas igualdades se obtiene que 
 

18ln Ctx +−=    y    22ln Cty +−=  
 

Para hallar las constantes de integración se considera la condición inicial que en 0=t  está en 
( )4,1Q , luego, 

 
0081ln 11 =⇒+⋅−= CC     y   4ln024ln 22 =⇒+⋅−= CC  

 
En consecuencia,  

tx 8ln −=    y    4ln2ln +−= ty  
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Y por lo tanto, unas ecuaciones paramétricas de la trayectoria de la partícula son  
 

tex 8−=    tt eey 24ln2 4 −+− ==  

15. Halle los valores de las constantes a, b y c tales que la derivada direccional de 
( ) 322,, xczbyzaxyzyxf ++=  en el punto ( )1,2,1 −P  tenga el valor máximo 64 en la dirección 

paralela al eje z. 
 
 Solución: 

La función f es polinómica luego es diferenciable, y en consecuencia su derivada direccional es 
máxima cuando el vector v  tiene la dirección del gradiente.  

( ) ( ) vffD
v

⋅−∇=− 1,2,11,2,1 , con 1=v  

Se tiene que ( ) ( ) ( )kczxbyjbzaxyixczayzyxf 3222 223),,( +++++=∇ , en consecuencia  

( ) ( )cbbacaf 22,4,341,2,1 −−+=−∇  

Como el vector v  es unitario y tiene dirección paralela al eje z, se tiene que kv ±= . 

En consecuencia, si kv =  

( ) ( ) =⋅−∇=− vffD
v

1,2,11,2,1 ( ) ( ) 32641,0,022,4,34 =−⇒=⋅−−+ cbcbbaca    (1) 

Por otra parte  

( ) ( ) ( )1,0,022,4,341,2,1 λ=−−+=−∇ cbbacaf  

De la ecuación vectorial anterior se obtiene: 









λ=−
=−
=+

cb
ba
ca

22
04
034

    (2) 

De (1) y (2) se obtiene que 8y24,6 −=== cba . 

¿Qué valores se obtienen para kv −= ? 

 
16. Sea ( )yxT ,  la temperatura en el punto ( )yx ,  sobre la circunferencia de ecuación tx cos= , 

ty sen=  con π20 ≤≤ t  y suponga que  
( ) yx

x
yxT 48,

−=
∂

∂
, 

( ) xy
y

yxT 48,
−=

∂
∂

. 
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a) Determine en qué puntos de la circunferencia ocurren las temperatura máxima y mínima 

examinando las derivadas 
( ) )´(tT
t
tT
=

∂
∂

 y 
( ) )´´(2

2

tT
t

tT
=

∂
∂

 

 
b) Sea  ( ) 22 444, yxyxyxT +−= . Determine los valores extremos absolutos de T sobre la 
circunferencia. 
 
Solución: 
 
a)

( )( ) ( ) txtytystxtxytyx
dt
dy

y
T

dt
dx

x
TtT cos4cos8en4sen8cos48sen48)´( −++−=−+−−=

∂
∂

+
∂
∂

=  

 
         tttsentstt 22 cos4cos8en4sencos8 −++−= ( ) tttsen 2cos4cos4 22 −=−=  
 

⇔∈+=⇔=⇔=−⇔= ZkkttttT ,π
2
π202cos02cos40)´( Zkkt ∈+= ,

2
π

4
π

 

 

Como π20 ≤≤ t , los puntos o valores críticos son 
4
π

1 =t , 
4

3π
2 =t , 

4
5π

3 =t  y 
4

7π
4 =t  

 
Por otra parte, 

ttT 2sen8)´´( =  
 

⇒>=





=






 08

2
πsen8

4
´´ πT  en 

4
π

1 =t  la temperatura alcanza un mínimo local 

⇒<−=





=






 08

2
3πsen8

4
3´´ πT  en 

4
3π

2 =t  la temperatura alcanza un máximo local 

⇒>=





=






 08

2
5πsen8

4
5´´ πT  en 

4
5π

3 =t  la temperatura alcanza un mínimo local 

⇒<−=





=






 08

2
7πsen8

4
7´´ πT  en 

4
7π

4 =t  la temperatura alcanza y un máximo local 

 

En conclusión, en 
4
π

=t  y 
4

5π
=t  la temperatura alcanza un mínimo absoluto y en 

4
3π

=t  y 
4

7π
=t  

la temperatura alcanza un máximo absoluto. ¿Por qué? 
 

b) ( ) ⇒+−= 22 444, yxyxyxT
( ) yx

x
yxT 48,

−=
∂

∂
  y  

( ) xy
y

yxT 48,
−=

∂
∂

. 

En función de t: 
 

( ) ttTtttsentttT 2cos4)(2sen24sen4cos4cos4 ´22 −=⇒−=+−=  
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Luego, de a) se concluye que 
 

El máximo absoluto es: 624
2

724
2
π32sen4

4
π7

4
3π

=+=





−=






−=






=






 πsenTT  

 

El mínimo absoluto es: 224
2

524
2
π2sen4

4
π5

4
π

=−=





−=






−=






=






 πsenTT  

 
 
17. Una función real de dos variables ( )yxfw ,= , con segundas derivadas parciales continuas 
que satisfaga la ecuación de Laplace 

02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
w

x
w  

Se denomina función armónica. Muestre que la función ( ) 23 3, xyxyxfw −==  es armónica. 
 
Solución: 

 

⇒−=
∂
∂ 22 33 yx

x
w

 x
x
w 62

2

=
∂
∂

      y       ⇒−=
∂
∂ xy

y
w 6  x

y
w 6
2

2

−=
∂
∂    

 
Por lo tanto, 

066
2

2

2

2

=−=
∂
∂

+
∂
∂ xx

y
w

x
w  

 
18. Sea ( )yxfz ,=  una función que admite derivadas parciales, y sean vux +=  y vuy −= . 

Demuestre que ( ) ( ) vuyx zzz =− 22z . 
 
Solución: 
 
Como z es función de x y y, y a su vez x y y son funciones de u y v, por la regla de la cadena se tiene 
que: 
 

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

u
y

y
z

u
x

x
z

u
z

y
z

x
z

∂
∂

+
∂
∂

   (1) 

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

v
y

y
z

v
x

x
z

v
z

y
z

x
z

∂
∂

−
∂
∂

   (2) 

 
De (1) y (2) se deduce que 
 

=vu zz 







∂
∂

+
∂
∂

y
z

x
z

=







∂
∂

−
∂
∂

y
z

x
z ( ) ( )22

22

yx zz
y
z

x
z

−=







∂
∂

−






∂
∂
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19. Si φ  es una función real diferenciable. Pruebe que la función f  definida por 
 

( ) ( )yxxyxf −f= 23,  
 

 satisface la ecuación  
( ) ( ) ( )yxf

y
yxfx

x
yxfx ,3,2, 2 =

∂
∂

+
∂

∂
 

 
Solución: 
 
Como ( )yxx −23φ  es el producto de 3x   por una función φ  que depende de una variable 

yxu −= 2 , que a su vez depende de “x”  y de “y”, se tiene que: 
 

( ) ( ) ( ) xyxxyxx
x

yxf 2´3, 2322 ⋅−+−=
∂

∂
ff  

( ) ( ) ( )yxxyxx
x

yxf
−+−=

∂
∂ 2422 ´23,

ff             (1) 

Para calcular 
( )

y
yxf

∂
∂ ,

 se aplica la fórmula de la derivada de una constante por una función: 

( ) ( ) ( )1´, 23 −⋅−=
∂

∂ yxx
y

yxf
f  

( ) ( )yxx
y

yxf
−−=

∂
∂ 23 ´,

f                    (2) 

De (1) y (2) 
 

( ) ( )
=

∂
∂

+
∂

∂
y

yxfx
x

yxfx ,2, 2 ( ) ( )yxxyxx −φ+−φ 2523 ´23 ( )=−φ− yxx 25 ´2

( ) ( )yxfyxx ,33 23 =−f  
 
20. Sean f y g funciones reales y diferenciables. Sea ( ) )()(, txgtxftx ++−=f . Pruebe que φ   

satisface la ecuación de la onda: 2

2

2

2

xt ∂
φ∂

=
∂
φ∂

. 

 
Solución: 

⇒++−−=
∂
φ∂ )()( '' txgtxφ
t

)('')(''
2

2

txgtxf
t

++−=
∂
f∂

  (1) 

 

⇒++−=
∂
φ∂ )()( '' txgtxφ
x

)('')(''
2

2

txgtxf
x

++−=
∂
f∂

  (2) 

 

De (1) y (2) se tiene que  2

2

2

2

xt ∂
φ∂

=
∂
φ∂
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21. a) Verifique que ( )yx eeyxfz +== ln),(  es solución de la ecuación diferencial 

1=
∂
∂

+
∂
∂

y
z

x
z

 

b) Demuestre que: 

0
22

2

2

2

2

=







∂∂

∂
−

∂
∂

∂
∂

yx
z

y
z

x
z

 

Solución: 

a)                                                                  yx

x

ee
e

x
z

+
=

∂
∂

  y   
yx

y

ee
e

y
z

+
=

∂
∂  

Luego, 

=
∂
∂

+
∂
∂

y
z

x
z

+
+ yx

x

ee
e

=
+ yx

y

ee
e 1=

+
+

yx

yx

ee
ee

 

 

b)      ( )
( )

=
+

−+
=

∂
∂

22

2

yx

xxyxx

ee

eeeee
x

z

( )2yx

yx

ee

ee

+
  ( )

( )
=

+

−+
=

∂
∂

22

2

yx

yyyxy

ee

eeeee
y

z

( )
⇒

+
2yx

yx

ee

ee
2

2

2

2

y
z

x
z
∂
∂

∂
∂

( )4
22

yx

xy

ee

ee

+
=  

( )
⇒

+
−=

∂∂
∂

2

2

yx

xy

ee

ee
yx
z

( )4
2222

yx

xy

ee

ee
yx
z

+
=








∂∂

∂  

Luego, 
22

2

2

2

2









∂∂

∂
−

∂
∂

∂
∂

yx
z

y
z

x
z

( )
−

+
= 4

22

yx

xy

ee

ee

( )
04

22

=
+ yx

xy

ee

ee  

 

22. Sea f  la función definida por ( )vufw ,=  y sean 
2

22 yxu −
=  y xyv = . Demuestre que si f  

satisface la ecuación de Laplace en las variables “u” y “v”  entonces f también satisface la ecuación 

de Laplace en las variables “x” y “y”, es decir
( ) ( ) 0,,

2

2

2

2

=
∂

∂
+

∂
∂

y
vuf

x
vuf  

 
Solución: 
 
Al calcular 

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

x
v

v
f

x
u

u
f

x
f

vu fyfx
v
fy

u
fx +=

∂
∂

+
∂
∂
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=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

y
v

v
f

y
u

u
f

y
f

vu xffy
v
fx

u
fy +−=

∂
∂

+
∂
∂

−             

 
Para calcular las derivadas segundas de f con respecto a x y y, se debe tener en cuenta que sus  

derivadas 
u
ffu ∂
∂

=  y 
v
ff v ∂
∂

=  también son funciones de “x” y “y”. 

 

=
∂
∂

2

2

x
f ( )

=
∂
∂

+
∂
∂

+=
∂
+∂

x
fy

x
fxf

x
fyfx vu

u
vu +








∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
x
v

v
f

x
u

u
f

xf uu
u 








∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

x
v

v
f

x
u

u
f

y vv  

 

             +












∂∂

∂
+

∂
∂

+=
uv
f

y
u

fxxfu

2

2

2

=












∂

∂
+

∂∂
∂

2

22

v

f
y

vu
fxy +

∂∂

∂
+

∂
∂

+
uv
f

xy
u

fxfu

2

2

2
2 2 2

2
2

v
fy

∂
∂

 

 

=
∂
∂

2

2

y
f ( )

y
f

x
y
f

yf
y

fxfy vu
u

vu

∂
∂

+
∂
∂

−−=
∂
+−∂

+







∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−−=
y
v

v
f

y
u

u
f

yf uu
u 








∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

y
v

v
f

y
u

u
f

x vv  

                                                           

         +












∂∂

∂
+

∂
∂

−−−=
uv
f

x
u

fyyfu

2

2

2













∂

∂
+

∂∂
∂

− 2

22

v

f
x

yv
fyx +

∂∂

∂
−

∂
∂

+−
uv
f

xy
u

fyfu

2

2

2
2 2 2

2
2

v
fx

∂
∂

 

 
Al sustituir los valores de las derivadas resulta: 
 

=
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

y
f

x
f

+
∂∂

∂
+

∂
∂

+
uv
f

xy
u

fxfu

2

2

2
2 2

2

2
2

v
fy

∂

∂ +
∂∂

∂
−

∂
∂

+−
uv
f

xy
u

fyfu

2

2

2
2 2 2

2
2

v
fx

∂
∂

 

               +
∂
∂

=
2

2
2

u
fx +

∂
∂

2

2
2

v
fy 2

2
2

u
fy

∂
∂

=
∂
∂

2

2
2

v
fx ( ) =









∂
∂

+
∂
∂

+
2

2

2

2
22

v
f

u
fyx ( ) 0022 =⋅+ yx  

 

23. Sea ( ) 





 +−==

2
,

2
, yxyxfvufz  demuestre que si f es una función de clase C2 entonces 

vu
f

y
f

x
f

∂∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂ 2

2

2

2

2

44  

Solución: 
 

Sea  
2
yxu −=   y  

2
yxv += , entonces 

 

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

x
v

v
f

x
u

u
f

x
f

vu ff
v
f

u
f

+=
∂
∂

+
∂
∂

       

      

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

y
v

v
f

y
u

u
f

y
f

vu ff
v
f

u
f

2
1

2
1

2
1

2
1

+−=
∂
∂

+
∂
∂

−         
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    +







∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

x
v

v
f

x
u

u
f

x
f uu
2

2

=







∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

x
v

v
f

x
u

u
f vv  

2

222

2

2

v
f

vu
f

uv
f

u
f

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂∂

∂
+

∂
∂

=  +
∂∂

∂
+

∂
∂

=
uv
f

u
f 2

2

2

2 2

2

v
f

∂
∂

   

 

+







∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

y
v

v
f

y
u

u
f

y
f uu

2
1

2

2

=







∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

y
v

v
f

y
u

u
f vv

2
1

+












∂∂

∂
−

∂
∂

uv
f

u
f 2

2

2

4
1

=












∂

∂
+

∂∂
∂

−
2

22

4
1

v

f
vu
f  

           +
∂∂

∂
−

∂
∂

=
uv
f

u
f 2

2

2

2
1

4
1

2

2

4
1

v
f

∂
∂

   

            

=
∂
∂

− 2

2

4
y

f
uv
f

v

f

u
f

∂∂
∂

+
∂

∂
−

∂
∂

−
2

2

2

2

2

2  

 
Sustituyendo los valores obtenidos, se obtiene que: 
 

=
∂

∂
−

∂

∂
2

2

2

2
4

y
f

x
f

+
∂∂

∂
+

∂

∂
uv
f

u
f 2

2

2
2

2

2

v
f

∂

∂
=

∂∂
∂

+
∂

∂
−

∂

∂
−

uv
f

v

f

u
f 2

2

2

2

2
2

vu
f
∂∂

∂ 2
4  

 
 
24. Sea ( ) ( )2222 ,, yxxyyyxfz −−== ϕ  donde ϕ  una función real de dos variables de 
diferenciable . Pruebe que  
 

y
z

y
z

x
z

x
y

=
∂
∂

+
∂
∂

 

Solución: 
 
Sea 22 xyu −=   y  22 yxv −=  

=





∂
∂

∂
ϕ∂

+
∂
∂

∂
ϕ∂

=
∂
∂

x
v

vx
u

u
y

x
z

v
xy

u
xy

∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

− 22        

      

( ) =ϕ+







∂
∂

∂
ϕ∂

+
∂
∂

∂
ϕ∂

=
∂
∂ vu

y
v

vy
u

u
y

y
z , ( )vu

v
y

u
y ,22 22 ϕ+

∂
ϕ∂

−
∂
ϕ∂

            

Sustituyendo los valores obtenidos, se obtiene que: 
 

=
∂
∂

+
∂
∂

y
z

x
z

x
y

+
∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

−
v

y
u

y 22 22 ( )vu
v

y
u

y ,22 22 ϕ+
∂
ϕ∂

−
∂
ϕ∂ ( ) ( )

y
zyxxyvu =−−ϕ=ϕ= 2222 ,,  

 
25. Sea ( ) ( )22,, yxxyyxF ϕ= , donde φ una función real de dos variables, de clase C2. Demuestre 
que: 
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( ) ( ) 0,,
=

∂
∂

−
∂

∂
y

yxF
x

yxF
y
x

 

 
Solución: 
 
Sean  xyu =  y 22 yxv = , se tiene entonces que: 
 

=
∂
∂

⇒
∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

=
∂
∂

∂
ϕ∂

+
∂
∂

∂
ϕ∂

=
∂
∂

x
F

y
x

v
xy

u
y

x
v

vx
u

ux
F 22

v
yx

u
x

∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂ 22    (1) 

=
∂
∂

−⇒
∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

=
∂
∂

∂
ϕ∂

+
∂
∂

∂
ϕ∂

=
∂
∂

x
F

v
yx

u
x

y
v

vy
u

uy
F 22   

v
yx

u
x

∂
∂

−
∂
∂

−
ϕϕ 22  (2) 

 
De 1) y 2) se concluye que 
 

=
∂
∂

−
∂
∂

y
F

x
F

y
x

v
yx

u
x

∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂ 22 02 2 =

∂
ϕ∂

−
∂
ϕ∂

−
v

yx
u

x  

 
26. Sea ( ) ( )αραραρ sen,cos, gG = , donde g  es una función real de dos variables 
diferenciable.  
 
a) Pruebe que  

y
g

x
gG

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ αα
ρ

sencos     y  
y
gos

x
gsenG

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂ αραρ
α

c  

b) Utilice a) para probar que  
 

αρ
α

ρ
α

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂ GG

x
g sencos     y  

αρ
α

ρ
α

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ GosGsen

y
g c

 

 
Solución: 

 
a)    Sea αρ cos=x  y  αρ sen=y . 
 

                                  
ρρρ ∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ y

y
gx

x
gG

y
g

x
g

∂
∂

+
∂
∂

= αα sencos  

 

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

ααα
y

y
gx

x
gG

y
gos

x
gsen

∂
∂

+
∂
∂

− αραρ c  

 
b) Consideremos el sistema de ecuaciones 
 

ρ∂
∂G

y
g

x
g

∂
∂

+
∂
∂

= αα sencos      (1) 
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=
∂
∂
α
G

y
gos

x
gsen

∂
∂

+
∂
∂

− αραρ c    (2) 

 
Multipliquemos ambos miembros de (1) por αρ sen  y ambos miembros de (2) por αosc  para 
obtener 
 

ρ
αρ
∂
∂Gsen

y
g

x
g

∂
∂

+
∂
∂

= αρααρ 2sencossen      (3) 

 

=
∂
∂
α

α Gcos
y
gos

x
gsen

∂
∂

+
∂
∂

− αρααρ 2ccos    (4) 

 
Sumando miembro a miembro (3) y (4) se obtiene 
 

ρ
αρ
∂
∂Gsen =

∂
∂

+
α

α Gcos
y
g
∂
∂αρ 2sen =

∂
∂

+
y
gos αρ 2c

y
g
∂
∂ρ  

Luego 
 

y
g
∂
∂

ρ
α
∂
∂

=
Gsen

αρ
α
∂
∂

+
Gcos  

 
De manera similar, multipliquemos ambos miembros de (1) por αρ cos−  y ambos miembros de 
(2) por αsen  para obtener 
 

ρ
αρ
∂
∂

−
Gcos

y
g

x
g

∂
∂

−
∂
∂

−= ααραρ cossencos2      (5) 

 

=
∂
∂
α

α Gsen
y
gos

x
gsen

∂
∂

+
∂
∂

− ααραρ senc2    (6) 

Sumando miembro a miembro (5) y (6) se obtiene 
 

ρ
αρ
∂
∂

−
Gcos =

∂
∂

+
α

α Gsen
x
g
∂
∂

− αρ 2cos
x
g

x
gsen

∂
∂

−=
∂
∂

− ραρ 2  

 
Luego, 
 

x
g
∂
∂

ρ
α
∂
∂

=
Gcos

αρ
α
∂
∂

−
Gsen  

 
27. Suponga que la porción de un árbol que se puede utilizar para madera es un cilindro circular 
recto. Si la altura utilizable del árbol aumenta 20 pulgadas por año y el diámetro utilizable 
aumenta 3 pulgadas por año. ¿Qué tan rápidamente crece el volumen de madera utilizable, 
cuando la altura utilizable del árbol es de 200 pulgadas y el diámetro es de 30 pulgadas. 
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Solución: 
 
Se conoce que el volumen de un cilindro circular recto en función del diámetro y la altura es 
 

( ) hdhdV 2

4
, π

=    

se debe determinar 
dt
dV

 para 20=h pulg y 30=d pulg. 

 
Como la altura h y el diámetro d son funciones del tiempo t,  se tiene que: 
 

dt
dhd

dt
dddh

dt
dh

h
V

dt
dd

d
V

dt
dV 2

4
2

4
ππ

+=
∂
∂

+
∂
∂

=  

 
Sustituyendo los valores:  
 

año
pul20=

dt
dh

;        
año
pul3=

dt
dd

 

 
Se tiene que 
 

año
pul13500

año
pul20pul900

4
π

año
pul3200pul30pul

2
π 3

2200pulh
30puld =+⋅⋅==

=dt
dV  

 
28. La ecuación 

22 3 zyzx =+  
 

define a z como función implícita de las variables x e y, es decir, existe al menos una función f  tal 
que ( )yxfz ,=  que satisface dicha ecuación. Pruebe que: 

32
z

xz
z

y

x = ,  0≠x  

 
Solución: 

22 3 zyzx =+  
 
Derivando, ambos miembros, con respecto a la variable x, resulta 
 

xx zzzxzx 22 2 =+  
Al despejar xz  se obtiene 

zx
xzz x 2

2
2 −

−=     (1) 

 
De igual forma, derivando ambos miembros con respecto a y, resulta, 

yy zzzx 232 =+      
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Al despejar yz  se obtiene 

zx
z y 2

3
2 −

−=    (2) 

 
De 1) y 2) se concluye que 
 

( ) 3
2
32
2

2

2
2

2 z

zx
x

zx
xz

xz
z

y

x =

−

−
−

−

=  

 
29. La ecuación 03333 =−++ xyzzyx  determina a z como función implícita de las variables “x”  
y  “y”. 
 

a)  Halle 
x
z
∂
∂

  y   
y
z
∂
∂

. 

 
b) Si se consideran a z y y funciones de x que vienen dadas por las ecuaciones  

 
axyz =   y    bzyx =++  

 

Con a y b constantes. Halle 
dx
dy

  y   
dy
dz

 

Solución: 
 
a) Derivando ambos miembros de la ecuación 03333 =−++ xyzzyx  con respecto a x resulta 
 

03333 22 =
∂
∂

−−
∂
∂

+
x
zxyyz

x
zzx  

Al despejar 
x
z
∂
∂

 se obtiene 

xyz
yzx

x
z

−
+−

=
∂
∂

2

2

 

 
Derivando ambos miembros de la ecuación 03333 =−++ xyzzyx  con respecto a y  resulta 
 

03333 22 =
∂
∂

−−
∂
∂

+
y
zxyxz

y
zzy  

Al despejar 
y
z
∂
∂

 se obtiene 

xyz
xzy

x
z

−
+−

=
∂
∂

2

2
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b) Al derivar ambos miembros de cada una de las ecuaciones axyz =   y    bzyx =++  con 
respecto a x se obtiene el sistema de ecuaciones 
 

0=++
dx
dzxy

dx
dyxzyz    y    01 =++

dx
dz

dx
dy

         

 

Cuya solución es 
( )
( )zyx

yxz
dx
dz

−
−

=   y  
( )
( )zyx

xzy
dy
dz

−
−

= . 

 
30. Si S1 y S2 son las gráficas de las superficies de ecuaciones 2222 =++ zyx  y  22 yxz +=  
respectivamente. 
 

a) Halle la intersección de S1 y S2, y además verifique que el punto 211,
2
2,

2
2 SS ∩∈










. 

b) Halle las ecuaciones de los planos tangentes a S1 y S2 en el punto 









1,

2
2,

2
2

0P . 

c) Determine una ecuación de la recta L tangente a la curva de intersección de los planos 

tangentes de S1 y S2 en el punto 









1,

2
2,

2
2

0P . 

 
Solución: 
 
a)  Para hallar la intersección de las dos superficies se debe resolver el sistema de ecuaciones 





+=
=++

22

222 2
yxz

zyx
. 

 
Observe que la ecuación 2222 =++ zyx  representa una esfera de origen ( )0,0,0O  y radio 2 , 

y  22 yxz +=  representa un paraboloide elíptico. 
 
De la primera ecuación se obtiene que 
 

2222 yxz +=−    (1) 
 
De la segunda ecuación resulta 
 

22 yxz +=     (2) 
 
De (1) y (2) se obtiene que 
 

2ó1022 22 −==⇔=−+⇔=− zzzzzz  
 
Como 0≥z  la solución es 1=z . 
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Luego, la ecuación de la curva C de intersección de ambas superficies es  
 





=
=+

1
1:

22

z
yxC  

 
Que representa una circunferencia de radio 1 en el plano 1=z . 
 

Observe que 211,
2
2,

2
2 SS ∩∈










, ya que 1

2
2

2
2

22

=









+










 y 1=z . 

 
 
b) Sea S1 la gráfica de la superficie de nivel 2),,( =zyxf , donde f  es una función de R3 en R 
definida como 
 

( ) 2,, 222 −++= zyxzyxf  
 
El gradiente de f  es:  

( )zyxzyxf 2,2,2),,( =∇  
Luego 

El gradiente de f  en el punto 









1,

2
2,

2
2

0P es: 

 
( )2,2,2)( 0 =∇ Pf  

 

La ecuación del plano tangente a la superficie S1 en el punto 









1,

2
2,

2
2

0P  es: 

 

( ) 02,2,21,
2
2,

2
2

=⋅









−−− zyx  

 
Al operar se obtiene,  
 

04222 =−++ zyx     o      0222 =−++ zyx  
 
 
Sea S2  la gráfica de la superficie de nivel 0),,( =zyxg , donde g  es una función de R3 en R 
definida como 
 

( ) zyxzyxg −+= 22,,  
 
El gradiente de g es:  

( )1,2,2),,( −=∇ yxzyxg  
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Luego 
 

El gradiente de g en el punto 









1,

2
2,

2
2

0P  es: 

 
( )1,2,2)( 0 −=∇ Pg  

 

La ecuación del plano tangente a la superficie S2 en el punto 









1,

2
2,

2
2

0P  es: 

 

( ) 01,2,21,
2
2,

2
2

=−⋅









−−− zyx  

Al operar resulta, 
0122 =−−+ zyx  

 
c) El vector director v  de la recta tangente L es ortogonal a los vectores ( )2,1,11 =n  y 

( )1,2,22 −=n , en consecuencia se obtiene mediante 
 

( ) ( )0,1,130,3,321 −=−=×= nnv  
 

Por lo tanto, una de las ecuaciones de la recta L en P0  es 
 

R

1
2
2

2
2

∈















=

+=

−=

t

z

ty

tx

 

 
31. Determine la ecuación del plano tangente a la superficie S definida por xyxz += 2 ; que sea 
perpendicular a los planos de ecuaciones: 
 

0:π1 =−+ zyx   y    042:π 2 =−+− zyx  
 

Solución: 
 
Primero se debe hallar el punto de la superficie S donde el plano tangente es perpendicular a los 
planos dados. 
 
Sea S  la gráfica de la superficie de nivel 0),,( =zyxf , donde f  es una función de R3 en R definida 
como 
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( ) zxyxzyxf −+= 2,,  
 
El gradiente de f  es:  
 

( )1,,2),,( −+=∇ xyxzyxf  
 
Si ( )0000 ,, P zyx  es un punto cualquiera de la superficie S, se tiene que el gradiente de f evaluado 
en el punto ( )0000 ,, P zyx  es:  
 

( )1,,2),,( 000000 −+=∇ xyxzyxf  
 
El vector normal ( )0Pfn ∇=  del plano tangente debe ser ortogonal a los vectores ( )1,1,11 −=n  y 

( )1,1,22 −=n , en consecuencia: 
 

( ) ( ) ( ) ( )1,1,033,3,01,1,21,1,121 −=−−=−×−=×= nnn  
 

Puesto que ( )0Pf∇  y 21 nnn ×=  son paralelos debe existir R∈λ  tal que  
 

( ) =−+ 1,,2 000 xyx ( )1,1,0λ  
 

De lo cual se obtiene que 
 









−=
=
−=

⇔








=
=

=+

1
2
1

λ1−
λ

02

0

0

0

00

λ
y
x

x
yx

 

 
Como el punto a determinar está en la superficie, en consecuencia satisface la ecuación  

xyxz += 2  se tiene 1−=z . 
 
El punto de la superficie S en el cual el plano tangente es perpendicular a los planos dados es 

( )1,2,1 P0 −−  y la ecuación del plano tangente en dicho punto es 
 

( ) 01,1,0)1,2,1( =⋅+−+ zyx     ó      01=−+ zy  
 
32. Determine los puntos del hiperboloide de una hoja de ecuación 12 222 =+− zyx , en los 
cuales la recta normal es paralela a la recta que pasa por los puntos ( )0,1,3 −  y ( )6,3,5 . 
 
 Solución: 
 
Para resolver el problema hay que determinar los vectores directores de ambas rectas. 
 
Sea S  la gráfica de la superficie de nivel 0),,( =zyxf , donde f  es una función de R3 en R definida 
como 
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( ) 12,, 222 −+−= zyxzyxf  
 
El vector director de la recta normal en un punto de la curva es el vector ( )zyxf ,,∇  evaluado en el 
punto considerado. 
 
El gradiente de la función f  es: 

kzjyixzyxf 422),,( +−=∇  
 

La recta normal es paralela a la recta  que pasa por los puntos ( )0,1,3 −  y ( )6,3,5 , cuyo vector 

director es  ( )6,4,21 =v .  
 
Si el vector ( )zyxf ,,∇  es paralelo al vector 1v  se tiene que 

 
( )kjikzjyixzyxf 642422),,( ++λ=+−=∇  

 
De la ecuación anterior se obtiene 

)1(

2
3
2

64
42

22











=

−=
=

⇒








=
=−
=

λ

λ
λ

λ
λ
λ

z

y
x

z
y

x
 

 
Como el punto está en la superficie, sus coordenadas deben satisfacer la ecuación 

12 222 =+− zyx .  Luego, al sustituir los valores de x, y y z obtenidos en (1), resulta 
 

( )
3
2ó

3
2

3
21

2
322 2

2
22 =−=⇒=⇒=






+− λλλλλλ  

 
Por lo tanto, los puntos que satisfacen la condición requerida son: 
 











−

2
3,

3
22,

3
2

1P   y  









−−

2
3,

3
22,

3
2

2P  

 
 
33. Halle el valor de las constantes a y b de forma tal que el plano tangente a la superficie de 
ecuación 04 =+− zyx  en el punto ( )1,,baP  sea perpendicular a la recta de ecuación  

41
32

3
+=−=

− zyx
. 

 
Solución: 
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El plano tangente en el punto ( )1,,baP  es perpendicular a las rectas dadas si el vector normal del 
plano es paralelo al vector director de la recta, luego, hay que determinar el vector normal del 
plano en el punto dado. 
 
Sea S  la gráfica de la de la superficie de nivel 0),,( =zyxf , donde f  es una función de R3 en R 
definida como 

( ) zyxzyxf +−= 4,,  
 
El vector normal del plano tangente en un punto de la curva es el vector ( )zyxf ,,∇ evaluado en el 
punto considerado. 
 
El gradiente de la función f  es: 

kjixzyxf +−=∇ 34),,(  
Luego,  

( ) kjiabaf +−=∇ 341,,  
 
El plano tangente en el punto ( )1,,baP  es perpendicular a la recta de ecuación  

41
32

3
+=−=

− zyx
 si el vector ( )zyxf ,,∇ evaluado en el punto ( )1,,baP  es paralelo al vector  

director de la recta kjiv +−= 32 , luego se debe cumplir que: 
 

( ) ( ) 01,1,321,1,4 3 =−×−a  
 
De la ecuación vectorial anterior resulta: 
 









=+−
=−

=+−

0324
0432

011

3

3

a
a  

De donde se obtiene: 2=a .   
 
Para obtener el valor de b, observe que el punto P pertenece a la superficie, por lo tanto  satisface 
su ecuación, se obtiene así: 
 

( ) 171201 44 =+=⇒=+− bba  
 

34. Dada la superficie S de ecuación 
xy
az

2

= , con 0≠xy  y Ra∈ . Demuestre que el plano 

tangente a dicha superficie en cualquier punto de ella, forma con los planos coordenados un 
tetraedro de volumen constante, es decir, no depende del punto considerado. 
 
Solución: 
 
Para resolver este problema, se consideran tres subproblemas: 
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i) Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie S en un punto cualquiera 

( )0000 ,, P zyx .  
ii) Determinar las intersecciones del plano tangente con los planos de coordenadas. 
iii) Determinar el volumen del tetraedro formado. 

 
i) Sea S  la gráfica de la superficie de nivel 0),,( =zyxf , donde f  es una función de R3 en R 
definida como 
 

( ) z
xy
azyxf −=

2

,,  

 

El gradiente de f  es: 







−−−=∇ 1,,),,( 2

2

2

2

xy
a

yx
azyxf  

 
Si ( )0000 ,, P zyx  es un punto cualquiera de la superficie S, se tiene que el gradiente de f evaluado 
en el punto ( )0000 ,, P zyx  es:  
 











−−−=∇ 1,,),,( 2

00

2

0
2

0

2

000 yx
a

yx
azyxf  

 
La ecuación del plano tangente a la superficie de nivel 0),,( =zyxf  en el punto ( )0000 ,, P zyx  
es: 
 

01,,),,(
2

00

2

0
2

0

2

000 =









−−−⋅−−−

yx
a

yx
azzyyxx  

De donde, 

00
00

2

00

2

2
00

2

0
2
0

2

=+++−−− z
yx

a
yx

azy
yx

ax
yx

a
 

Como  

00

2

0 yx
az =  

 
Se tiene que la ecuación del plano tangente es: 
 

00

2

2
00

2

0
2
0

2 3:π
yx

azy
yx

ax
yx

a
T =++  

 
ii) Ahora se debe hallar las intersecciones de Tπ  con los ejes coordenados: 
 

=⇒== zyx 0
00

23
yx

a
;   =⇒== yzx 0 03y ; =⇒== xzy 0 03x  
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El plano tangente interseca al plano 
 

xy en la recta que pasa por los puntos ( )0,0,3 0x  y ( )0,3,0 0y  
xz en la recta que pasa por los puntos ( )0,0,3 0x  y ( )03,0,0 z  
yz en la recta que pasa por los puntos ( )0,3,0 0y  y ( )03,0,0 z  

 

iii) La altura del tetraedro es 
00

23
yx

ah =  . El volumen  del tetraedro formado es: 

 

2

00

2

00 2
9333

6
1 a

yx
ayxV =










⋅=    

 
El cual es constante, es decir no depende del punto P0. 
 

35. Determine los puntos del elipsoide de ecuación: 12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x

 dónde su plano tangente 

corta a los ejes coordenados en puntos equidistantes al origen de coordenadas. 
 
Solución: 
 
Sea  S  la gráfica de la superficie de nivel 0),,( =zyxf , donde f  es una función de R3 en R definida 
como 

( ) 1,, 2

2

2

2

2

2

−++=
c
z

b
y

a
xzyxf  

 
El vector normal del plano tangente en un punto de la curva es el vector ( )zyxf ,,∇ evaluado en el 
punto considerado. 
 
El gradiente de la función f  en un punto  ),,( 000 zyxP  es: 
 

k
c
z

j
b
y

i
a
x

zyxf 2
0

2
0

2
0

000
222

),,( ++=∇  

 
La ecuación del plano tangente en un punto  ),,( 000 zyxP  de la superficie es 
 

( ) 0
2

,
2

,
2

,, 2
0

2
0

2
0

000 =







⋅−−−

c
z

b
y

a
x

zzyyxx  

 
De donde 

12
0

2
0

2
0 =++

c
zz

b
yy

a
xx
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Los puntos ),,( 000 zyxP de intersección del plano tangente con los ejes de coordenadas viene 
dados por 
 

0

2

0
x
axzy =⇒==         

0

2

0
y
byzx =⇒==            

0

2

0
z
czyx =⇒==  

 

Los puntos del elipsoide de ecuación: 12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x

 dónde su plano tangente corta a los ejes 

coordenados en puntos equidistantes al origen de coordenadas satisfacen el sistema de 
ecuaciones: 
 

0

2

0

2

0

2

z
c

y
b

x
a

==         y          12

2
0

2

2
0

2

2
0 =++

c
z

b
y

a
x

 

 
De donde se obtienen los puntos:  
 












++++++ 222

2

22

2

222

2

1 ,,
cba

c

cba

b

cba

aP
a

 

y    
 












++
−

++
−

++
−

222

2

22

2

222

2

2 ,,
cba

c

cba

b

cba

aP
a

 

 
36. Determine los máximos, mínimos y puntos de ensilladura de la función f  definida por  
 

( ) 4, 222 +++= yxyxyxf  
 
Solución: 
 

( ) xyxyxf x 22, +=    y    ( ) 22, xyyxf y +=  
 

( ) ( ) ( )






=

−==
⇒





=+
=+

⇒==
2

−

1o0

02
012

0,, 2
2 xy

yx

xy
yx

yxfyxf yx  

   
Se obtienen así los siguientes puntos críticos: ( )0,0 ,  ( )1,2 −  y ( )1,2 −− . 
 
Al calcular las segundas derivadas parciales y ( )yxD , , resulta: 
 

( ) yyxf xx 22, += ,   ( ) 2, =yxf yy   ,  ( ) xyxf xy 2, =   y ( ) ( ) 22 4444222, xyxyyxD −+=−+=  
 

( ) 040,0 >=D  y ( ) 020,0 >=xxf , entonces ( ) 40,0 =f  es un mínimo local 
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( ) 088441,2 <−=−−=−D  , entonces ( )0,2  es un punto de silla. 

( ) 088441,2 <−=−−=−−D , entonces ( )0,2−  es un punto de silla. 
 
37. Sea f  la función definida por 1),( +++= xyxyyxf , y sea R región triangular de vértices 

)0,1( , )0,1(−  y )1,0( − .                     
a) Represente gráficamente la región R y determine los puntos de R en los cuales la función f  
podría alcanzar los valores extremos absolutos. 
b) Halle el máximo y el mínimo absoluto de la función f . 
 
Solución: 
 
La región R se muestra sombreada en la figura 
 

 
a) i) En el interior de la región: 
 

( ) 1, += yyxf x    y    ( ) 1, += xyxf y  
 

( ) ( ) 10,, −==⇒== yxyxfyxf yx  
   
Observe que el punto ( )1,1 −−P  no está en el interior de la región, en consecuencia, no hay punto 
críticos en el interior. 
 
ii) En la frontera de la región: 
 
    Sea C1 el segmento definido por: 11,0 ≤≤−= xy  
 

( ) 10, += xxf , 11 ≤≤− x  
 

( )
⇒≠=

+ 011
dx
xd

la función f  es constante sobre C1 

 
   Los puntos a estudiar en C1 son los extremos del segmento: ( )0,11 −P   y  ( )0,12P . 
 
  Sea C2 el segmento definido por: 10,1 ≤≤−= xxy . 
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( ) xxxxf +=− 21, , 10 ≤≤ x  
 

( ) 12
2

+=
+ x

dx
xxd   y    

2
1012 −=⇒=+ xx .  0bserve que [ ]1,0

2
1
∉−  

   
 Los puntos a estudiar en C2 son los extremos del segmento: ( )0,12P  y ( )1,03 −P . 
 
  Sea C3 el segmento definido por: 01,1 ≤≤−−−= xxy . 
 

( ) xxxxf −−=−− 21, , 01 ≤≤− x  
 

( ) 12
2

−−=
−− x

dx
xxd   y      

2
1012 −=⇒=−− xx . 0bserve que [ ]0,1

2
1

−∈−  

 
Los puntos a estudiar en C3 son los extremos del segmento: ( )0,11 −P  y ( )1,03 −P  y el punto







 −−

2
1,

2
1

4P . 

 
Por lo tanto, los puntos de la región R donde pueden ocurrir los valores extremos absolutos son: 

( )0,11 −P , ( )0,12P , ( )1,03 −P  y 





 −−

2
1,

2
1

4P . 

 
b) Las imágenes de los puntos obtenidos en a) son 
 

0)0,1( =−f ,  2)0,1( =f , 0)1,0( =−f  , 
4
1

2
1,

2
1

=





 −−f  

Se tiene entonces que: 
 
El máximo absoluto es 2)0,1( =f  y el mínimo absoluto es =− )0,1(f 0)1,0( =−f . 
 
38. Sea f una función real de dos variables definida por xyxyxyxf −−+= 3),( 22 . Halle los 
valores máximo y mínimo absoluto de la función sobre la región R , donde 

{ }9:),(R 222 ≤+∈= yxRyx  .                      
 
Solución: 
 
La región R se muestra en la figura 
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i) En el interior de la región: 
 

( ) yxyxf x −−= 32,    y    ( ) xyyxf y −= 2,  
 

( ) ( ) 1y20,, ==⇒== yxyxfyxf yx  
   
Observe que el punto ( )1,2P   está en el interior de la región, en consecuencia, es un punto o valor 
crítico de R . 
 
ii) En la frontera de la región: 
 
Por Lagrange, se hallan los puntos donde ocurren los valores extremos de 

xyxyxyxf −−+= 3),( 22 , sujeta a la condición 9),( =yxg  con 22),( yxyxg += . 
 
Como 

( ) ( ) jxyiyxyxf −+−−=∇ 232),(    y     jyixyxg 22),( +=∇  
 
Los valores extremos ocurren en los puntos de la frontera que son solución de las ecuaciones 
ecuaciones  

λ=∇ ),( yxf ),( yxg∇    y       22),( yxyxg +=  
 
O equivalentemente del sistema 
 









=+
λ=−
λ=−−

9
22

232

22 yx
yxy

xyx
 

 
Se presenta tres casos: 
 

a) 0≠x   y  0≠y          b) 0=x   y  0≠y          c) 0≠x   y  0=y  
 

a) Si 0≠x  de la primera ecuación resulta 
x

yx
2
32 −−

=λ  

    Si 0≠y  de la segunda ecuación resulta 
y

xy
2

2 −
=λ   
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Luego, 

yyx
y

xy
x

yx 3
2

2
2
32 22 +=⇒

−
=

−−
 

 
Al sustituir este valor en la tercera ecuación se obtiene 
 

2
3ó3093293 222 =−=⇒=−+⇒=++ yyyyyyy  

 

03 =⇒−= xy              y     
2

33ó
2

33
4

27
2
3 2 =−=⇒=⇒= xxxy  

 

Se obtiene así los puntos ( )3,01 −P , 









−

2
3,

2
33

2P  y 










2
3,

2
33

3P . 

 

b) Si 0=x   y  0≠y  resulta el sistema 








=
=

=−−

9
22

03

2y
yy

y
λ cuya única solución es 3−=y . 

 

c) Si 0≠x   y  0=y  resulta el sistema 








=
=−
=−

9
0
232

2x
x

xx λ
que no tiene solución. 

Por lo tanto, los puntos a estudiar en la frontera son: ( )3,01 −P , 









−

2
3,

2
33

2P  y 










2
3,

2
33

3P . 

 
Las imágenes de los puntos donde pueden ocurrir los valores extremos absolutos vienen dadas 
por: 
 

( ) 31,2 −=f ,  ( ) 93,0 =−f , 
4

3279
2
3,

2
33

−=









f  , 

4
3279

2
3,

2
33

+=









−f  

Se tiene entonces que: 
 

El máximo absoluto es 
4

3279
2
3,

2
33

+=









−f  y el mínimo absoluto es ( ) 31,2 −=f . 

 
39. Sea f  la función definida por 1),( 22 +++= xyyxyxf , y sea R  región del plano acotada por 

las gráficas de  xxy 22 −= , xy =  . 
a) Represente gráficamente la región R  y determine los puntos de R  en los cuales la función f  
podría alcanzar los valores extremos absolutos. 
b) Halle el máximo y el mínimo absoluto de la función f . 
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Solución: 
 
La región R  se muestra en la figura sombreada. 
 

 
 
a) i) En el interior de la región: 
 

( ) yxyxf x += 2,    y    ( ) xyyxf y += 2,  

 
( ) ( ) 00,, ==⇒== yxyxfyxf yx  

   
Observe que el punto ( )0,0P  no está en el interior de la región, en consecuencia, no hay punto 
críticos en R . 
 
ii) En la frontera de la región: 
 
    Sea C1 el segmento definido por: 30, ≤≤= xxy  
 

( ) 13, 2 += xxxf , 30 ≤≤ x  
 

( ) x
dx
xd 613 2

=
+   y  006 =⇒= xx  

 
 Los puntos a estudiar en C1 son los extremos del segmento: ( )0,01P  y  ( )3,32P . 
 
 Sea C2 la parte de la parábola definida por: 30,22 ≤≤−= xxxy . 
 

( ) 1332, 2342 ++−=− xxxxxxf , 30 ≤≤ x  
 

( ) ( ) 00694694133 223
234

=⇒=+−=+−=
++− xxxxxxx

dx
xxxd   ¿por qué? 

 
Los puntos estudiar en C2 son los extremos de la curva: ( )0,01P  y  ( )3,32P . 
 
Por lo tanto, los puntos estudiar en la frontera son: ( )0,01P  y ( )3,32P  y sus imágenes son: 
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1)0,0( =f ,  28)3,3( =f  

Se tiene entonces que: 
 
El máximo absoluto es 28)3,3( =f  y el mínimo absoluto es 1)0,0( =f . 
 
40. El potencial electrostático en cada punto de la región 
 

( ){ }10,10/, 2 ≤≤≤≤∈= yxRyxD  
 

viene dado por  
( ) 23 243248, yxxyyxV −−=  

 
Halle los potenciales máximo y mínimo en la región. 
 
Solución: 
 
La región D  es la región sombreada de la figura, limitada por el cuadrado.  
 

 
i) En el interior de la región: 
 

( ) 29648, xyyxVx −=    y    ( ) yxyxVy 4848, −=  
 

( ) ( )




=−
=−

⇒==
0

020,,
2

yx
xyyxVyxV yx  

 

( )
2
1ó002102 2 ==⇒=−⇒=−⇒= xxxxxxyx ,  

Luego: 00 =⇒= yx , 
2
1

2
1

=⇒= yx . 

   
Observe que el punto ( )0,0P  no está en el interior de la región, en consecuencia, el único punto 

crítico en el interior es 







2
1,

2
1

1P . 

 
ii) En la frontera de la región: 
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• Sea C1 el segmento definido por: 10,0 ≤≤= xy  

 
( ) 3320, xxV −= , 10 ≤≤ x  

 
( )

⇒=−=
− 09632 2

3

x
dx

xd 0=x  

 
   Los puntos estudiar en C1 son los extremos del segmento: ( )0,0P  y ( )0,12P . 
 

• Sea C2 el segmento definido por: 10,1 ≤≤= yx  
 

( ) 322448,1 2 −−= yyyV , 10 ≤≤ y  
 

( ) y
dy

yyd 4848322448 2

−=
−−   y    104848 =⇒=− yy   

   
 Los puntos estudiar en C2 son los extremos del segmento: ( )0,12P  y ( )1,13P . 
 

• Sea C3 el segmento definido por: 10,1 ≤≤= xy  
 

( ) 2432481, 3 −−= xxxV , 10 ≤≤ x  
 

( ) 2
3

9648243248 x
dx

xxd
−=

−−   y    
2

109648 2 =⇒=− xx .  

   

 Los puntos estudiar en C3 son los extremos del segmento: ( )1,04P  y ( )1,13P  y 







1,

2
1

5P . 

 
• Sea C4 el segmento definido por: 10,0 ≤≤= yx  

 
( ) 224,0 yyV −= , 10 ≤≤ y  

 
( ) y

dy
yd 4824 2

−
−    y   0048 =⇒=− yy    

 
Los puntos estudiar en C4 son los extremos del segmento: ( )1,04P  y ( )0,0P . 
Al determinar las imágenes de los puntos se tiene que: 
 

2
2
1,

2
1

=





V , 0)0,0( =V ,  24)1,0( −=V ,  32)0,1( −=V , 8)1,1( −=V , ( )32281,

2
1

−=







V  
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Se tiene entonces que: 
 

El máximo absoluto es 2
2
1,

2
1

=





V  y el mínimo absoluto es 32)0,1( −=V . 

 
41.a) Halle el punto del plano de ecuación 123 =++ zyx  más próximo al punto ( )0,0,0O . 
    b) Determine la distancia del punto ( )0,0,0O  al plano de ecuación 123 =++ zyx . 
    c) Use esta fórmula de la distancia de un punto a un plano para calcular la parte b) y compare el 
resultado con el valor obtenido en b). 
 
Solución: 
 
a) Observe que el problema se reduce a hallar el valor mínimo absoluto de la función real de tres 
variables  
 

( ) 222,, zyxzyxd ++=      (distancia del punto ( )zyxP ,,  al origen de coordenadas) 
 
sujeta a la restricción 1),,( =zyxg   con zyxzyxg ++= 23),,( . 
 

Se debe resolver el sistema 
( ) ( )

( )



=
∇=∇

1,,
,,,,

zyxg
zyxgzyxd λ

 

 
Como 
 

k
zyx

zj
zyx

yi
zyx

xzyxd
222222222

),,(
++

+
++

+
++

=∇      (1) 

 
y 

     kjizyxg ++=∇ 23),,(  
 
De λ=∇ ),,( zyxd ),,( zyxg∇    y  1),,( =zyxg . 
 
De (1) se obtiene el sistema: 



















=++

λ=
++

λ=
++

λ=
++

123

2

3

222

222

222

zyx
zyx

z
zyx

y
zyx

x
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Cuya solución es: 
14
1,

14
2,

14
3

=== zyx . 

 

Por lo tanto, el punto más próximo al origen es: 







14
1,

14
2,

14
3P . 

 
b) La distancia de P al plano es: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 14
1

14
14

14
1

14
4

14
9

14
1,

14
2,

14
3

2222
==++=






d    

 

c) Observe que si se aplica la fórmula 
222

111

CBA

dCzByAx
d

++

+++
= , de distancia de un punto 

( )111 ,, zyxP  al plano de ecuación 0=+++ DCzByAx  
 
Resulta: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 14

1

123

1010203
222

=
++

−++
=d  

 
42. Aplique multiplicadores de Lagrange para determinar las dimensiones de una caja que tiene 
forma rectangular, abierta en la parte superior, con un volumen de 108 cm3 y en la cual se utilice 
la menor cantidad de material para su construcción.  
 
Solución: 
 
Se supone que si la superficie de la caja rectangular es mínima entonces la cantidad de material 
utilizado también es mínimo. Por consiguiente para minimizar la cantidad de material utilizado se 
debe minimizar la superficie de la caja S. 
 
Sean x y  y las dimensiones de la base de la caja y z la altura, entonces 
 

( ) yzxzxyzyxS 22,, ++=  
 

Sujeta a la restricción ( ) 108,, =zyxV    y ( ) xyzzyxV =,,      
 
Aplicando Lagrange, se debe resolver el sistema  
 

( ) ( )
⇒





=
∇=∇

108
,,,

xyz
zyxVzyxS λ










=
=+

=+
=+

108
22

2
2

xyz
xyyx

xzzx
yzzy

λ
λ
λ

 

 
Como 0,0,0 ≠≠≠ zyx  se tiene que  
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λ=+
=

+
=

+
xy

yx
xz

zx
yz

zy 2222
 

De  
xz

zx
yz

zy 22 +
=

+
 se deduce que  

 
⇒+=+ 22 22 yzxyzxzxyz   ⇒=− 022 yzxz  ( ) )0(0ó02 ≠=⇒==⇒=− zyxzyxzyx  

 

De 
xy

yx
xz

zx 222 +
=

+
 se deduce que 

 
⇒+=+ xyzzxxyzyx 222 22 ⇒=− 02 22 zxyx ( ) zyxzyx 2ó0022 ==⇒=−  

                                                  ( )02 ≠=⇒ xzy  
 
Por lo tanto,  
 

zyx 2==  
 

Sustituyendo estos valores en 108=xyz se obtiene 
 

327108410822 33 =⇒=⇒=⇒=⋅⋅ zzzzzz  
y 

63 ==⇒= yxz  
 
En conclusión, las dimensiones de la caja son 6=x  (largo), 6=y (ancho) y 3=z  (altura). 
 

 
43. El área de un triángulo y perímetro p cuyos lados tiene longitudes “x”,  “y”  y “z”  viene dada 
por 

( ) 





 −





 −





 −= zpypxppzyxA

2222
,,  

 
Utilice multiplicadores de Lagrange para demostrar que de todos los triángulos de perímetro p el 
que tiene área máxima es el triángulo equilátero. 
Solución: 
 
El problema se reduce a hallar el máximo absoluto de la función  
 

( ) 





 −





 −





 −= zpypxppzyxA

2222
,,  

 
Sujeta a la restricción pzyx =++    con   ( ) zyxzyxg ++=,, .     
 
Para resolver el sistema por Lagrange, se debe hallar la solución del sistema  
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( ) ( )
⇒





=
∇=∇
pxyz

zyxgzyxA ,,, λ
 































=++

=







 −





 −





 −







 −





 −−

=







 −





 −





 −







 −





 −−

=







 −





 −





 −







 −





 −−

pzyx

zpypxpp

ypxpp

zpypxpp

zpxpp

zpypxpp

zpypp

λ

λ

λ

2222
2

222

2222
2

222

2222
2

222

 
 
Del cual se tiene que  
 

=





 −





 −− zpypp

222
=






 −





 −− zpxpp

222
⇒






 −





 −− ypxpp

222
 

 

=





 −





 − zpyp

22
=






 −





 − zpxp

22






 −





 − ypxp

22
 

 

Como 
2

,
2

,
2

pzpypx ≠≠≠   

 

De  =





 −





 − zpyp

22






 −





 − zpxp

22
 se deduce que:     zyzpyp

=⇔−=−
22

 

 

De  =





 −





 − zpyp

22






 −





 − ypxp

22
 se deduce que:    xzxpzp

=⇔−=−
22

 

 
Por lo tanto,  
 

zyx ==  
 
En consecuencia, el triángulo es equilátero. 
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Problemas propuestos 
 
 
En los problemas del 1 al 6 determine el dominio de la función f, y encuentre sus derivadas 
parciales. 
 

1. )ln(),( xyxyxf =                    2. 
3

42 2),( 







++=

y
xyxyxf        3. xyyeyxf =),(  

4. 3 22 2),,( zyxzyxf ++=       5. 222
1),,(

zyx
zyxf

++
=        6. 








=

y
xzzyxf arctan),,(  

 

Respuestas: 1) { }0/),(Dom 2 >∈= xyRyxf  ;  1)ln( +=
∂
∂ xy

x
f

;  
y
x

y
f
=

∂
∂

          

2) { }0/),(Dom 2 ≠∈= yRyxf ; 







+








++=

∂
∂

y
x

y
xyx

x
f 1223

2
42 ;   










−








++=

∂
∂

2
3

2
42 823

y
xy

y
xyx

y
f

 

3) 2Dom Rf = ;  xyey
x
f 2=
∂
∂

; ( )xye
y
f xy +=
∂
∂ 1  

4) 3Dom Rf = ;  ( ) 3
2

22 2
3

2 −
++=

∂
∂ zyxx

x
f

; ( ) 3
2

22 2
3

4 −
++=

∂
∂ zyxy
y
f

; ( ) 3
2

22 2
3
1 −

++=
∂
∂ zyx

z
f

 

5) ( ){ }0,0,0Dom 3 −= Rf ; 
( )2222

2

zyx

x
x
f

++
−=

∂
∂

; 
( )2222

2

zyx

y
y
f

++
−=

∂
∂

; 
( )2222

2

zyx

z
z
f

++
−=

∂
∂

 

 

6) { }0/),,(Dom 3 ≠∈= yRzyxf ; 






















+

=
∂
∂

2

1
y
xzy

z
x
f

;  






















+

−=
∂
∂

2
2 1

y
xzy

xz
y
f

; 






















+

=
∂
∂

2

1
y
xzy

x
z
f

 

 

7. Si 222 4),,( zyxzyxf −+=  encuentre ( )1,1,1
x
f
∂
∂

, ( )1,1,1
y
f
∂
∂

, ( )1,1,1
z
f
∂
∂

. 

Respuesta: ( )
2
11,1,1 =

∂
∂

x
f

, ( ) 21,1,1 =
∂
∂
y
f

, ( )
2
11,1,1 −=

∂
∂

z
f

 

 

8. Si ( ) ( )1ln, 22 ++= yxyxf ,  pruebe que:   0=
∂
∂

−
∂
∂

y
fx

x
fy . 

 
En los problemas del 9 al 12 verifique que las derivadas de segundo orden cruzadas son iguales.  
 
9.  ( ) ( )1ln, 22 ++= yxyxf                 10. ( ) xeyxf y cos, =  

11.  ( ) 22

22

,
yx
yxyxf

+
−

=                        12. ( ) ( )22arctan, yxyxf +=  
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13. La energía cinética k de un cuerpo de masa m y velocidad v es 2

2
1 mvk = . Demuestre que 

k
v

k
m
k

=
∂
∂

∂
∂

2

2

. 

 
14. Una función real de dos variables ( )yxfw ,=  con segundas derivadas parciales continuas 

que satisfaga la ecuación de Laplace  02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
w

x
w  se llama función armónica. Muestre que la 

función definida por ( ) 23 3, xyxyxw −=  es armónica. 
 
15. Cuando dos conductores que tienen resistencias de R1 ohmios y  R2 ohmios, se conectan en 

paralelo, su resistencia combinada R en ohmios es 
21

21

RR
RR

R
+

= . Demuestre que:          

a)
( )2

21

2
2

2
1

21 RR
RR

R
R

R
R

+

+
=

∂
∂

+
∂
∂

                b) 
( )321

21

12

2

21

2 4
RR
RR

RR
R

RR
R

+
=

∂∂
∂

+
∂∂

∂    

 
16. Encuentre las ecuaciones paramétricas en el punto )5,1,2(P de la recta tangente a la curva de 

intersección del paraboloide de ecuación 22 yxz +=   con el plano de ecuación: 
a) 2=x         b) 1=y . 

Respuesta: a) R
z

y
x

∈








+=
=
=

λ
λ
λ ,

32

2
                b) R

z
y
x

∈








−=
=
=

β
β

β
,

34
1  

 
En los problemas de 17 y 18 halle por definición la derivada dirección de f  y en la dirección del 
vector v  dado. 
 
17. ( ) yxyxf 23, −= , jiv −−=                18. ( ) xyyxf =, , jiv 52 −=  

Respuestas: 17) 
2

1),( −=yxfD
v

          18) 
29

5
29

2),( xyyxfD
v

−=  

 

19. Halle por definición la derivada dirección de f   definida por ( )
y
xyxf =, en )2,6( −  en la 

dirección del vector jiv 3+−=  dado. 

Respuesta: 
10
4)2,6( −=−fD

v
 

 

20. Sea ( ) ( ) ( )
( ) ( )





=

≠
+
−

=
0,0,si0

0,0,si, 22

2

yx

yx
yx
yxxy

yxf  

a) Halle 
( )

x
f
∂

∂ 0,0
 y  

( )
y

f
∂

∂ 0,0
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b) ¿En cuál dirección existe ( )0,0
v

Df ? 

c) ¿Es la función f  diferenciable en ( )0,0 ? 
 

Respuesta: a) 
( )

0
0,0

=
∂

∂
x

f
; 

( )
0

0,0
=

∂
∂

y
f

   b) Sólo existe en dirección de los ejes de coordenadas.  c) No es diferenciable en 

( )0,0 . 

   
21. Halle la derivada direccional del campo escalar f definido por ( ) 222 32,, zyxzyxf ++=  en 

( )0,1,1  en la dirección de kjiv 2+−=  

Respuesta: ( )
6
20,1,1 −

=fD
v

 

 
22. Halle la derivada direccional del campo escalar f definido por 

( ) ( )353 tancossen,, yxyzzyxf +=  en 









7,

4
π,0 3  la dirección de kv 2= . 

Respuesta: )1cos(
2
27,

4
π,0 3 =










fD

v
 

 

23. Halle la derivada direccional del campo escalar f definido por ( ) ( )22sen, yxyxf +=  en 
( )1,1P  la dirección del vector que va del punto P al punto ( )2,3Q . 

Respuesta: ( ) )2cos(
5

61,1 =fD
PQ

 

 
24. Dada la función real de dos variables definida por ( ) ( )xyxyxf sen, 2 += , determine las 
direcciones donde se verifica ( ) 10,1 =fD

u
.  

Respuesta: En la dirección de los vectores: ju =1   y   jiu
5
3

5
4

2 −=  

 
25. Sea ( )22ln),( yxyxf += , determine 
a) La máxima razón de cambio en el punto ( )1,2 . 
b) La dirección en que ocurre. 
 

Respuesta: a) 
5

52
   b) En la dirección del vector ji

5
2

5
4

+  

 
26. La temperatura en un punto arbitrario de una placa rectangular en el plano xy está dada por la 
fórmula ( )2250 yxT −=  (en grados centígrados). 
a) Halle ( )3,4TDθ , donde θ  es el ángulo que determina la dirección dada con el eje x. 
b) Determine θtan  cuando ( ) 03,4 =θTD . 
c) Determine la pendiente de la recta tangente a la curva =T constante, cuando pasa por ese 
punto. 
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Respuesta: a) ( ) θ−θ=θ sen300cos4003,4TD    b) 
3
4tan =θ   c) 

3
4

=m  

 
27. Sea g la función de dos variables definidas por ( ) yxyxg 2, = . Calcule la derivada direccional 
de g en el punto ( )2,1P .  
 
a) En la dirección de la semirrecta de ecuación ( ) ( ) ( )3,42,1, λ+=yx  con 0≥λ . 
b) En la dirección de la semirrecta de ecuación ( ) ( ) ( )3,42,1, λ+=yx  con 0≤λ . 

Respuestas:  a) 
5

19
   b) 

5
19

−  

28. Sea g una función real diferenciable de una variable. Determine:  
x
F
∂
∂

 y  
y
F
∂
∂

 si: 

( ) ( )( ))(senarctan, 22 xyxgxyxF +=  
 

Respuesta:  
( )

( ) ( )( )( ))(cos)()(sen´)(sen22
)(sen1

1
222

xyxyxysenxyxgxyxgx
xyxgxx

F
++⋅

++
=

∂
∂

;  

( )
( ) ( )( )( ))(cos)(sen´)(sen2

)(sen1

1 2
222

xyxxyxgxyxg
xyxgxy

F

++
=

∂
∂

 

 

29.  Sea ( )vufw ,= , si f es una función de clase C2 , con xyu =  y 
y
xv = , halle 

x
w
∂
∂ , 

y
w
∂
∂ , 

2

2

x
w

∂

∂ . 

Respuesta:  =
∂
∂

x
w

vu f
y

fy 1
+ ; =

∂
∂

y
w

vu f
y
xfx
2

−  ; =
∂

∂
2

2

x
w

+
∂∂

∂
+

∂

∂
uv
f

u
fy

2

2

2
2 2

2

2

2
1

v
f

y ∂

∂  

 

30. Sea ( ) txtxy coscos, =φ= . Pruebe que φ  satisface la ecuación de la onda: 2

2

2

2

xt ∂
φ∂

=
∂
φ∂

 

 
31. Si φ  es una función real diferenciable. Pruebe que ( ) ( )242, yxxyxf −f=  satisface la 

ecuación  ( )yxfx
y
f

y
x

x
fx ,22 2

6
3 =

∂
∂

+
∂
∂

. 

 
32. Sea ( ) zezyxfw xy cos,, == , con tux = , )(sen tuy =  y 2uz = . Demuestre que 

zze
u
wu

t
wt xysen2=

∂
∂

−
∂
∂

.  

 

33. Sea ( ) 





= α

x
z

x
yfxzyxF ,,, demuestre que si f es una función de clase C1 y α  es un número 

real entonces ( )zyxF
z
Fz

y
Fy

x
Fx ,,α=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

. 
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34. Sea f y g funciones reales y derivables. Demuestre que la función 







+=

y
xgxyfz )(  satisface 

la ecuación diferencial 0
2

2
2

2

2
2 =

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

y
zy

x
zx

y
zy

x
zx . 

 
35. Sea ),( yxfz = una función real diferenciable, con tsx +=  y tsy −= . Demuestre que 

t
z

s
z

y
z

x
z

∂
∂

∂
∂

=







∂
∂

−






∂
∂

22

 

 
36. Un punto se mueve sobre la superficie de ecuación yxyxz +−+= 32 22  de manera que 

3=
dt
dx

 y  2=
dt
dy

. Halle la variación de z con respecto al tiempo cuando 1=x  y  4=y . 

 

Respuesta: 31
4
1 =
=
=

y
x

dt
dz

 

 
37. Halle la ecuación del plano tangente y de la recta normal a la superficie de ecuación 1=zyxe  
en el punto ( )5,0,1 . 

Respuesta: 15 =+ yx ;     5,
5

1 ==− zyx  

 
38. Halle la ecuación del plano tangente y de la recta normal a la gráfica de 32 2yxz +=  en el 
punto ( )3,1,1A . 

Respuesta: 562 =−+ zyx ; R
3

61
21

∈λ








λ−=
λ+=
λ+=

z
y
x

 

 
39. Determine la ecuación del plano tangente a la superficie xyxz += 2  que sea perpendicular a 
los planos de ecuaciones 3=−+ zyx   y 42 =+− zyx . 
 
Respuesta: 1=+ zy  

 
40. Encuentre los puntos del hiperboloide de ecuación 1642 222 =−− zyx  en los que el plano 
tangente es paralelo al plano de ecuación 5424 =+− zyx . 

Respuesta: 









−

5
22,

5
22,

5
281P  y 










+−−

5
22,

5
22,

5
282P

 
 
41. Determine la ecuación del plano tangente a la superficie xyxz += 2  que sea perpendicular a 

la recta L de ecuación Rt
tz
ty

x
∈









−=
−=
=

,
3
31

3
. 
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Respuesta: 1=+ zy  

 
42. Dada la superficie de ecuación 42 222 =++ zyx , halle las ecuaciones de todos los planos 
tangentes que son  paralelos al plano de ecuación 4=++ zyx . 
 
Respuesta: 10=++ zyx ; 10−=++ zyx  

 
43. Halle el valor de la constante a  de forma tal que el plano tangente a la superficie de ecuación 

12222 =−+ zyax  en el punto 





 1,1,1

a
P  sea paralelo al plano π  de ecuación 04 =−+ zyx . 

Respuesta: 4=a  

 
44. Pruebe que toda recta normal a la esfera de ecuación 2222 Rzyx =++  pasa por el centro de 
la esfera. 
 
45. Demuestre que toda recta normal al cono de ecuación 222 33 yxz +=  interseca al eje z. 
 
46.  Indique y clasifique los puntos críticos de la función real de dos variables definida por

2363),( 22 −−−+= yxxyxyxf . 

Respuesta : No hay  máximo relativo  ni mínimo relativo. Los puntos 







3
2,1  y 






 −−

3
4,1  son puntos de silla. 

 
47. Indique los puntos críticos y halle los valores máximo y mínimo absoluto de la función real de 
dos variables definida por 
 

1),( +−= xxyyxf  
 
sobre la región triangular de vértices )0,0( , )1,1(  y )2,1( .                          

Respuesta: Puntos críticos: ( )0,01P , ( )1,12P , 







2
1,

2
1

3P , ( )2,14P  y 







2
1,

4
1

5P ; máximo absoluto es 2)2,1( =f ; 

mínimo absoluto es 
4
3

2
1,

2
1

=





f  

 
48. Halle los valores extremos absolutos  de la función definida por ( ) ( )yxxyyxf −−= 2, , en la 
región limitada por el cuadrado de vértices ( )0,0 , ( )2,0 , ( )0,2  y ( )2,2 . 

Respuesta: Máximo absoluto es 
27
8

3
2,

3
2

=






f  ; el mínimo absoluto es 8)2,2( −=f  

 
49. Halle los valores extremos absolutos  de la función definida por ( ) ( )yxxyyxf −−= 1, , en la 
región limitada por el cuadrado de vértices ( )0,0 , ( )2,0 , ( )0,2 , y ( )2,2 . 

Respuesta: Máximo absoluto es 
27
1

3
1,

3
1

=





f  ; el mínimo absoluto es 12)2,2( −=f  
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50. Sea f una función real de dos variables definida por 22),( yxyxf += , halle los valores 
máximo y mínimo absoluto de la función sobre la región R, donde 

( ) ( ){ }633:),(R 222 ≤−+−∈= yxRyx  .       
 
                
Respuesta: Máximo absoluto es ( ) 3122433,33 +=++f  ; el mínimo absoluto es ( ) 3122433,33 −=−−f . 
 
51. Se desea construir un área de descanso para gandoleros en una autopista. Esta área debe ser 
rectangular con una medida de 10.000m2 y debe estar cercada en los tres lados no adyacentes a la 
autopista. ¿Cuál es la cantidad mínima de cercado que será necesaria para completar el trabajo? 
Respuesta: ( ) mf 22002100,250 =  

 
52. a) Determine los puntos de la superficie de ecuación 42642222 =−−−++ zyxzyx  más 
cercanos y más alejados del origen. 
     b) Represente gráficamente la superficie de ecuación 42642222 =−−−++ zyxzyx  y 
verifique gráficamente el resultado obtenido en a) 
 
Respuesta: a) El punto de la superficie más cercano al origen es ( )3,2,11 −−−P , y el punto de la superficie más alejado del origen 

es ( )9,6,32P . 

 
53. La altura en kilómetros de cierta región R está medida por la función ( ) xyeyxf −=, , donde x e y 
están medidos en kilómetros. Halle los puntos donde la región  ( ){ }14/, 222 ≤+∈= yxRyxR  
alcanza su punto más alto y su punto más bajo. 
 

Respuesta: Los puntos 







−

22
1,

2
1

1P  y 







−

22
1,

2
1

2P  tienen la mayor altura, y los puntos de la 







−−

22
1,

2
1

3P  

y 








22
1,

2
1

4P   tienen la altura mínima. 

 
54. Halle el mínimo de 222),,( zyxzyxf ++= , si ),,( zyx  está en la recta de intersección de los 
planos de ecuaciones 432 =−+ zyx , y 62 =+− zyx  

Respuesta: Mínimo 
3481

49560
59
46,

59
50,

59
212

=





 −f  

 
55. Halle las dimensiones de una caja rectangular, sin considerar la tapa superior, que tiene 
volumen máximo si el área de la superficie es 12. 
 
Respuesta: 2, 2, 1. 
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COORDENADAS POLARES 

 
 
 

Definiciones, propiedades y teoremas importantes 
 
 
Definición 4.1: Sea O un punto fijo del plano llamado polo y un rayo inicial desde O, las 
coordenadas polares de un punto P del plano son ( )θ,r  donde r es la distancia dirigida de O a P  y
θ  da el ángulo dirigido del rayo inicial al rayo OP. θ  se considera positivo cuando se mide en 

sentido contrario a las agujas del reloj y negativo cuando se mide en el sentido de las agujas del 
reloj. Los puntos ( )θ,r  y ( )θ,r− están sobre la misma recta que pasa por O, a la misma distancia 

r de O pero en lados opuestos de O. El punto ( )θ,0  representa el polo u origen.  
 
Teorema 4.1: Las coordenadas polares ( )θ,r  de un punto P en el plano están relacionadas con las 
coordenadas rectangulares  ( )yx , de ese punto como sigue:  
 

 

θcosrx =                      θsenry =              
                                             

             
222 yxr +=                    

x
y

=θtan  

 

 
Teorema 4.2: Sea  f una función real continua definida por )(θfr = , si 0)( ≥θf  en [ ]ba ,  con 

πθ 20 ≤≤≤≤ ba , entonces el área A de la región acotada por las gráficas de )(θfr = , a=θ  y 
b=θ  es 

 

[ ] dθ)(
2
1 2

∫=
b

a
fA θ dθ

2
1 2∫=

b

a
r  

 
Teorema 4.3: Sean f y g funciones reales continuas definidas por )(θfr =  y )(θgr = , si

0)()( ≥≥ θθ gf  en [ ]ba ,  con πθ 20 ≤≤≤≤ ba , y  R es la región acotada por las gráficas de 
)(θfr = , )(θgr = , a=θ  y b=θ  el área  de la región  R es 

 

 [ ] [ ] dθ)g(-)(
2
1 2

2











∫= θθ
b

a
fA  
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Teorema 4.4:  Si C es la gráfica de una ecuación polar  )(θfr =  y si f ’ es continua en [ ]ba , , 
entonces la longitud  L de C es  
 

[ ] [ ] =∫ += dθ)(')( 22b

a
ffL θθ dθ

θ

2
2∫ 






+

b

a d
drr
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Problemas resueltos 
 
 

1. Determine la distancia entre los puntos cuyas coordenadas polares son 





 π

4
,3  y 






 π

3
,2

 
 
Solución: 
 

Las coordenadas cartesianas del punto 





 π

4
,3  vienen dadas por: 

 

2
23

4
cos3 =






 π=x    y    

2
23

4
sen3 =






 π=y  

 

Las coordenadas cartesianas de punto 





 π

3
,2  vienen dadas por: 

 

1
3

cos2 =





 π=x    y    3

3
sen2 =






 π=y  

 
Luego, la distancia d, entre los puntos dados es: 
 

( )312313363
2
9123

2
93

2
231

2
23

22

+−=+−++−=









−+










−=d  

 
2. Decida si los pares indicados de coordenadas polares representan el mismo punto. 
 

a) 







3
π,3   y    








3
5π,3                   b) 






 −

6
11π,5    y    








6
π,5        

  
 
Solución: 
 

a) No,  ya que 







3
π,3  está en el primer cuadrante y 








3
5π,3 está en el cuarto cuadrante. 

 

b) Si,  





 −

6
11π,5  y 








6
π,5 ,  ya que 3=r  es el mismo en ambos puntos y los ángulos tienen 

los mismos lados terminales a  pues  
6
π11π2

6
π

−= . 

 
3. Represente gráficamente la curva ó la región del plano cuyas coordenadas polares satisfacen las 
relaciones siguientes: 
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a) 
4

3πθ
4
π

≤≤                                                          b) 21 ≤≤ r      y      
4
πθ0 ≤≤  

c) ( ) ∩






 << πθ

2
π/θ,r ( ){ }32/θ, << rr              d) )0(arctanθ >= aa  

 
Solución: 
 

a)                               
4

3πθ
4
π

≤≤  

 
Representa la región del plano limitadas por las rectas 
que pasan por el origen y forman ángulos con el eje 

polar de 
4
π  y 

4
3π

 radianes respectivamente.  

 

 

b)                 21 ≤≤ r      y      
4
πθ0 ≤≤  

 
Representa el sector circular limitada por el eje polar, 
por la recta que pasa por el polo y forma un ángulo de 

4
π  con el eje polar, y por las circunferencias con 

centro el polo y radios 1 y 2 respectivamente. 

 

c)     ( ) ∩






 << πθ

2
π/θ,r ( ){ }32/θ, << rr  

 Representa la región abierta del plano limitada por 
las rectas que pasan por el origen y forman ángulos 

de 
2
π

 y π  radianes respectivamente con el eje polar, 

y por las circunferencias con centro el polo y radios 2  
y 3 respectivamente. 
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d)    asenaaa =⇒=⇒>=
θcos
θθtan)0(arctanθ  y 

2
πθ0 <<  ya que 0>a . 

y 
⇒= θcosθsen a axyar =⇒= θcosθrsen  

 
Luego, la ecuación dada representa la recta de 
pendiente a que pasa por el origen, como se muestra 
en la figura. 

 

 
4. Determine una ecuación polar para la curva representada por la ecuación cartesiana 

422 =− yx . 
 
Solución: 
 
Al sustituir  θcosrx =  y  θsenry =  en la ecuación 422 =− yx  resulta, 
 
 

⇒=−⇒=− 4θsenθc4 222222 rosryx ( ) ⇒=− 4θsenθc 222 osr 4θ2cos2 =r  
 
5. Determine una ecuación polar para la curva representada por la ecuación cartesiana 

0222 =−+ yyx . 
 
Solución: 
 

⇒=−⇒=−+ 0θsen202 222 rryyx
( ) Zk,2kθθ,sen2ó00θsen2 ∈===⇒=− πrrrr  

 
Como la solución 0=r  queda contenida en θsen2=r , se tiene que una ecuación es  
 

θsen2=r  
 

6. Considere la ecuación polar  cosθθsen bar += , 0>a,b . 
a) Halle la ecuación cartesiana y verifique que la ecuación dada representa una circunferencia.  
b) Halle en coordenadas cartesianas el centro y radio de la circunferencia. 
c) Si  4=b  y 3=a  represente gráficamente la circunferencia. 
 
Solución: 
 

a)           ⇒+= cosθθsen bar ⇒+=+
r

bx
r

ayyx 22 ⇒+=+ bxayyx 22 022 =−−+ bxayyx  

                        
4422

2222 baaybx +=





 −+






 −⇒   (Ecuación de una circunferencia) 
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b) El centro es 







2
,

2
abC  y el radio es 

22

2
1 bar +=  

 
c) Si  4=b  y 3=a  resulta la circunferencia de 
ecuación 
 

( )
4
25

2
32

2
2 =






 −+− yx  

 

 
7. Dada la curva de ecuación polar θsen4=r , halle: 
a) Las ecuaciones paramétricas. 
b) La ecuación cartesiana. 
 
Solución: 
 
a) Unas ecuaciones parámetricas son θcosθsen4=x , θsen4 2=y . 
 
b) ⇒= θsen4r ⇒= θsen42 rr ⇒=+ yyx 422 ( ) 4204 2222 =−+⇒=−+ yxyyx  
 
8. Dadas las curvas de ecuaciones polares 31 =r  y θsen62 =r , halle: 
a) Grafique ambas curvas en un mismo sistema de coordenadas. 
b) Determine los puntos de intersección de ambas curvas. 
c) Determine el área de la región del plano que es interior a ambas curvas. 
d) Determine la longitud del arco de curva de r2 que está en el segundo cuadrante y es exterior a 
r1. 
 
Solución: 
 
a) La gráfica se muestra en la figura. Observe que las ecuaciones corresponden a dos 
circunferencias (ejercicio 6). 
 
b) 

6
π5θó

6
πθ

2
1senθ3θsen6 ==⇒=⇒=

 
 

Y los puntos de intersección son 







6
π,31P  y 








6
π5,32P . 

 
 

c) El área de la región del plano interior a ambas curvas se obtiene mediante la integral: 
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( ) ( )
2

39-π6π3
2

39π3θ3θθ6sen
2
12

2
π

6
π

2
6
π

0

2 =+









-=



















+⋅= ∫∫ ddA  

 

d)                        ( ) ( ) =+= ∫ dθθ6cenθ6
6

5π

2
π

22 ossL π2
2
π

6
5π6dθ6

6
5π

2
π

=



 −=∫  

 

9. Dada la ecuación  
θsen53

4
+

=r  en coordenadas polares, halle la ecuación en coordenadas 

rectangulares, identifique la curva y grafíquela. 
 
Solución: 
 

4θsen53
θsen53

4
=+⇒

+
= rrr      (1) 

 

Al sustituir 22 yxr +=   y  yr =θsen  en (1) se obtiene la siguiente ecuación en coordenadas 
cartesianas: 

yyx 543 22 −=+  
 

( ) 22222 558169543 yyyxyyx +−=+⇒−=+     (2) 
 

Al realizar las operaciones indicadas y completar cuadrados se obtiene que la ecuación (2) se 
obtiene  

   

( )
1

9
5

4

22

=
+

+
yx

 

 
que corresponde a la ecuación de la elipse que se muestra 
en la figura, de centro  ( )5,0 −C  . 

 

 

               

10. Dada la ecuación 
θsen22

1
−

=r  en coordenadas polares, halle la ecuación correspondiente en 

coordenadas rectangulares, identifique la curva y grafíquela. 
 
Solución: 
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1θsen22
θsen22

1
=−⇒

−
= rrr    (1) 

 

Al sustituir 22 yxr +=   y  yr =θsen  en (1) se obtiene la siguiente ecuación en coordenadas 
cartesianas: 

yyx 212 22 +=+  
 

( ) 22222 4414212 yyyxyyx ++=+⇒+=+   (2) 
 

Al realizar las operaciones indicadas y completar cuadrados que la ecuación (2) es equivalente a la 
ecuación: 

 

4
12 −= xy  

 
que cual corresponde a la ecuación de la parábola que se 
muestra en la figura  

 

 

 
11. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares θsen1 =r  y θc2 osr = . 
a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores (sin pasar a coordenadas 
rectangulares). 
b) Halle los puntos de intersección. 
c) Halle el área de la región del plano que es interior a ambas curvas. 
d) Calcule la longitud del arco de curva de r1 que es exterior a r2. 
e) Calcule la pendiente de la recta tangente a r1  en el punto del primer cuadrante que es 
intersección de ambas curvas. 
 
Solución: 
 
a) Las gráficas se muestran en la figura. 
 
b) Observe que r1 y r2 se obtienen para valores de θ : 

πθ0 ≤≤ .  Luego considerando valores negativos de r2 
 

4
πθθcosθsen =⇒=  

Y un punto de intersección es 










4
π,

2
2

1P .  
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No obstante, existe otro punto de intersección que no se obtiene analíticamente, el origen, ya que 

01 =r  para 0θ =  y 02 =r  para 
2
πθ = . 

 
c) El área de la región del plano interior a ambas curvas es igual a: 
 

+= ∫ θθsen
2
1 4

π

0

2 dA =∫ θθc
2
1 2

π

4
π

2 dos ( ) +∫ θ2θcos-1
4
1 4

π

0

d ( ) 





 −=+∫ 1

2
π

4
1θθ2c1

4
1 2

π

4
π

dos  

 
d) La longitud del arco de curva de r1 que es exterior a r2 se obtiene mediante la integral: 
 

4
π3θθcosθen

π

4
π

22 =+= ∫ dsL  

Nota: La longitud L pudo calcularse directamente ¿cómo? 
 

e) Unas ecuaciones paramétricas de r1 son: 





=
=

θsen
θcos

1

1

ry
rx

      o      




=
=

θsen
θcosθsen

2y
x

    o    






=

=

θsen
2
θ2sen

2y

x  

 
La pendiente de la recta tangente a θsen1 =r  en el punto ( )θ,rP  es: 
 

θ2cos
θsenθcos2

θ

θ ===

d
dx
d
dy

dx
dym  

 

Luego, en 










4
π,

2
2

1P  la pendiente m no está definida, por lo tanto, en este punto la recta 

tangente es vertical, como se puede apreciar en la gráfica. 
 
12. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares θsen11 +=r  y θc12 osr += . 
 
a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores. 
b) Halle los puntos de intersección. 
c) Halle el área de la región del plano interior que está en el primer cuadrante que es interior a 1r  y 
exterior a 2r . 
d) Plantee la integral que da la longitud de la parte de r1 exterior a r2. 
 
 
Solución: 
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a) Las curvas θsen11 +=r  y θc12 osr +=  
representan cardiodes de eje y y eje x 
respectivamente, su gráfica se muestra en la 
figura. 
 
b) Observe que r1 y r2 se obtienen para valores 
deθ : π2θ0 ≤≤ , luego 
 

4
π5θó

4
πθθcos1θsen1 ==⇒+=+  

 
Y dos puntos de intersección son 
 











+

4
π,

2
211P  y 










−

4
5π,

2
212P  

 
 

 
No obstante, existe otro punto de intersección que no se obtiene analíticamente, el origen, ya que 

01 =r  para 
2
π3θ =  y 02 =r  para πθ = . 

 
c) El área de la región del plano que está en el primer cuadrante que es interior a 1r  y exterior a 2r  
viene dada por: 

( ) ( )[ ] =+−+= ∫ θθcos1senθ1
2
1 22

2
π

4
π

dA [ ]
4
32θ)θ2cos(2cosθ-enθ2

2
1 2

π

4
π

-=-∫ ds  

 
d) La longitud de la parte de r1 exterior a r2  se obtiene mediante la integral: 
 

( ) θθcosenθ1
4

5π

4
π

22 dsL ∫ ++=  

 
13. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares θ3sen41 +=r  y θsen2 −=r . 
 
a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores (sin pasar a coordenadas 
rectangulares). 
b) Halle los puntos de intersección. 
c) Halle el área de la región del plano interior r1 y exterior a r2 que está en el tercer cuadrante. 
d) Halle una ecuación en coordenadas cartesianas de la curva descrita por r2. 
 
Solución: 
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a)  r1 representa una cardiode con rizo en el eje y y r2 
una circunferencia. La gráfica se muestra en la figura. 
 
b) Observe que r1 se obtiene al variar: π2θ0 ≤≤ , 
mientras que r2 se obtiene al variar: π2θπ ≤≤ , luego 

2
3-1sen-senθ3sen4 π

=θ⇒=θ⇒θ=+  

Y el punto de intersección es 







2
3π,11P .  

 

 

 
c) El área de la región del plano interior r1 y exterior a r2 que está en el tercer cuadrante es igual a:  
 

( ) ( ) 12-π5θθsen--θθ3sen4
2
1 2

3π

π

2
2

3π

2 =
















+= ∫∫
π

ddA  

d) Se tiene que: 

yyxrr −=+⇒−=⇒−= 222 θsenrθsen
4
1

2
10

2
222 =






 ++⇒=++⇒ yxyyx  

Luego una ecuación cartesiana de la curva descrita por r2 es 
4
1

2
1 2

2 =





 ++ yx , la cual 

corresponde a la ecuación de una circunferencia de centro 





 −

2
1,0C  y radio 

2
1

. 

 
 
Dadas las ecuaciones en coordenadas polares θsen4=r , 1θtan =  y 1θtan −=  
a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores. 
b) Halle los puntos de intersección. 
c) Halle el área de la región del plano interior limitada por las tres curvas 
d) Calcule la integral que da la longitud del arco de curva de r que está comprendida entre el eje 
polar y la recta de ecuación  1θtan = . 
 
 
Solución: 
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a) 
4
πθ1θtan =⇒=   y 

4
3πθ1θtan =⇒−= , 

θsen4=r  es la ecuación de una circunferencia. Las 
gráficas se muestran en la figura. 
 

b)  22
2
24

4
πθ =⋅=⇒= r   y 

22
2
24

4
3πθ =⋅=⇒= r  

 

Y los puntos de intersección son 







4
π,221P  y 









4
3π,222P .  

 

 
c) El área de la región del plano interior limitada por las tres curvas  

=⋅= ∫ θθ16
2
12

2

4

2 dsenA

π

π

( ) 424
4

8
2
18

42
8

2
2

8θ2cos18 2

4

2

4

+=+⋅=⋅+





 −=







 −=−∫ ππππθ
θ

π

π

π

π

sen
dθ  

 
d) La longitud del arco de curva de r que está comprendida entre el eje polar y la recta de ecuación  

1θtan = . 
 

=+= ∫ θθc1616
4

0

22 dossenL

π

θ ππ
π

=⋅=∫
4

4θ4
4

0
d  

 
 

14. Dada la curva, en coordenadas polares, de ecuación )3cos( θ=r , conocida como rosa de tres 
pétalos. 

a) Grafique la curva dada para 
6

0 π
≤θ≤        b) Grafique la curva dada para 

3
0 π

≤θ≤  

c) Grafique la curva dada para 
2

0 π
≤θ≤        d) Grafique la curva dada para 

3
20 π

≤θ≤  

e) Grafique la curva dada para 
6

50 π
≤θ≤        f) Grafique la curva dada para π≤θ≤0  

g) Halle el área de la región limitada por la curva. 
 
h) Halle la longitud de la curva.                        
 
Solución: 
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a) Observe que : 

2
30

6
0 π

≤θ≤⇒
π

≤θ≤  

Y en consecuencia, 
 

)3cos( θ=r   varía de 1 a 0 
 

y se obtiene la gráfica mostrada en la figura. 

 

b) Observe que : 

π≤θ≤
π

⇒
π

≤θ≤
π 3

236
 

Y en consecuencia, 
)3cos( θ=r   varía de 0 a -1 

y se obtiene parte de la gráfica que se observa en el tercer 

cuadrante. Luego, cuando 
3

0 π
≤θ≤  se obtiene la gráfica 

mostrada en la figura.  

 

c) Observe que : 

2
33

23
π

≤θ≤π⇒
π

≤θ≤
π

 

Y en consecuencia, 
)3cos( θ=r   varía de -1 a 0 

y se obtiene la otra parte de la gráfica que se observa en el 

tercer cuadrante. Luego, cuando 
2

0 π
≤θ≤  se obtiene la 

gráfica mostrada en la figura. 

 

d) Observe que : 

π≤θ≤
π

⇒
π

≤θ≤
π 23

2
3

3
2

2
 

Y en consecuencia, 
)3cos( θ=r   varía de 0 a 1 

y se obtiene la parte de la gráfica que se observa en el 

segundo cuadrante. Luego, cuando 
3

20 π
≤θ≤  se obtiene la 

gráfica mostrada en la figura. 
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e) Observe que : 

2
532

6
5

3
2 π

≤θ≤π⇒
π

≤θ≤
π

 

Y en consecuencia, 
)3cos( θ=r   varía de 1 a 0 

y se obtiene la otra parte de la gráfica que se observa en el 

segundo cuadrante. Luego, cuando 
6

50 π
≤θ≤  se obtiene la 

gráfica mostrada en la figura. 

 

f) Observe que : 

π≤θ≤
π

⇒π≤θ≤
π 33

2
5

6
5

 

Y en consecuencia, 
)3cos( θ=r   varía de 0 a -1 

y se obtiene la otra parte de la gráfica que se observa en el 
primer cuadrante. Luego, cuando π≤θ≤0  se obtiene la 
gráfica mostrada en la figura. 

 

 
g) El área de la región es seis veces el área de medio pétalo, luego 
 

( )
462

3
6

)6(sen
2
3

2
)6cos(13θθ)3(c

2
16

6

0

6

0

6
π

0

2 π
=

π
⋅=



 θ

+θ=θ
θ+

=
















⋅=

π
π

∫∫ ddosA  

 
g) La longitud de la curva es seis veces la longitud de medio pétalo, luego 
 

( ) ( ) =+= ∫ dθθen33-θ3cos6
6
π

0

22 sL 16π
3
8

6
π6dθ3sen816

6
π

0

2 +=





 +=+∫ θ  
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Problemas propuestos 
 
 
En los problemas del  1 y 2  decida si los pares indicados representan el mismo punto. 
 

1) 







6
π,2    y    








6
7π,2                     2) 








4
π,5   y    






 + π200

4
π,5                   

 
Respuestas: 1) No    2) Si 
 
En los problemas del 3 al 7 determine las coordenadas rectangulares del punto cuyas coordenadas 
polares se da. 
 

3.  





 π

6
,4          4. 






 π

−−
2

3,1           5.  





 π
−

4
3,3            6. 






 π

−
6

,2         7. ( )π−,0  

Respuestas: 3) ( )2,32     4) ( )1,0 −      5) 





 − 2

2
3,2

2
3

       5) ( )1,3 −       7) ( )0,0  

 
En los problemas del  8 al 12 determine un par de coordenadas polares del punto cuyas 
coordenadas rectangulares se da. 
 
8.  ( )2,2 −−        9. ( )2,32           10.  ( )1,3−           11. ( )32,2         12. ( )2,6  

Respuestas: 8) 





 π

4
5,22     9) 






 π

6
,4        10)  






 π

6
5,2       11) 






 π

3
,4       12) 






 π

6
,22  

 
En los problemas del  13 al 17 represente gráficamente la curva ó la región del plano que 
corresponde a cada una de las relaciones dadas: 
 

13. 2=r         14. 
3
πθ =           15. 

8
θ,0 π
=≥r            16. 

4
πθ

6
π

<<         17. 51 << r           

 
Respuestas: 
13)  

 

14) 
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15)  

 

16) 

 
 
17) 

 

 
En los problemas del 18 al 23 halle una ecuación en coordenadas polares. 
  
18. byx =+                                              19. 2=x  
20. 543 =+ yx                                             21. xyyx 322 =+  

22. 06222 =+++ yxyx                            23. 044422 =++−+ yxyx  

Respuestas: 18) 
θsenθcos +

=
br              19) 2cos =θr         20) 

θsen4θcos3
5
+

=r  

21)  1sencos3 =θθ               22)  0sen6cos22 =++ θθ rrr        23) 04sen4cos42 =+θ+θ− rrr   

 
En los problemas 24 y 25 halle la ecuación en coordenadas rectangulares, identifique y grafique la 
curva cuya ecuación está dada en coordenadas polares. 
 

24. 
θc22

1
os

r
−

=            25. 
θsen32

1
−

=r  

 
Respuestas: 
24)  Parábola de 

ecuación 

4
12 −= yx  

 

25) Hipérbola de ecuación 
 

1

5
1

25
4
5
3

2

2

=−






 +

x
y

 

 
 

26. La ecuación polar de la recta de ecuación  3−= xy  es 
 

a) θsen2=r      b) θc3 osr −=    c) 
cosθ-θsen

3-
=r   d) θsen

2
3

−=r   e) θcos
2
3

=r  
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Respuesta:  c) 
 
27) La región señalada en la figura  adjunta 
queda definida por la expresión: 

a)  
12
πθ =                   b)  

12
πθ =  

c) 
8

3πθ
12
π

≤<           d) 
8

3πθ
12
π

≤≤          

e) 
8

3πθ
12
π

≤≤  

 

 
Respuesta:  e) 
 
28. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares θ3cos1 =r  y θsen32 =r . 
a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores. 
b) Halle los puntos de intersección. 
c) Halle el área de la región del plano interior a ambas curvas. 
d) Halle los puntos de la curva descrita por r1, en los cuales la recta tangente es horizontal. 
 
Respuesta: 
 

 

b) 







4
π,

2
3

1P  y ( )0,00P    c) 
8

18-π9
          

d) 










4
π,

2
23

1P  y 









−

4
3π,

2
23

2P  

 

 
29. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares θcos31 =r  y θsen2 =r . 
a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores. 
b) Halle los puntos de intersección. 
c) Halle el área de la región del plano interior a ambas curvas 
d) Halle los puntos de la curva descrita por r1, en los cuales la recta tangente es horizontal. 
 
Respuesta: 
 

 

 

b) 










3
π,

2
3

1P  y ( )0,00P    c) 3
6
π5
−           

d) 










4
π,

2
6

1P  y 









−

4
3π,

2
6

2P  

 

30. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares θcos21 =r   y  θsen22 =r  
a) Halle, usando las ecuaciones de transformación, las ecuaciones cartesianas y grafique ambas. 
b) Halle en coordenadas polares los puntos de intersección de las curvas. 
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c) Halle el área de la región del plano interior a la curva de ecuación θcos21 =r  y exterior a la 
curva de ecuación θsen22 =r  
d) Halle la longitud de la porción de θcos21 =r  que es exterior θsen22 =r  y está en el primer 
cuadrante 
 
Respuesta: 
 
a) ⇒= θcos2r ( ) 11 22 =+− yx  

   ⇒= θsen2r ( ) 11 22 =−+ yx  

b)  







4
π,2P  y en el polo u origen   

c) 1
2
+=

πA  

d) 
2
π

=L  

 
 

 
31. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares θsen81 =r  y 42 =r . 
a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores (sin pasar a coordenadas 
rectangulares). 
b) Halle los puntos de intersección en coordenadas polares. 
c) Halle el área de la región del plano que es interior a r1 y exterior a r2, ubicada en el primer 
cuadrante. 
d) Calcule la longitud del arco de curva r2 que es interior a r1. 
 
Respuesta: 
 
 

b) 







6
π,41P  y 








6
5π,41P                  

c) 









+=

2
3

3
π8A   

d) π
3
8

=L  

 

 

 
 
32. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares θc21 osr −=  y 22 =r . 
a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores. 
b) Halle los puntos de intersección. 
c) Halle el área de la región del plano interior a r1 y exterior a r2. 
d) Plantee la integral que da la longitud de la parte de r1 que está en el tercer cuadrante. 
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Respuesta: 
 

 

  b) 







2
π,21P  y 








2
3π,22P  

  c) 4
4
π
+  

  d) θθcos45
2

3π

π

dL ∫ −=  

 
33. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares θ3cos1 =r  y θc22 osr −= . 
a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores. 
b) Halle los puntos de intersección. 
c) Halle el área de la región del plano interior r1 y exterior a r2. 
d) Halle el área de la región del plano interior a ambas curvas. 
e) Halle los puntos de la curva descrita por r1, en los cuales la recta tangente es horizontal.  
 
Respuesta: 
 

 

b) 







3
π,

2
3

1P  y 







3
π5

,
2
3

2P  

c) 33  

d) 33π
4
9

−  

e) 










4
π,

2
23

1P  y 









−

4
3π,

2
23

2P  

 

 
34. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares θsen11 −=r  y 12 =r . 
a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores. 
b) Halle los puntos de intersección. 
c) Halle el área de la región del plano interior a r1 y exterior a r2. 
d) Determine la longitud de la parte de r1 que está en el segundo cuadrante. 
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Respuesta: 
 

 

b) ( )0,11P  y ( )π,12P  

c) 1
4
π
+  

d) 22-4  

 

 
35. Dadas las ecuaciones en coordenadas polares θc21 osr +=  y 22 =r . 
a) Grafique las curvas definidas por las ecuaciones anteriores. 
b) Halle los puntos de intersección. 
c) Halle el área de la región del plano interior a ambas curvas. 
d) Plantee la integral que da la longitud de la parte de 1r  que está en el tercer cuadrante. 
 
Respuesta: 
 

 

b) 







2
π,21P  y 








2
3π,21P  

c) 4
4

17π
−  

d) dθθcos45
2

3π

π
∫ +=L  
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36. En los siguientes enunciados. Indique si cada uno de ellos es verdadero o falso, escribiendo 
respectivamente la letra V o F en la casilla  señalada.  
 

a)  )(3, 6
π  y  )(-3, 6

-5π son las coordenadas polares del mismo punto del plano. 

b)  El punto A )(4, 2
3π  no está en la gráfica de la curva de ecuación θ)2cos(4=r  ya que sus 

coordenadas no satisfacen la ecuación.  

c) Las coordenadas rectangulares del punto que tiene coordenadas polares )A(4, 2
3π son A(-1,1) . 

d)  La gráfica de la curva de ecuación polar θsec5−=r  es una recta.  

e) La ecuación polar con la misma gráfica que el círculo de ecuación yyx 422 =+  es                 
θcos4=r .   

f)  La ecuación cartesiana con la misma gráfica que la curva de ecuación polar 
θsen1

4
−
−

=r es la 

parábola ( ))282 yx −=    

g) La expresión del área de la región interior a la curva  de ecuación θsen1 =r  y exterior a la curva 

de ecuación   θcos2 =r  en el primer cuadrante es ( ) θ)2cos(2
2
1)(

2

4

dRA ∫ −=

π

π
θ . 

h) La longitud de arco en el cuarto cuadrante de la cardioide de ecuación θsen22 −=r  es 

( ) θθπ dsenL ∫ − −= 0

2
8)(8      

i) Un punto intersección entre las cardioides de ecuaciones θsen11 +=r  y   θcos12 −=r  es 






 +

4
7π

2
22 ,P . 

j) Unas coordenadas polares del punto ( )4
-1

4
1 ,Q -  son ( )4

3π-
4
2 ,Q   

Respuesta: a) V   b)  V   c)  F   d) V   e)  F  f)  V   g)   V   h) F   i)  F   j) V 

 

  



 
 
 

 
 
 

131 

INTEGRALES DOBLES EN COORDENADAS 
CARTESIANAS Y POLARES 

 
 
 

Definiciones, propiedades y teoremas importantes 
 
 
Teorema 5.1: Supongamos que ( )∫∫

D
dAyxf ,  y  ( )∫∫

D
dAyxg ,  existen sobre una región D del plano. 

• ( ) ( )[ ]∫∫ =+
D

dAyxgyxf ,, ( )∫∫
D

dAyxf , ( )∫∫+
D

dAyxg ,  

• ( ) =∫∫
D

dAyxcf , ( )∫∫
D

dAyxfc ,  para toda constante c. 

• Si ( ) ( )yxgyxf ,, ≤  para toda ( ) Dyx ∈,  entonces ( )∫∫
D

dAyxf , ( )∫∫≤
D

dAyxg ,  

• Si 21 DDD ∪= , donde D1 y D2 se intersecan a lo sumo en un segmento, se tiene que 
( )∫∫

D
dAyxf , ( )∫∫=

1

,
D

dAyxf ( )∫∫+
2

,
D

dAyxf . 

• )(DAdA
D

=∫∫  (donde )(DA denota el área de la región D) 

• Si ( ) Myxfm ≤≤ ,  para toda ( ) Dyx ∈,  entonces ( ) )(,)( DAMdAyxfDAm
D

⋅≤≤⋅ ∫∫  

• Si ( )yxf ,0 ≤  para toda ( ) Dyx ∈,  entonces ( )∫∫
D

dAyxf ,  es igual al el volumen del sólido 

limitado superiormente por la gráfica de ( )yxfz ,=  e inferiormente por D. 

 
Definición 5.1: Una región D del plano es del Tipo I:  
 

Si D está dada por bxa ≤≤ , )()( 21 xgyxg ≤≤ , con g1 y g2 continuas en [ ]ba ,  
 
Definición 5.2: Una región D del plano es del Tipo II:  
 

D está dada por dyc ≤≤ , )()( 21 xhxxh ≤≤ , con h1 y h2 continuas en [ ]dc ,  
 
Teorema 5.2: (Teorema de Fubini) Sea f  una función real de dos variables x y y continua en una 
región D del plano. 
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i) Si D está dada por bxa ≤≤ , )()( 21 xgyxg ≤≤ , con g1 y g2 continuas en [ ]ba , , 
entonces 

( ) ∫ ∫∫∫ =
b

a

xg

xgD
dxdyyxfdAyxf

)(

)(

2

1

),(,  

ii) Si D está dada por dyc ≤≤ , )()( 21 xhxxh ≤≤ , con h1 y h2 continuas en [ ]dc , , 
entonces 

( ) ∫ ∫∫∫ =
d

c

xh

xhD
dydxyxfdAyxf

)(

)(

2

1

),(,  

 
Teorema 5.3: Sea D la región del plano definida por todos los puntos ( ) ( )θsen,θcos, rryx =  con 

)θ()θ(0 21 grg ≤≤≤ , βα ≤≤ θ) , donde π20 ≤−≤ αβ . Si  g1 y g2 son continuas en [ ]βα ,  y  f  es 
continua en D, entonces 

 

( ) ∫ ∫∫∫ =
β

α

θ

θ

)(

)(

2

1

θ)θsen,θcos(,
g

gD
ddrrrrfdAyxf  

 
Definición 53: El jacobiano de la transformación T dado por ),( vugx =  y ),( vuhy =  es  
 

( )
( ) u

y
v
x

v
y

u
x

v
y

u
y

v
x

u
x

vu
yx

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

,
,  

 
Teorema 5.4: Sea que T es una transformación C1 cuyo jacobiano es no nulo y que relaciona una 
región S del plano uv con una región D del plano xy. Si f  es continua en D, y D y S son regiones 
planas del tipo I o II, y T es uno a uno, excepto quizás en el límite de S. Entonces 
 

( ) ( ) dvdu
vu
yxvuyvuxfdAyxf

SD ),(
),(),(),,(,

∂
∂

= ∫∫∫∫   
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Problemas resueltos 
 
 
1. Halle dydxxy

R
∫∫5  y dxdyxy

R
∫∫5  donde R es la región rectangular de vértices: ( )0,2− , ( )0,1 ,

( )1,2−  y ( )1,1 . 
    
Solución: 
 
 
La región R sobre la cual se integra corresponde a la 
región sombreada mostrada en la figura. 
 
En consecuencia, 

 

 

=∫∫ dydxxy
R

5 =∫ ∫
−

1

0

1

2
5 dydxxy =








∫ −

dyyx1

0

1
2

2

2
5

4
15

22
152

2
15

1

0

21

0
−=








−=



 −∫

yydy  

 

=∫∫ dxdyxy
R

5 =∫ ∫
−

1

2

1

0
5 dxdyxy =








∫
−

dxxy1

2

1
0

2

2
5 ( )

4
1541

4
5

4
5

2
5 1

2

21

2
−=−==

−
−
∫

xdxx  

 
2. Dada la expresión   

( ) ( )∫ ∫ ∫ ∫
−

+=
0

1

1

0

3

3
,,

x

x

x

x
dxdyyxfdxdyyxfI  

 
dibuje la región de integración e invierta el orden de integración. 
 
Solución: 
 
Para dibujar la región de integración observe que de la primera integral se deduce que 
 

01 ≤≤− x   y   3xyx ≤≤  
 
y de la segunda integral se tiene que 
 

10 ≤≤ x   y   xyx ≤≤3  
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La región de integración corresponde a la 
región sombreada mostrada en la figura. 
 
Para plantear la integral I en el otro orden: 
  
Observe que  

33 yxxy =⇔=  
 

Si 01 ≤≤− y  entonces  yxy ≤≤3  
 

Si 10 ≤≤ y  entonces  3 yxy ≤≤  
 

 

 
Por lo tanto, 

( ) ( )∫ ∫ ∫ ∫
−

+=
0

1

1

03

3

,,
y

y

y

y
dydxyxfdydxyxfI  

 
3.  Dibuje la región de integración R y plantee las integrales dydxyxf

R
∫∫ ),(  y dxdyyxf

R
∫∫ ),( , si R 

es la región del plano limitada por las curvas de ecuaciones xy = , 0=y  , 1=+ xy . 
 
Solución: 
 
Para representar gráficamente la región R 
es necesario hallar la intersección de la 
curva de ecuación xy =  con la recta de 
ecuación 1=+ yx , para lo cual se debe 
resolver el sistema de ecuaciones  
 

⇒




=
−=
xy
xy 1 ( ) xxxx =−⇒=− 211  

 
01321 22 =+−⇒=+−⇒ xxxxx  

 
 

Al resolver la ecuación cuadrática resulta, 
 

2
53

2
493 ±
=

−±
=x  

 

Observe que 10 ≤≤ x , la solución es 
2

53
0

−
=x .Por lo tanto, las curvas se intersecan en el punto 

de coordenadas 








 −−
2

15,
2

53P , como se observa en la figura. 
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En consecuencia, 

=∫∫ dydxyxf
R

),( ∫ ∫

+−
−2

51

0

1

2
),(

y

y
dydxxyf  

=∫∫ dxdyyxf
R

),( +∫ ∫

−
2

53

0 0
),(

x
dxdyyxf ∫ ∫

−

−1

2
53

1

0
),(

x
dxdyyxf  

 
4. Calcule ∫∫

D
dxdyxy ln  donde D es la región del plano limitada por las curvas de ecuaciones 1=xy

, xy = , 2=x . 
 
Solución: 
 
Para representar gráficamente la región D, observe que las curvas 1=xy , xy =  se intersecan en 
el punto ( )1,1P , la región de integración corresponde a la zona sombreada que se observa en la 
figura. 
 
La integral planteada es igual a 
 

=∫∫
D

dxdyxy ln =∫ ∫
2

1 1
ln

x

x

dxdyxy ∫ 





 −

2

1
2

lnln
2
1 dx

x
xxx

( )12ln2
8
51ln

42
ln

2
1

2

1

22

−=







++−=

xx
xxxx     

 

 

5. Dada la integral  += ∫ ∫
−

e ex

dxdyyxfI
1

0 1
),( ∫ ∫

1

1 ln
),(

e

e

x

x

dxdyyxf , grafique la región de integración y 

plantee I  en el orden  dxdy. 
 
Solución: 
 
De  la primera integral se deduce que: 

e
x 10 ≤≤   y    xey ≤≤−1  

 
y de la segunda integral se obtiene 
 

11
≤≤ x

e
     y    xeyx ≤≤ln  
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De estas desigualdades se deducen las curvas de ecuaciones: 0=x , 
e

x 1
= , 1−=y , xey = , 1=x y 

xy ln= . 
 
Observe que la recta de ecuación 1−=y  interseca a la curva de ecuación xy ln= en el punto de 

coordenadas 





 −1,1

e
; y la recta de ecuación 1=x  interseca a la curva de ecuación xey = en el 

punto de coordenadas ( )e,1 . 
 
Por otra parte, se tiene que: 
 

yexxy =⇔= ln   y   yxey x ln=⇔=  
 
Al dibujar la región de integración se obtiene la 
región sombreada mostrada en la figura 
 
Luego, 
 

 

 

+= ∫ ∫
−

0

1 0
),(

ye
dydxyxfI +∫ ∫

1

0

1

0
),( dydxyxf ∫ ∫

e

y
dydxyxf

1

1

ln
),(  

 
6. Represente gráficamente la región de integración e invierta el orden de integración en la 

integral ( )∫ ∫
−+

−
=

1

0

11

2

2

,
y

y
dydxyxfI . 

 
Solución: 
 

Para dibujar la región de integración observe que 10 ≤≤ y   y   2112 yxy −+≤≤− . 
 

De estas desigualdades se deducen las ecuaciones: 0=y , 1=y , yx −= 2  y 211 yx −+= . 
 
Luego, se obtiene: 

( ) ( ) 111111 22222 =−+⇒−=−⇒−+= xyyxyx  
 

que es la ecuación de una circunferencia de centro ( )0,1C  y radio 1. 
 
Además, 
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( ) xxyxxyxy 212111 222 +−=⇒−+−=⇒−−=  
 
Para determinar los puntos de intersección de las curvas de ecuaciones yx −= 2  y 

211 yx −+= , se debe resolver el sistema de ecuaciones 




−+=

−=
211

2
yx

yx
. 

 
Luego, 
 

( ) ( ) 01202212111112 222222 =−⇒=+−⇒−=+−⇒−=−⇒−+=− yyyyyyyyyyy  
1ó0 ==⇒ yy  

 
 

20 =⇒= xy    y   11 =⇒= xy  
 

En consecuencia dichas curvas se intersecan 
en los puntos ( )1,1  y  ( )0,2 .  La región de 
integración es la región sombreada mostrada 
en la figura. 

 
Se tiene entonces que  
 

( ) =∫ ∫
−+

−

1

0

11

2

2

,
y

y
dydxyxf ( )∫ ∫

+−

−

2

1

2

2

2

,
xx

x
dxdyyxf  

 

 
 
7. Sea f  una función de dos variables definida por ),( yxfz = en la región R, limitada por las 

curvas de ecuaciones 1−=y , 21 xy += , 2−=x , 1=x , 2=y , xy −−= 12 . 
 
a) Represente gráficamente la región R. 
b) Plantee la integral ∫∫

R

dydxyxf ),( . 

Solución: 
 
a) Al dibujar las distintas curvas, cuyas ecuaciones se indican en el enunciado, se obtiene que la 
región de integración es la zona sombreada en la figura. 
 
Los puntos de intersección se obtienen al resolver los sistemas: 
 

)2,1(2
1

1
2 Py

xy
x

⇒=⇒




+=
=

                           )2,1(1
1

2
2 −⇒−=⇒





+=
=

Qx
xy

y
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)1,2(2
1
1

2 −−⇒−=⇒




−−=
−=

Ux
xy

y
 

                          

  )1,2(1
1
2

2 −⇒=⇒




−−=
−=

Ty
xy

x
 

 

 

 

b)              ∫ ∫∫∫
− −−

=
1

1

1

12

),(),(
yR

dydxyxfdydxyxf ∫ ∫
−−

−

+
2

1

1

2

),(
y

dydxyxf ∫ ∫
−

+
2

1

1

1

),(
y

dydxyxf  

 
8. Dada la expresión 
 

( )

( )
+= ∫ ∫

−

−

+−

+−−

2

4

24

24

2

2

),(
x

x

dxdyyxfI +∫ ∫
−

−+

−−−

2

2

42

42

2

2

),(
x

x

dxdyyxf
( )

( )
∫ ∫

−−

−−−

4

2

24

24

2

2

),(
x

x

dxdyyxf  

 
a) Dibuje la región de integración I. 
b) Plantee I  en el orden dxdy. 
 
Solución: 
 
a) De  la primera integral se deduce que: 
 

24 −≤≤− x     y    ( ) ( )22 2424 +−≤≤+−− xyx  
 

De estas desigualdades se deducen las ecuaciones: 4−=x , 2−=x , ( )224 +−−= xy  y 

( )224 +−= xy . 
 

( ) ( ) 4224 222 =++⇒=+−− xyyx     y   ( ) ( ) 4224 222 =++⇒=+− xyyx  
 
Es decir, en la primera integral se integra sobre el semicírculo izquierdo de centro ( )0,2−  y radio 
2. 
 
De la segunda integral se obtiene 

22 ≤≤− x      y    22 4242 xyx −+≤≤−−−  
 

De estas desigualdades se deducen las ecuaciones: 2−=x , 2=x , 242 xy −−−=  y 
242 xy −+= . 
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( ) 4242 222 =++⇒=−−− xyyx     y   ( ) 4242 222 =+−⇒=−+ xyyx  
 
Es decir, la región de integración de la segunda integral corresponde a la limitada por el 
semicírculo inferior de centro ( )2,0 −  y radio 2, y por el semicírculo superior de centro ( )2,0  y 
radio 2 y las rectas de ecuaciones 2−=x  y  2=x . 
 
De la tercera integral, se tiene que: 
 

42 ≤≤ x     y    ( ) ( )22 2424 −−≤≤−−− xyx  
 

De estas desigualdades se deducen las ecuaciones: 2=x , 4=x , ( )224 −−−= xy  y 

( )224 −−= xy . 
 

( ) ( ) 4224 222 =−+⇒=−−− xyyx     y   ( ) ( ) 4224 222 =−+⇒=−− xyyx  
 
Es decir, la región de integración corresponde al semicírculo derecho de centro ( )0,2  y radio 2.  
 
Finalmente, la región de 
integración es la unión de las 3 
regiones antes descritas y que 
corresponde la región 
sombreada en la figura. 
 

 
 
b) Al plantear I  en coordenadas cartesianas, se obtiene: 
 

( )

( )
+= ∫ ∫

−

−

+−

+−−

2

4

24

24

2

2

),(
y

y

dydxyxfI
( )

( )
+∫ ∫

−−

−−−

4

2

24

24

2

2

),(
y

y

dydxyxf ∫ ∫
−

−+

−−−

2

2

42

42

2

2

),(
y

y

dydxyxf  

9. Calcule dxdyex y

x

2
1

0

2
1

2

2∫ ∫  

 
Solución: 
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La función 
2

)( yeyf =  no es integrable en términos de funciones elementales, no obstante, la 
integral puede ser resuelta si se invierte el orden de integración. 
 
 
 
De la integral dada se tiene que  
 

10 ≤≤ x   y  
2
1

2
≤≤ yx

 

 
De manera que la región de integración es la 
sombreada en la figura. 
 
Luego, 
 

 

== ∫ ∫ dxdyexI y

x

2
1

0

2
1

2

2 =∫ ∫ dydxex y
y

2
2
1

0

2

0

2 =







∫ dyxe

y
y

2

0

32
1

0
3

2

dyye y 322
1

03
8
∫  

Sea 2yz =  entonces ydydz 2= ;   00 =⇒= zy   y  
4
1

2
1

=⇒= zy  

Entonces, 

== ∫ 23
8 4

1

0

dzezI z [ ] =









+−=− 1

4
1

3
4

3
4 4

1
4
1

4
1

0 eeeze zz 4
1

4
1

3
41

4
3

3
4 ee −=










+−  

 

10. Dada la integral  ∫ ∫
−

−

−

0

2
1

1 2

),(
y

y
dydxyxf . 

a) Grafique la región de integración. 
b) Plantee la integral en el orden  dydx. 
c) Plantee la integral en coordenadas polares. 
 
Solución: 

 
a) De  la integral se deduce que: 
 

0
2

1
≤≤− y    y    21 yxy −≤≤−  
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Y a partir de estas inecuaciones se deducen las curvas de ecuaciones 
2

1
−=y , 0=y , yx −=   y  

21 yx −= . 
 
Para determinar la región de integración es importante determinar los puntos de intersección de 

la recta de ecuación yx −=  con la semicircunferencia de ecuación 21 yx −= . 
 

2
11211 2222 ±=⇒=⇒−=⇒−=− yyyyyy  

 
En consecuencia, se intersecan en los puntos 









−

2
1,

2
1

 y 







−

2
1,

2
1

. 

 
Al dibujar las curvas, tomando en cuenta que 

0
2

1
≤≤− y , resulta la región sombreada en la 

figura. 
 

  
 

 
b) Al plantear la integral en coordenadas cartesianas, se obtiene: 

 

                  =∫ ∫
−

−

−

0

2
1

1 2

),(
y

y
dydxyxf +∫ ∫

−

2
1

0

0
),(

x
dxdyyxf ∫ ∫

−−

1

2
1

0

1 2

),(
x

dxdyyxf  

 
c) La ecuación 122 =+ yx  se transforma en coordenadas polares en 12 =r .  
 
Por otra parte, observe que  

4
π7

4
ππ2θ1

2
1

2
1-

θtan =-=⇒-==  

 
En consecuencia la región sobre la cual se integra puede ser descrita en coordenadas polares 
como 

( )






 π≤θ≤

π
≤≤θ 2

4
710/, yrr  

 
Al plantear la integral se obtiene 
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( ) θθθ= ∫ ∫∫ ∫
π

π
−

−

−
ddrsenrrfrdydxyxf

y

y

2

4
7

1

0

0

2
1

1
,cos),(

2

 

 
 
11. Dada la expresión 
 

+= ∫ ∫
−−

−−

1

0

1

9

2

2

y

y

dydxxI ∫ ∫
−−

3

1

0

9 2y

dydxx  

 
a) Represente gráficamente la región de integración. 
b) Calcule la integral utilizando coordenadas polares. 

 
Solución: 

 
a) De  la primera integral se deduce que: 
 

10 ≤≤ y    y    22 19 yxy −−≤≤−−  
 

Y de la segunda integral se deduce que 
 

31 ≤≤ y    y    09 2 ≤≤−− xy  
 

De estas inecuaciones se obtienen las 
ecuaciones 
 

122 =+ yx     y    922 =+ yx  
 

que en coordenadas polares se expresan como 
1=r     y   3=r  

 

Se observa además que πθ
2
π

≤≤ . 

 
La región de integración se representa 
sombreada en la figura anexa.  
 
 

b)                 [ ] === ∫∫ ∫ θsθ
3
1dθdrθcosr 3

1
3

2

2
π

2
π

3

1

dcorI
π

π

[ ]
3
26θsen

3
26θsθ

3
26

2

2

−=== ∫ π
π

π
πdco  

 

12. Sea dθrdrlnr
π2

π

2

∫ ∫=
e

e
I . 
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a) Resuelva la integral  
b) Dibuje la región de integración. 
c) Plantee la integral en coordenadas cartesianas. 
 
Solución: 
 

a) == ∫ ∫ dθrdrlnr
π2

π

2e

e
I =∫ 








− θ

42
ln2π

π

22
2

drrr
e

e

=∫ 







+−− θ

42
ln

42
ln2π

π

22424

deeeeee  

        [ ] ( )24π2
π

24

3e
2
π

44
3 eee

−=







−= θ  

 
 
b) Observe que  

( ){ }π2θπy/θ, 2 ≤≤≤≤= ererD  
 
Como  

⇒≤≤ 2ere  ⇒≤≤ 422 ere 4222 eyxe ≤+≤   y    π2θπ ≤≤  
 
D es la parte inferior del anillo limitado por las circunferencias de centro ( )0,0  y radios e y e2 
respectivamente, es decir 
 

 
 
 

( ){ }0,e/, 42222 ≤≤+≤∈= yyxeRyxD  

 

 
 
c) Al plantear la integral en coordenadas cartesianas, se obtiene: 
 
 

++= ∫ ∫
−−

xyyxI
e

e xe

ddln 22
−

−

0

2 24

++∫ ∫
−−

−−

xyyx
e

e

xe

xe
ddln 22

−

22

24
xyyx

e

e xe

ddln 22
02

24

+∫ ∫
−−

 

 
 



 
 
 

 
 
 

144 

13. Calcule ( )∫∫ +
D

dydxyx 22 , donde D es la región del plano limitada por la circunferencia de 

ecuación axyx 222 =+ , 0>a . 
 
Solución: 

Observe que:      

( ) 2222222 022 ayaxaxyxaxyx =+−⇒=−+⇒=+  

Luego, D es la región del plano dada por 

( ) ( ){ }2222 /, ayaxRyxD ≤+−∈=  

Dado que ( ) 222 ayax =+−  es la ecuación de una circunferencia, la integral planteada puede ser 
resuelta más fácilmente en coordenadas polares. 

θcos22 222 arraxyx =⇒=+  

Luego, 

cosθ2≤≤0 ar           
2
π≤θ≤

2
π

−  

o también 
 

π≤θ≤0   si considera Rr∈ . 
 
Es decir, la región D es descrita en coordenadas 
polares como 

 
( ){ }πθ0yθcos20/θ, ≤≤≤≤= arrD  

 
 
Por lo tanto, 
 

 

( ) =+∫∫
D

dydxyx 22 =∫ ∫ dθdrr
π

0

cosθ2

0

2
a

r [ ] =∫ θ
4
1 π

0

θcos2
0

4 dr
a θθcos4

π

0

44 da ∫ θ
2

θ2cos14
π

0

2
4 da ∫ 






 +

=  

 

  ( ) =++= ∫ θ2θcosθ2cos21
π

0

24 da θ
2

θ4cos1θ2cos21
π

0

4 da ∫ 





 +

++ 4π
2
3 a=  

 

14. Dada la integral  θθ= ∫ ∫

π

π

θ

θ
ddrrI

a

asen

234
3

2

csc2
sen  con 0>a , dibuje la región de integración y plantee 

la integral en coordenadas cartesianas. 
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 Solución: 
 
De la integral se deduce que 
 

4
3

2
π

≤θ≤
π

         y      θ≤≤θ csc2sen ara  

 
Y de las desigualdades se cumple que: 
 

42
0sen

22
222222 aayxayyxayyxarsenrar =






 −+⇒=−+⇒=+⇒θ=⇒θ=  

 

ayasenr
sen

arar 222csc2 =⇒=θ⇒
θ

=⇒θ=  

0
2

=⇒
π

=θ x    y   yx −=⇒
π

=θ
4

3
 

 
 
Al dibujar las curvas de ecuaciones  
 

42

22
2 aayx =






 −+ , ay 2= ,  

0=x   y  yx −=  
Y las desigualdades correspondientes se 
obtiene la región sombreada en la figura 
anexa. 
 
La intersección de la circunferencia con la recta 
de ecuación yx −=  viene dada por: 
 

 
 

 

2
002

42
)( 2

22
2 ayóyayyaayy ==⇒=−⇒=






 −+−  

Por lo tanto los puntos de intersección son ( )0,0  y 





−

2
,

2
aa

. 

 
Además, el integrando puede ser expresado como 
 

θ⋅=θ 2223 senrrsenr  
Como 222 ysenr =θ  
 
Se obtiene que 
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dxdyydxdyyI
a

a

xaa

a

a

a

x
∫ ∫∫ ∫
− −+

−

− −
+=

0

2

2

42

222

2

2

2
2

 

 
 
15. Sea R el conjunto de los puntos del plano, de coordenadas ( )yx , , que satisfacen las 

desigualdades siguientes: xy ≤ , xy −≥  y  xyx 222 ≤+ . Plantee la integral que da el área de la 
región R. 
 
Solución: 
 
En este caso, se dibujan primero las curvas de ecuaciones: xy = , xy −=  y xyx 222 =+ . 
 
Observe que  

⇔≤+ xyx 222 02 22 ≤+− yxx ( ) 11 22 ≤+−⇔ yx  
 
Luego, los puntos del plano que satisfacen la 
desigualdad  xyx 222 ≤+   pertenecen a la 
circunferencia y al interior de la circunferencia. 
 
Por otra parte, las coordenadas del punto 
( )0,2  satisfacen las desigualdades xy ≤ , 

xy −≥ . 
 
En consecuencia, la región R es la sombreada 
en la figura anexa.  

 
 
Ambas rectas intersecan a la circunferencia en dos puntos, cuyas coordenadas se deben 
determinar. 
 
Intersección de la circunferencia con la recta de ecuación xy =  
 

( ) 1o00120222 222 ==⇒=−⇒=−⇒=+ xxxxxxxxx  
 

Puntos de corte: ( )0,01P  y ( )1,12P . 
 
Por simetría los puntos de intersección de la circunferencia con la recta de ecuación xy −=  son: 

( )0,01P  y ( )1,13 −P . 
 
Por otra parte, observe que  

222 22 xxyxyx −±=⇒=+  
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En consecuencia, el área A de R viene dada por: 
 

+= ∫ ∫
−

1

0

x

x
dxdyA ∫ ∫+∫ ∫=∫ ∫

−−

−−

2

1

2

0

1

0 0

2

1

2

2

22

2

22
xxxxx

xx

dxdydydxdxdy  

 
Nota: El problema también se puede resolver en coordenadas polares. 
 
16. Sea R  la región del plano definida por ( ){ }1:, 2 ≤+∈= yxRyxR . Plantee la integral que 
da el área de la región R y halle su valor. 
 
Solución: 

 
Para representar en el plano el conjunto de puntos que satisfacen 1≤+ yx . 
Se deben considerar los siguientes casos: 
 
 i) Si 0≥x   y  0≥y  se obtiene: 1≤+ yx       
 ii) Si 0≥x   y 0<y  se obtiene: 1≤− yx  
 iii) Si 0<x  y 0≥y  se obtiene: 1≤+− yx  
 iv) Si 0<x  y 0<y  se obtiene: 1≤−− yx . 
 
Al representar la unión de las regiones 
indicadas en i), ii) iii) y iv) se obtiene la región 
sombreada en la figura, que a su vez es 4 
veces el área de uno de los triángulos 
obtenidos en cada uno de los 4 casos. 
 
En consecuencia, 

 

 

( ) 2
2
14

2
4144

1

0

21

0

1

0

1

0
=⋅=








−=−== ∫∫ ∫

− xxdxxdxdyA
x

 

 
 

17. Sea R la región del plano acotada por las gráficas de 122 =+ yx , yx = , xy +=1 . 
 
a) Grafique la región R 
 
b) Plantee una integral doble para obtener el área de la región R, considerando los ordenes de 
integración dxdy y dydx. 
 
Solución: 
 
a) La región R se muestra sombreada en la figura siguiente: 
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b) Los puntos de intersección de la circunferencia con la recta de ecuación 1+= xy  son ( )0,1−  y  
( )1,0 . 
 
Para obtener los puntos de intersección de la circunferencia con la recta de ecuación xy =  se 

resuelve el sistema 0,122

>




=
=+ y

xy
yx

. 

 
Al sustituir en la primera ecuación el valor de y dado en la segunda ecuación resulta 
 

2
112 2 ±=⇒= xx ,  

Los puntos de intersección son 








2
1,

2
1

 y  







−−

2
1,

2
1

, pero como 0>y se considera 










2
1,

2
1

. 

 
Por simetría se obtiene que la circunferencia interseca a la recta de ecuación yx −=  en los puntos 









−

2
1,

2
1

 y 








2
1,

2
1

, y como 0<y  se considera 







−

2
1,

2
1

. 

                                  
Luego, el área se expresa como: 

∫ ∫ ∫ ∫+=
−

+

−−

−0

1

1

1

2
1

0

1

2

2

2
x

x

x

x
dydxdydxA  

O también 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫∫ ∫
− −−

−

−

−

−

−

−


















+++=
0

1

0

21

2
1

1

21

0

0

2
1 0

1

0

0

1
2

y

y y

y
dxdydxdydxdydxdyA  
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18. Calcule el área de la región R limitada por la curva de ecuación xy −−= 4 , el eje x y la recta 
tangente a dicha curva en el punto en el cual 8−=x , utilizando 
 
a) Una integral simple            b) Una integral doble. 

 
 Solución: 
 
Sea f  la función definida por xxf −−= 4)( . 
 
Si 8−=x  entonces 24 ==y , luego el punto es )2,8(−P . 
 
La pendiente de la recta tangente en P es )8´(−f . 
 

4
1)8´(

42
1)´(4)( −=−⇒
−

−=⇒−−= f
x

xfxxf  

La ecuación de la recta tangente en el punto )2,8(−P  es 
 

( )8
4
12 +−=− xy     ó    xy

4
1

−=  

 
La gráfica de la región R se muestra a 
continuación. 
 
Por otra parte, 

yxxy 4
4
1

−=⇒−=         

y        
         244 yxxy −−=⇒−−=  

 
Por lo tanto, 

 
 

 
 

a) ( )
3
844)(

2

0

2 =++−= ∫ dyyyRA                             

 

b) == ∫ ∫
−

−−
dydxRA

y

y

2

0

4

4 2
)( [ ] =++−∫ dyyy

2

0

244 =







++−

2

0

3
2

3
42 yyy

3
8

3
888 =++−  

 

En consecuencia, el área A de la región R es 
3
8

 unidades cuadradas. 
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19. El área A de una cierta región D del plano viene dada por: ∫ ∫
−

+
=

2

1 2

bx

x
dxdyA ; y su valor es 

2
9  

unidades cuadradas. 
 
a) Halle el valor de la constante b. 
b) Grafique la región D. 
c) Plantee la integral en el orden dxdy. 
 
 
  Solución: 
 
a) Para hallar el valor de la constante b, se debe primero resolver la integral, 
 

[ ] =−+== ∫∫ ∫
−−

+
dxxbxdxdyA

bx

x

2

1

2
2

1 2
bbbxbxx 3

2
3

3
1

2
1

3
822

32

2

1

32

+−=−+−−+=







−+

−

 

 

Dado que 
2
9

=A  se tiene que 

 

263
2
93

2
3

=⇒=⇒=+− bbb  

 
 
b) Al sustituir el valor de b en la ecuación 

bxy +=  se obtiene que la región D de 
integración es la región del plano limitada por 
la recta de ecuación 2+= xy  y la parábola de 

ecuación 2xy =  que se observa en la figura. 

c)  Para plantear la integral que da el área se 
determinar buscar los puntos de intersección 
de las curvas, es decir, se debe resolver el 

sistema 




+=
=

2

2

xy
xy

. 
 

( )( ) 2ó1021022 22 =−=⇒=−+⇒=−−⇒=+ xxxxxxxx  

11 =⇒−= yx    y   42 =⇒= yx  

La parábola y la recta se intersecan en los puntos ( )1,11 −P ( )4,22P . 

El área de la región R viene dada por       
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∫ ∫ +=
−

1

0

y

y
dydxA ∫ ∫

−

4

1 2

y

y
dydx  

 

20. Dada la integral  
( )

dxdyI
y

y
∫ ∫=

−

−−

1

0

4

24

2

2

 

a) Dibuje la región D de integración.                      
b) Plantee la integral en el orden dydx. 
c) Plantee la integral en coordenadas polares.        
d) Determine el área de D. 
e) Considere la región D como una lámina y determine la masa de la lámina D si la densidad 

superficial en cada punto ( ) Dyx ∈,  es ( ) 22, yxyx +=δ . 

Solución:  
 
a) De la integral se obtiene que: 
 

10 ≤≤ y        y     ( ) 22 424 yxy −≤≤−−  
 
 Para dibujar la región D de integración observe que:  
 

444 22222 =+⇒−=⇒−= yxyxyx  
Y 

( ) ( ) ( ) 422424 22222 =−+⇒=−−⇒=−− yxxyxy  
 

Es decir, la x toma valores entre la rama derecha de la semicircunferencia de centro ( )2,0 , y radio 
2 y la rama derecha de la semicircunferencia de centro ( )0,0 , y radio 2.  
 
Para plantear la integral que da el área se deben buscar los puntos de intersección de las 

semicircunferencias, es decir, se debe resolver el sistema
( )




=−+
=+

42
4

22

22

yx
yx

 

 
( ) 044244 22 =−⇒−−=− yyy 1ó0 ==⇒ yy  

Luego, 
331 2 ±=⇒=⇒= xxy , y los puntos de intersección son ( )1,3−  y ( )1,3 . 

 
Como 10 ≤≤ y  la región sobre la cual se integra es la región sombreada en la figura.  
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b) La integral en el orden dydx  es: 
 

∫ ∫
−−

+=
3

0

42

0

22
2x

dxdyyxI  ∫ ∫
−

++
2

3

4

0

22
2x

dxdyyx  

 
c) Para plantear la integral en coordenadas polares, se tiene que describir la región D en 
coordenadas polares, luego: 
 

244 222 =⇒=⇒=+ rryx   
y   
 

  ( ) ( ) 0senθ444senθ4θsenθcos42 222222 =−⇒=+−+⇒=−+ rrrrryx  
 

senθ4ó0 ==⇒ rr  
Por otra parte,  

6
πθ

2
1senθ2senθ4 =⇒=⇒=  

La región D sobre la cual se integra puede ser descrita en coordenadas polares como: 
 

( )






 ≤≤≤≤θ=

6
πθ0y24/θ, rsenrD  

Por lo tanto, 

=I dθdrrr
6
π

0

2

4
∫ ∫ ⋅

θsen
 

                         

d)  == ∫ ∫
θ

dθdrr)(
6
π

0

2

4sen
DA ( ) =∫ − dθsen164

2
1 6

π

0

2θ ( )( ) =−−∫ dθθ2cos1212
6
π

0
=



 +−

6

02
sen2θ2θ2

π

  

             
3

π333
3
π −

=+−= . 
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En consecuencia, el área de la región D es 
3

π33 −  unidades cuadradas. 

 
e) La masa de la lámina D viene dada por ( )dAyx

D
∫∫ d , , es decir que  

( )
=+= ∫ ∫

−

−−

dxdyyxDM
y

y

1

0

4

24

22
2

2

)( =∫ ∫
θ

dθdr
6
π

0

2

4

2

sen
r ( )dθθsen648

3
1 36

π

0
−∫  

                           ( ) =−∫= dθθsenθsen81
3
8 26

π

0
   ( )( ) =−∫ dθcos−1senθ81

3
8 26

π

0
 

                            ( ) =+−∫= dθθcos8sensenθ81
3
8 26

π

0
θ =



 −θ+

π
6

0

3 θcos
3
8cos8θ

3
8

 

                            
9

12838
9
π4

3
88334

6
π

3
8

−+=



 +−−+=  

 
21. Sea R la región definida por  ( ){ }404/, 22222 ≥+≤−+∈= yxyxyxRyxR . 
 
a) Dibuje la región R. 
b) Exprese ( )dAyxf

R
∫∫ ,  en el orden dxdy. 

c) Exprese ( )dAyxf
R
∫∫ ,  en el orden dydx. 

d) Exprese ( )dAyxf
R
∫∫ ,  en coordenadas polares. 

 
Solución: 
 
a) Observe que 
 
 

( ) 4204 2222 ≤+−⇔≤−+ yxxyx  
 
Luego la región R es la región del plano que es 
interior a la circunferencia de ecuación 
( ) 42 22 =+− yx  y es exterior a la 

circunferencia de ecuación 422 =+ yx , que se 
muestra sombreada en la figura. 
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b) Para establecer los límites de integración hay que determinar los puntos de intersección de las 

dos circunferencias, para ello se debe resolver el sistema de ecuaciones 




−=
−=

22

22

4
4

xxy
xy

. 

14444 22 =⇒=⇒−=− xxxxx  
 

3ó331 2 =−=⇒=⇒= yyyx  
 
Las circunferencias se intersecan en los puntos ( )3,1 −  y  ( )3,1 . 
 
Luego, 
 

( ) ( ) += ∫ ∫∫∫
−

−

−+

−−

dydxyxfdAyxf
y

yR
,,

3

2

42

42

2

2
( ) +∫ ∫

−

−+

−

dydxyxf
y

y

,
3

3

42

4

2

2
( ) dydxyxf

y

y

,
2

3

42

42

2

2
∫ ∫

−+

−−

 

 

c) ( ) ( ) += ∫ ∫∫∫
−−

−−−

dxdyyxfdAyxf
x

xR
,,

2

1

4

)2(4

2

2
( ) +∫ ∫

−−

−

dxdyyxf
x

x
,

2

1

)2(4

4

2

2
( ) dxdyyxf

x

x
,

4

2

)2(4

)2(4

2

2
∫ ∫

−−

−−−

 

 
d)  Las ecuaciones de las circunferencias en coordenadas polares vienen dadas por      
 

244 222 =⇒=⇒=+ rryx      y    θ=⇒θ=⇒=+ cos4cos44 222 rrrxyx  
 

Por otra parte, 
 

3
ó

32
1cos2cos4 π

−=θ
π

=θ⇒=θ⇒=θ  

Luego, 

( ) ( )∫ ∫∫∫

π

π
−

θ
θθθ=

3

3

cos4

2
,cos, ddrsenrrfrdAyxf

R
 

22. Determine el jacobiano de la transformación: tsenex r 2= ,  tey r 2cos−=  
 
Solución: 
 

( )
( ) ( )( ) ( )( )tettsenetsentetsene

r
y

t
x

t
y

r
x

t
y

r
y

t
x

r
x

tr
yx rrrr 22 coscos2cos2

,
, −− −−−=

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂  

 

             ( ) )4(
2
1)2cos()2(coscos2cos2cos2 2233 tsenttsentsentttsenttsenttsen ==−=+−=  

 
23. Encuentre la imagen del conjunto S definido por ( ){ }10,20/, ≤≤≤≤= vuvuS  bajo la 
transformación vux += 2 , vuy −= . Dibuje el conjunto S y su imagen. 
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Solución: 
 
Observe que S es un rectángulo, determinemos la imagen de cada lado: 
 
a) Sean 20 ≤≤ u   y   0=v  
 

Al sustituir 0=v  en las ecuaciones de transformación resulta: ux 2=  y uy = , de donde 
2
xy = , 

con 40 ≤≤ x . 
 
b) Sean 20 ≤≤ u   y   1=v  
 
Al sustituir 1=v  en las ecuaciones de transformación resulta: 12 += ux  y 1−= uy , de donde 

2
3−

=
xy , con 51 ≤≤ x . 

 
c) Sean 10 ≤≤ v   y   0=u  
 
Al sustituir 0=u  en las ecuaciones de transformación resulta: vx =  y vy −= , de donde xy −= , 
con 10 ≤≤ x . 
 
d) Sean 10 ≤≤ v   y   2=u  
 
Al sustituir 2=u  en las ecuaciones de transformación resulta: vx += 4  y vy −= 2 , de donde 

xy −= 6 , con 54 ≤≤ x . 
 
Las imágenes de ambos conjuntos se muestran a continuación. 
 
 

Conjunto S Imagen del conjunto S 

  
 
 
24. Sea R el paralelogramo de vértices ( )0,0 , ( )1,1 − , ( )1,5  y ( )2,4 , use la transformación 

3
2 uvx −

=  y 
3

vuy +
=  para calcular la integral ( )dAyx

R
∫∫ + . 
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Solución: 
 
Sea S la imagen de R mediante la transformación dada, se tiene que 
 

( ) ( ) dvdu
vu
yxvuyvuxfdAyxf

SR ),(
),(),(),,(,

∂
∂

= ∫∫∫∫  

 
i) Calculemos el jacobiano de la transformación 
 

( )
( ) 3

1
9
2

9
1

3
2

3
1

3
1

3
1

,
,

−=−−=














−














−=
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

u
y

v
x

v
y

u
x

v
y

u
y

v
x

u
x

vu
yx  

 
ii) Hallemos la imagen S de R mediante la transformación dada: 
 
a) El segmento que une  los puntos ( )0,0  y ( )1,1 −  están sobre la recta de ecuación xy −= , la cual 
se transforma en la recta 0=v . 
 

b) El segmento que une  los puntos ( )0,0   y ( )2,4  están sobre la recta de ecuación 
2
xy = , la cual 

se transforma en la recta 0=u . 
 
c) El segmento que une los puntos ( )2,4  y ( )1,5  están sobre la recta de ecuación xy −= 6 , la 
cual se transforma en la recta 6=v . 
 

d) El segmento que une los puntos ( )1,5  y ( )1,1 −  están sobre la recta de ecuación 
2
3

2
−=

xy , la 

cual se transforma en la recta 3−=u . 
 
La imagen S de la región R es el rectángulo 
 

 
 

iii) ( ) ( ) dudvvuuvdvdu
vu
yxvuyvuxfdAyxf

SR













 +

+
−

=
∂
∂

= ∫ ∫∫∫∫∫
− 3

1
33

2
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),(),(),,(,

0

3
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                         [ ] 18636
6
1

23
1

3
1 0

3

0

3

6

0

0

3

20

3

6

0
==⋅=








== −

−−−
∫∫∫ ∫ ududuvdudvv  

 
25. Evalúe la integral ( )dAyx

R
∫∫ + 22  mediante un cambio de variable apropiado si R es el cuadrado 

de vértices ( )0,2 , ( )2,0 , ( )0,2−  y ( )2,0 − . 
 
Solución: 
 
Los puntos ( )0,2 , ( )2,0  quedan sobre la recta de ecuación 2=+ yx , ¿por qué? 
 
Los puntos ( )0,2−  y ( )2,0  quedan sobre la recta de ecuación 2=− xy , ¿por qué? 
 
Los puntos ( )0,2−  y ( )2,0 −  quedan sobre la recta de ecuación 2−=+ yx , ¿por qué? 
 
Los puntos ( )2,0 −  y ( )0,2  quedan sobre la recta de ecuación 2=− yx , ¿por qué? 
 
Si hacemos el cambio de variable uyx =+   y   vxy =− , despejando x y y en términos de u y v se 

obtiene 
2

vux −
=   y 

2
vuy +

= , 

 
La recta de ecuación 2=+ yx  se transforma en  2=u  
 
La recta de ecuación 2=− xy  se transforma en  2=v  
 
La recta de ecuación 2−=+ yx  se transforma en  2−=u  
 
La recta de ecuación 2=− yx  se transforma en  2−=v  
La imagen de la región R, bajo la transformación dada es el cuadrado S de vértices ( )2,2 , ( )2,2− , 
( )2,2 −−  y ( )2,2 − . 
 

Por otra parte ( )
( ) 2

1
4
1

4
1

2
1

2
1

2
1

2
1

,
,

=+=












−−













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∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

u
y

v
x

v
y

u
x

v
y

u
y

v
x

u
x
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yx  

Por lo tanto, 

( ) ( ) dudvvuvudvdu
vu
yxvuyvuxfdAyxf

SR























 +

+





 −

=
∂
∂

= ∫ ∫∫∫∫∫
− − 2

1
22),(

),(),(),,(,
2

2

2

2

22

 

( ) dudvvu∫ ∫
− −

+=
2

2

2

2

22 22
8
1 ( ) =










+=+=

−
−− −
∫∫ ∫ duvvududvvu

2

2

2

2

3
22

2

2

2

22

34
1

4
1

=





 +∫

−
duu

2

2

2

3
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4
1  

( ) ( )[ ]
3

328888
3
1

3
16´

3
4

4
1 2

2

3 =+++=



 +=

−

uu  
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Problemas propuestos 
 
 
En los problemas del 1 al 4 evalúe la integral planteada. 
 
 

1. ∫ ∫
−

2

1 1

2x

x
dxdyyx             2. ∫ ∫ 






 −2

0

2

2 2
4y

y
dydxyx             

 

 3. ∫ ∫
e x

dxdyx
1 0

ln2              4. ∫ ∫

−

−−

4

0

2
4

4

y

y
dydx  

 

Respuestas:  1) 
40
63

       2) 
5

18
     3) 

2
12 +e

    4) 
3
4

 

 
 
En los problemas 5 y 6 invierta el orden de integración y evalúe la integral planteada. 
 

5. dxdy
yx

∫ ∫
+

8

0

2

4
3 1

1         6. ( )∫ ∫
1

0

2

2

2cos4
y

dydxx               

 

Respuestas:  5)   
4
17ln

    6) 4sen      

 
En los problemas del 7 al 12 dibuje la región de integración y escriba la integral equivalente en el 
orden de integración invertido. 
 

7. ( )∫ ∫
−

=
1

0

2
1

2

,

x

x
dxdyyxfI                8. ( )∫ ∫=

e x
dxdyyxfI

1

ln

0
,  

 

9.  ( )∫ ∫=
1

0 1
,

xe
dxdyyxI                   10. += ∫ ∫

−

2

0
),(

y

y
dydxyxgI ∫ ∫

−

−−

4

2

4

4
),(

y

y
dydxyxg  

 

11.  ∫ ∫
−

−

=
2
1

0
2

),(
y

y
dydxyxfI          12. ( )∫ ∫ +=

1

0 0
,

y

dydxyxfI  ( )∫ ∫
−2

1

2

0
,

y

dydxyxf  

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 

 
 
 

159 

 
 
Respuestas: 
7) 

 

 
 
 
 
 

( ) += ∫ ∫
2
1

0

2

0
,

y
dydxyxfI ( )∫ ∫

−1

2
1

22

0
,

y
dydxyxf  

 

8) 

 

 
 
 
 

( )∫ ∫=
1

0
,

e

e y
dydxyxfI  

9) 

 

 
 
 

( )∫ ∫=
e

y
dydxyxfI

1

1

ln
,  
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10) 

 

 
 
 
 
 

∫ ∫
−

−
=

2

2

4 2

2
),(

x

x
dxdyyxgI  

11) 

 

 
 
 
 
 

∫ ∫
−

−
=

0

2
1 2 2

),(
x

x
dxdyyxfI  

12) 

 

 
 
 
 

( )∫ ∫
−

=
1

0

2 2

2
,

x

x
dxdyyxfI  

 
 
En los problemas del 13 al 18 dibuje la región de integración, plantee y calcule como una integral 
iterada. 
 
13. ∫∫ +=

R
dAyxI )(  donde R es la región limitada por el trapecio de vértices ( )1,1−A , ( )1,2 −B ,  

( )4,1−C  y ( )4,2D . 
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14. Halle ∫∫=
R

dAxyI  donde R es la región limitada por el trapecio de vértices ( )1,1−A , ( )0,1B , 

( )1,1 −−C  y ( )1,1 −D . 
 
15. ∫∫=

D
dAxI  donde D es la región triangular de vértices ( )3,2A , ( )2,7B  y ( )5,4C . 

 
16. ∫∫=

D
dAxyI 2  donde D es la región triangular de vértices ( )0,0A , ( )1,3B  y ( )1,2−C . 

 
17. ∫∫=

D
dAI  donde D es la región triangular de vértices ( )0,0A , ( )1,2B  y ( )3,0C . 

 

18. ∫∫=
D

dAI  donde D es la región del plano cuyos puntos satisfacen las desigualdades 

05622 ≤+++ xyx , 03≥+− yx  y  03≤++ yx  
 
  
Respuestas: 
 
13) 

 

 
 
 

( ) 31
2

1

4

3
21

=+= ∫ ∫
− −

dxdyyxI
x

 

14) 

 

 
 
 

6
11

1

2
1

1
−== ∫ ∫

−

−

−
dxdyxyI

x
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15) 

 

 
 
 
 
 

26
7

4

9

5
17

4

2

1

5
17

=+= ∫ ∫∫ ∫
−

−

+

−

x

x

x

x
dxdyxdxdyxI  

16) 

 

 
 
 
 

2
13

0

1

3

2
0

2

1

2

2 =+= ∫ ∫∫ ∫
− −

xx
dxdyxydxdyxyI  

17) 

 

 
 
 
 

 
 

3)(
2

0

3

2

=== ∫ ∫
−

DAdxdyI
x

x

 
 

18) 

 

 
 
 

( )
∫ ∫∫ ∫
+−

−

−−

+−−

−

−−

+

+−−

+=
23

3

3

)3(4

3

23

3

34 22

x

x

x

x

dxdydxdyI

 
 

   π== )(DA  
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En los problemas del 19 al 23 dibuje la región de integración, plantee la integral en coordenadas 
polares y determine su valor. 

 

19. ∫ ∫ ∫ ∫
−

−

−−

−

−−

+=
0

0

22

22

22

22π

π

π

π π

π

x

x

x

x

dxdyxydxdyxyI                20. ( ) dxdyyxI
x

x

22
1

1

1

1

2

2

+= ∫ ∫
−

−

−−

 

21. dydxxyI
y

22

0

0

)1(1 2
∫ ∫

−−−

=                                            22. dxdyI
xx

x
∫ ∫
−

−−

−−

=
0

2

4

42

2

2

 

 
23. I es la integral: 
 

+
+






 +

∫ ∫
−

xy
yx

yxx
dd

sen

22

22
3
π−

π−

π

0

22

+
+






 +

∫ ∫
−

−

xy
yx

yxx

x

dd
sen

22

22
3
π

3
π−

π

9
π

22

2
2

xy
yx

yxx
dd

sen

22

22
0

3
π

π

0

22

+






 +

∫ ∫
−

 

 
 
Respuestas: 
19) 

 

 
 
 
 

( ) 0dθdrrθcosθsenr
π2

0

π

0

2 == ∫ ∫I  

20) 

 

 
 
 
 

2
dθd

2

0

2
1

0

π
=⋅= ∫ ∫

π
rrrI  
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21) 

 

 
 
 
 

5
4dθdrcosr 24

π

2

sen2

0
−=θθ∫ ∫=

π

θ
senI  

 

22) 

 

 
 
 

+= ∫ ∫ dθrdr
π

4
3

sen4

0π

θ

I 4π2r
4

3

2

cos4

0
−=∫ ∫

−
θ

π

π

θ
ddr  

 

23) 

 

 
 
 
 

2
π3dθdrenr

π

0

π

3
π

== ∫ ∫ sI  

 

 
 
En los problemas del 24 al 29 dibuje la región de integración, plantee la integral en coordenadas 
cartesianas y determine su valor. 

24.  drdrI θθcos
3

1

2
π

0

2∫ ∫=                  25. θ
π

π

θ
ddrI

sen
r

2

6

4

2
∫ ∫=  

26.   θ= ∫ ∫

π

π

θ
ddrI

sen
r

4
3

4

4

0
                      27. θ= ∫ ∫

π

ddsrI renθ
4

0

4

2

2  
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28. θ= ∫ ∫

π
θ

ddrI r
4

0

sec3

0
                        29. θθ= ∫ ∫

π

π

θ−
ddsenrI r12

3
4

4
3

sec5

0

23  

Respuestas: 
24) 

 

 
 
 
 

∫ ∫=
−

−

1

0

9

1

2

2

x

x

dxdyxI  +
3

263

1

9

0

2

=∫ ∫
−x

dydxx  

 

25) 

 

 
 
 
 

3
2π2

3

42

42

3

0

42

4

2

2

2

2
+=+= ∫ ∫∫ ∫

−+

−−

−+

−

x

x

x

x

dydxdxdyI

  
 

26) 

 

 
 
 
 

42
2

0

4

2

4

4

2

2
+=+= ∫ ∫ ∫ ∫

−

−

−−

y

y

yy

yy

dydxdydxI π   
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27) 

 

 
 
 
 

∫ ∫ ∫ ∫+=
−

2

2 4

22

2 02

x

x

x
dxdyydxdyyI   

( )22
3
284

22

16

0

2

−=∫ ∫+
−x

dxdyy  

28 

 

 
 
 
 

∫ ∫ ==
3

0 0 2
9x

dxdyI  

 

29) 

 

 
 
 
 

( )13362512
0

5 3

2 +== ∫ ∫
−

−x

x
dxdyyI  

 
 
 

 

30. Sea R la región del plano acotada por las gráficas de 04 2 =−+ yx , 1−= yx , 1=x , 2=y ,  
2−=y . 

 
a) Grafique la región R. 
 
b) Plantee dos integrales dobles en coordenadas cartesianas que den el área de la región R. 
 
c) Determine el área de la región R. 
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Respuesta: 

 

 
 
 

b) ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫++=
−

−

−−

−

− +

0

2

24

24

1

0

1

2

1

0

2

1

x

x

x

x
dydxdydxdydxA  

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
− −−

−

−−

−

−−

++=
0

2

1

4

1

0

1

4

2

1

1

42 2 2y

y

y

y

y

dxdydxdydxdyA

 
c) π+= 23A  unidades cuadradas 

 
31. Sea R la región del plano cuyos puntos satisfacen las desigualdades 922 ≤+ yx , 3+≤ xy  y 

xy −≤ . 
 
a) Grafique la región R. 
 
b) Plantee dos integrales dobles en coordenadas cartesianas que den el área de la región R. 
 
c) Determine el área de la región R. 
 
Respuesta: 

 

 

b) ∫ ∫ ∫ ∫

−

−

+

−− −

−

−−

+=
2
3

3

3

9

2
3

2
3 92 2

x

x

x

x

dydxdydxA   

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

−

−

−

−− −

−

−−

−

−
++=

2
3

3

9

9

0

2

3 9

2
3

0 3

2

2 2

y

y

y

y

y

y
dxdydxdydxdyA  

c) ( )23
8
9

+π=A  unidades cuadradas 

 
 
32. Sea R la región del plano cuyos puntos satisfacen las desigualdades 4≤xy , xy ≤  y 2427 xy ≥ . 
 
a) Grafique la región R. 
 
b) Plantee dos integrales dobles en coordenadas cartesianas que den el área de la región R. 
 
c) Determine el área de la región R. 
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Respuesta: 

 

 
 

b) ∫ ∫ ∫ ∫+=
2

0

27
4

3

2

4

27
42 2

x

x

x

x
dydxdydxA  

∫ ∫ ∫ ∫+=
3
4

0

4
27

2

3
4

4y

y

y

y
dxdydxdyA   

c) 





+=

2
3ln4

3
2A unidades cuadradas 

 
33. Sea ( ) yxyxf += 2, . Considere el rectángulo 

( ){ }20y20/, 2 ≤≤≤≤∈=Ω yxRyx . Subdivídalo 
en 16 subrectángulos como se indica en la figura. 
Considere el punto muestra ( )** , ii yx  como el centro 
de cada rectángulo.  

 
 

 
 
a) Aproxime ∫∫

Ω
dAyxf ),(  por medio de una suma de Riemann. 

b) Calcule ∫∫
Ω

dAyxf ),(  y compare el resultado con el obtenido en a). 

c) ¿Qué ocurre con la aproximación de ∫∫
Ω

dAyxf ),(  se tienen 32 subrectángulos? 

 

Respuesta: a) 
4

37
   b) 

3
28

   c) Se acercará más al valor exacto 
3
28

 

 
34. Calcule el área de la región limitada por las curvas de ecuaciones 19 2 −= yx , 12 += yx
utilizando 
 
a) Una integral simple                             b) Una integral doble 
 

Respuesta: a) 
3
4

=A      b) 
3
4

=A   

 
35. Sea R la región rectangular de vértices: ( )0,2− , ( )0,1 , ( )1,2−  y ( )1,1 , suponga que la 
densidad en cada punto ( ) Ryx ∈, es ( ) yyx =δ , . Halle la masa de R. 

Respuesta: 
2
3

=m  
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36. Se considera una lámina triangular de vértices los puntos ( )0,0A , ( )1,0B  y ( )1,2C , si la 

función densidad de masa de lámina está definida por ( ) 2
, yeyx =δ , halle su masa. 

Respuesta: 1−= em  
 

37. Se considera una lámina F limitada por las curvas de ecuaciones 2xy =  y 2yx = , si la función 
densidad de masa de lámina está definida por ( ) yyx 3, =δ , halle su masa. 

Respuesta: 
20
9

=m  

 
38. Se considera una lámina F limitada por las curvas de ecuaciones yx += 2  y 2yx = , si la 

función densidad de masa de lámina está definida por ( ) 22, yxyx =δ , halle su masa. 

Respuesta: 
10
207

=m   

 
39. Sea R la circunferencia unitaria, y supón que la densidad en cada punto ( ) Ryx ∈, es 

( ) 22, yxyx +=δ . Halle las coordenadas del centro  masa de R. 
Respuesta: 0== MM yx  

                        
40. Calcule mediante integrales dobles el volumen del sólido limitado superiormente por el plano 
de ecuación xz 4=  y que se encuentra limitado inferiormente por el círculo de ecuación 

1622 =+ yx  del plano xy. 

Respuesta: 
3

512
 unidades cúbicas.   

 
41. Calcule mediante integrales dobles el volumen de la porción del sólido del primer octante 
limitado por la esfera de ecuación 25222 =++ zyx . 

Respuesta: π
6

125
 unidades cúbicas. 

 
42. Exprese como una integral de la forma dzdyzyf

R
∫∫ ),(  el volumen del sólido limitado por el 

elipsoide de ecuación  1
2594

222

=++
zyx

 

Respuesta: ∫ ∫

−

−−=
5

0

25
13

0

22
2

259
128

z

dydzzyV   unidades cúbicas 

 

En los problemas del 43 al 46 halle el jacobiano de la transformación ( )
( )vu

yx
,
,

∂
∂  para el cambio de 

variable dado. 
 

43. uvx = ,  vuvy −=                  44. 
v
ux = , vuy +=  
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45. vux cos= , uvy cos=            46. uvx = ,  vuy −=  
 

Respuestas:  43) ( )
( ) v

vu
yx

−=
∂
∂

,
,               44) ( )

( ) 2,
,

v
vu

vu
yx +

=
∂
∂        45) ( )

( ) vsenusenuvvu
vu
yx

−=
∂
∂ coscos

,
,          

46) ( )
( ) uv

vu
vu
yx

2,
, +

−=
∂
∂  

 
En los problemas del 47 al 49 dibuje la imagen S de la región de integración dada mediante el 
cambio de variable indicado. Plantee y resuelva la integral doble usando la transformación. 
 

47. ∫∫=
D

dAxI  donde D es la región triangular de vértices ( )3,2A , ( )2,7B  y ( )5,4C ; 
2

vux +
= , 

2
vuy −

=  

 

48. ∫∫=
D

dAyI  donde D es la región triangular de vértices ( )0,0A , ( )1,3B  y ( )1,2−C ; 
5

23 uvx +
= ,

5
uvy −

= . 

 

49. ∫∫=
D

dAI  donde D es la región triangular de vértices ( )0,0A , ( )1,2B  y ( )3,0C ; 
3

2 uvx −
= , 

3
vuy +

=  

 
Respuestas: 
 
47) 

 

 
 
 
 
 

26
22

1 9

5

2
173

1
=

+
= ∫ ∫

−

−
dudvvuI

u

 

48) 

 

 
 
 
 

3
5

55
1 0

5

5

0
=

−
= ∫ ∫

−

+
dudvuvI

u
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49) 

 

 
 
 
 
 
 

363
2
1

3
1)(

3
1

3
1 6

0

3

2

=⋅⋅=== ∫ ∫ SAdudvI
u

 

 

 

50. Indique un cambio de variable apropiado para calcular la integral dA
yx
yxI

D
∫∫

−
−

=
3

2 , donde D es 

el paralelogramo limitado por las rectas de ecuaciones 
2
xy = , yx 24 += , 13 −= xy , 83 −= xy  y 

determine su valor. 
 

Respuesta: 
5

2 uvx −
= , 

5
3 vuy +−

= ,  2ln
5
24

=I  
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COORDENADAS CILÍNDRICAS Y ESFÉRICAS 

 
 
Definiciones, propiedades y teoremas importantes 

 
 

Definición 6.1: Las coordenadas cilíndricas de un punto P del espacio son ( )zr ,θ, en donde r y θ   
son las coordenadas polares para la proyección vertical de P sobre el plano xy, y z es la coordenada 
vertical rectangular. 
 
Teorema 6.1: Las coordenadas cilíndricas ( )zr ,θ,  de un punto P del espacio están relacionadas 
con las coordenadas rectangulares  ( )zy,,x de ese punto como sigue:  

θcosrx =           θsenry =           zz =    

222 yxr +=         
x
y

=θtan           zz =  

 
Definición 6.2: Las coordenadas esféricas de un punto P del espacio son ( )φρ ,θ, donde  ρ es la 

distancia de P al origen, φ  es el ángulo que forma OP  con el semieje positivo z y θ  es el ángulo 
de las coordenadas cilíndricas. 
 
Teorema 6.2: Las coordenadas esféricas ( )φρ ,θ,  de un punto P del espacio están relacionadas 
con las coordenadas rectangulares  ( )zy,,x de ese punto como sigue:  

 

φρ senθcos=x     φρ senθsen=y        φρ cos=z          con  0≥ρ     2πθ0 ≤≤    y   π0 ≤≤φ  

2
222 zyx ++=ρ         

x
y

=θtan            
222

cos
zyx

z

++
=φ  
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Problemas resueltos 
 
 
1. Determine dos coordenadas cilíndricas del punto cuyas coordenadas cartesianas son ( )4,4,0 . 
 
Solución:  
 
Las coordenadas cilíndricas del punto tienen la forma ( )zr ,θ, , donde:  
 

41604 22 ==+=r            
Por otra parte, 
 

⇒==⇒




=
=

1θsen0θcos
θsen44

cosθ40
y  Zkk ∈π+= ,2

2
πθ  

 

Luego dos coordenadas cilíndricas son: 





 ,4

2
π4,  y 






 ,4)

2
3π(4,- . 

 
2. Identifique, dibuje y halle una ecuación en coordenadas cilíndricas del lugar geométrico cuya 
ecuación en coordenadas cartesianas es 222 −+= yxz . 
 
Solución:  
 
 
La ecuación 222 −+= yxz  corresponde a la ecuación del 
paraboloide mostrado en la figura. 
 
Al sustituir las ecuaciones  θcosrx =  y θsenry =  en la 
ecuación  

222 −+= yxz  
 se obtiene la ecuación  

22 −= rz  
 

 

3. Halle una ecuación en coordenadas cartesianas del lugar geométrico cuya ecuación en 
coordenadas cilíndricas es θ= 22 cosrz  y dibuje su gráfica. 
 
Solución:  
 
Como θcosrx =  se tiene que  θcos222 rx =  
 
Luego, la ecuación en coordenadas cartesianas es   2xz = , que corresponde al cilindro parabólico 
mostrado en la figura 
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4. Determine unas coordenadas esféricas del punto cuyas coordenadas rectangulares son 
( )2-,2-,2 . 
 
Solución:  
 
Las coordenadas esféricas del punto cuyas coordenadas rectangulares son ( )2-,2-,2  son de la 
forma ( )Φ,θ,ρ , donde: 
 

32444ρ =++= ,    1-
2
2-θtan == ,    

4
π-θ =     y   








−=Φ⇒==Φ

3
1arccos

3
1−

32
2−cos . 

 

Luego unas coordenadas esféricas del punto dado son: 


















3
1-cos,

4
π-,32 1- . 

 
5. Identifique, dibuje y halle una ecuación en coordenadas esféricas del lugar geométrico cuya 

ecuación en coordenadas rectangulares es 22 yxz += . 
 
Solución:  
 

La ecuación 22 yxz +=  corresponde a la ecuación de la parte superior del cono mostrado en la 
figura. 

 
Al sustituir las ecuaciones  
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φsenθsenρ=x , φsenθcosρ=y  y φρ= cosz  en la ecuación  
 

22222 yxzyxz +=⇒+=  
De donde 

φθρφθρφρ 22222222 cossencos sensen +=  
 

Operando se obtiene  
 

⇒+= φθρφθρφρ 22222222 sencossensencos ( )θθφρφρ 222222 cossensencos +=  
 

( ) 0cosó00coscos 222222222 =φ−φ=ρ⇒=φ−φρ⇒φρ=φρ⇒ sensensen  
 

4
1tansencos0sencos 22222 π

=φ⇒=φ⇔φ=φ⇔=φ−φ  

Además como la solución 0=ρ  queda contenida en 
4
π

=φ , se tiene que la ecuación en 

coordenadas esféricas de cono dado es 
4
π

=φ . 

 
6. Halle una ecuación en coordenadas cartesianas del lugar geométrico cuya ecuación en 
coordenadas esféricas es φ=ρ ccs3  y dibuje su gráfica. 
 
Solución:  

 
Observe que  

3sen
sen

33 =φρ⇒
φ

=ρ⇒φ=ρ ccs  

De las ecuaciones  
 

φθρ= sencosx , φθρ= senseny  
resulta: 

φρ sen
senθ

=
y

  y φρ=
θ

sen
cos

x
,  0θsen ≠  y  0θc ≠os  

 
Como 

3sen =φρ  
 

Se tiene que  
 

φρ sen
senθ

=
y

  y ⇒φρ=
θ

sen
cos

x 3
senθ

=
y

 y 9θcos9θsen93
cos

2222 =+=+⇒= xyx
θ
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Por lo tanto, 
 
La ecuación en coordenadas cartesianas es  
 

922 =+ xy  
 
La cual corresponde al cilindro de eje z mostrado en la 
figura. 
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Problemas propuestos 
 
 
En los problemas del 1 al 5 determine las coordenadas cartesianas del punto cuyas coordenadas 
cilíndricas se da. 
 

1.  





 π 3,

2
,5        2. 






 −

π 5,
3

,6       3. 





 π

−−
2
1,

2
,2        4. ( )2,,3 π−         5. 






 π 8,

4
7,1  

Respuestas: 1) ( )3,5,0     2) ( )5,33,3 −       3) 







2
1,2,0        4) ( )2,0,3       5) 










− 8,

2
2,

2
2

 

 
En los problemas del  6 al 10 determine unas cilíndricas del punto cuyas coordenadas cartesianas 
se da. 
 
6.  ( )1,32,2        7. ( )1,2,0 −         8. ( )2,3,33 −          9. ( )8,32,2 −−−      10. ( )7,5,0 −  

Respuestas: 6) 





 1,

3
π,4     7) 






 π 1,

2
3,2         8)  






 −

π 2,
6

,6       9) 





 −

π 8,
3

4,4       10) 





 π 7,

2
3,5  

 
En los problemas del 11 al 13 identifique, dibuje la superficie y halle una ecuación en coordenadas 
cilíndricas, de la ecuación está dada en coordenadas cartesianas. 
 
11. 9222 =++ zyx                     12. 104 222 =++ zyx         13. 4=+ yx  
Respuestas: 
 
11) Ecuación de una esfera    

 

 
922 =+ zr  

 
12) Ecuación de un elipsoide    

 

 
104 22 =+ zr  
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13) Ecuación de un plano    

 

 

θ+θ
=

sencos
4r  

 
 
En los problemas del 14 al 16 halle la ecuación en coordenadas cartesianas, de la ecuación está 
dada en coordenadas cilíndricas. 
 
14. zr =θ2cos2            15. θ= sen4r       16.  14sen3cos2 =+θ+θ zrr  
 

Respuestas: 14) zyx =− 22       15) ( ) 42 22 =−+ yx      16) 1432 =++ zyx  
 
 
En los problemas del  17 al 21 determine las coordenadas cartesianas del punto cuyas 
coordenadas esféricas se da. 
 

17.  





 ππ

4
,

6
,5      18. ( )0,,1 π           19.  






 ππ

4
3,

3
,22       20. 








4
π,

4
π,2        21. 






 ππ

2
,

6
5,10  

Respuestas: 17) 














2
25,

4
25,

4
65

   18) ( )1,0,0     19) ( )2,3,1 −       20) ( )2,1,1      21) ( )0,5,35−  

 
En los problemas del  22 al 26 determine unas esféricas del punto cuyas coordenadas cartesianas 
se da. 
 

22. ( )22,2,6      23. ( )2,32,0        24. 









− 3,

2
3,

2
3       25. ( )0,5,0         26. ( )32,1,3  

Respuestas: 22) 







4
π,

6
π,4     23) 






 π

3
,

2
π,4         24)  






 π

4
3,

3
π,6       25) 






 π

2
,

2
π,5       26) 






 π

6
,

6
π,4  

 
En los problemas del  27 al 29 halle una ecuación en coordenadas esféricas, de la ecuación está 
dada en coordenadas cartesianas. 
 
27. 25222 =++ zyx                     28. 04 222 =−+ zyx                 29. 922 =+ yx  
Respuestas: 27)  5ρ =       28) 4tan 2 =φ           29) 3sen =φρ  

 
En los problemas del 30 al 32 halle la ecuación en coordenadas cartesianas, de la ecuación está 
dada en coordenadas esféricas. 
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30. φ=ρ cos4                            31. θ=φρ cos2sen                         32. ( ) 16sensen1 222 =θφ−ρ  
 

Respuestas: 30) ( ) 42 222 =−++ zyx     31) ( ) 11 22 =+− yx      32) 22 16 zx −=  

 
 
33. Transforme la ecuación 42 22 =+ zr dada en coordenadas cilíndricas a coordenadas esféricas. 

Respuesta: 
φ+

=ρ
2

2

cos1
4  

 

34. Transforme la ecuación φφ=ρ cotcsc
3
1

dada en coordenadas esféricas a coordenadas 

cilíndricas. 
Respuesta: 23rz =  

 
35. El jacobiano  de la transformación T dado por ),,( wvugx = , ),,( wvuhy = , ),,( wvufz = , 
denotado por ),,( wvuJ , se define como 
 

( )
( ) u

x
v
z

w
y

w
z

u
y

v
x

u
z

v
y

w
x

w
x

v
z

u
y

u
z

w
y

v
x

w
z

v
y

u
x

w
z

v
z

u
z

w
y

v
y

u
y

w
x

v
x

u
x

wvu
zyx

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

,,
,,

 
a) Determine el jacobiano de la transformación para coordenadas cilíndricas: θcosrx = , 

θsenry =  , zz =  
 
b) Determine el jacobiano de la transformación para coordenadas esféricas: φρ senθcos=x , 

φρ senθsen=y  y       φρ cos=z  
 

Respuesta: a) ( ) rzrJ =,,θ    b) ( ) φρφθρ sen,, 2=J  
  



 
 
 

 
 
 

180 

INTEGRALES TRIPLES  

 
 

Definiciones, propiedades y teoremas importantes 
 
 

Teorema 7.1: Sea f  una función real de tres variables reales continua en 3R⊂Ω , si  

( ) ( ) ( ) ( ){ }yxgzyxgDyxRzyx ,,,,/,, 21
3 ≤≤∈∈=Ω  

con g1 y g2 funciones continuas en D. Entonces 

( ) ( ) dAdzzyxfdVzyxf
D

yxg

yxg
∫∫ ∫∫∫∫ 








=

Ω

),(

),(

2

1

,,,,  

 

Teorema 7.2: Sea f  una función real de tres variables reales continua en 3R⊂Ω ,  si 

( ) ( ) ( ) ( ){ }zxhyzxhDzxRzyx ,,,,/,, 21
3 ≤≤∈∈=Ω  

con h1 y h2 funciones continuas en D. Entonces, 

( ) ( ) dAdyzyxfdVzyxf
D

zxh

zxh
∫∫ ∫∫∫∫ 








=

Ω

),(

),(

2

1

,,,,  

 

Teorema 7.3: Sea f  una función real de tres variables reales continua en 3R⊂Ω , si  

( ) ( ) ( ) ( ){ }zywxzywDzyRzyx ,,,,/,, 21
3 ≤≤∈∈=Ω  

con w1 y w2 funciones continuas en D. Entonces, 

( ) ( ) dAdxzyxfdVzyxf
D

zyw

zyw
∫∫ ∫∫∫∫












=

Ω

),(

),(

2

1

,,,,  

 
Teorema 7.4: Supongamos que ( )∫∫∫

Ω
dVzyxf ,,  y  ( )∫∫∫

Ω
dVzyxg ,,  existen sobre una región Ω . 

Entonces 

• ( ) ( )[ ] =+∫∫∫
Ω

dVzyxgzyxf ,,,, ( )∫∫∫
Ω

dVzyxf ,, ( )∫∫∫
Ω

+ dVzyxg ,,  
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• ( )∫∫∫
Ω

dVzyxfc ,, ( )∫∫∫
Ω

= dVzyxfc ,, ,  para toda constante c. 

• Si ( ) ( )zyxgzyxf ,,,, ≤  para toda ( ) Ω∈zyx ,,  entonces 

( )∫∫∫
Ω

dVzyxf ,, ( )∫∫∫
Ω

≤ dVzyxg ,,  

• Si Ω  es la unión de dos regiones que no se solapan Ω 1 y Ω 2, entonces ( ) =∫∫∫
Ω

dVzyxf ,,

( )∫∫∫
Ω1

,, dVzyxf ( )∫∫∫
Ω

+
2

,, dVzyxf . 

• ( )Ω=∫∫∫
Ω

VdV   (donde )(ΩV denota el volumen de la región Ω ) 

• Si ( ) Mzyxfm ≤≤ ,,  para toda ( ) Ω∈zyx ,,  entonces 

( ) )(,,)( Ω⋅≤≤Ω⋅ ∫∫∫
Ω

VmdVzyxfVm  

Teorema 7.5: Sea f  una función real de tres variables reales continua en 3R⊂Ω , si  

( ) ( ) ( ) ( ){ }yxgzyxgDyxzyx ,,,,/,, 21 ≤≤∈=Ω  

donde  D está dado en coordenadas polares por  

( ) ( ) ( ){ }θθ,θ/θ, 21 hrhrD ≤≤≤≤= βα  

Entonces 

( ) dθddz),θsen,θcos(,,
)θ(

)θ(

)θen,θcos(g

)θen,θcos(g

2

1

2

1

rzrrrfdVzyxf
h

h

rsr

rsr
∫ ∫ ∫∫∫∫ =

Ω

β

α
 

 

Teorema 7.6: Sea f  una función real de tres variables reales continua en 3R⊂Ω , si Ω  es una 
región dada en coordenadas esféricas por: 

( ){ }),θ(ρ),θ(,,θ/,,θ,ρ 21 φφβαφ ggdc ≤≤≤Φ≤≤≤=Ω  

Entonces 

( ) dθdρdsenρ)cosρ,senθsenρ,sencosθ(ρd,, 2d ),θ(g

),θ(g

2

1

φφφφφ
β

α

φ

φ
∫ ∫ ∫∫∫∫ =

Ω c
φVzyxφ Problemas  
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Problemas resueltos 
 
 
1. Dibuje la región Q acotada por las graficas de las superficies cuyas ecuaciones se dan y exprese 

( )∫∫∫
Q

dVzyxf ,,  como una integral iterada en las seis diferentes formas. 

632 =++ zyx ;   0=x ;  0=y   y  0=z  
 
Solución: 
 
 
La región Q está acotada por la parte del plano de 
ecuación 632 =++ zyx  que  está en el primer 
octante y los planos coordenados, por lo que Q es la 
región que se observa en la figura. 
 
 
 
 
 

 

 
a) La proyección de Q sobre el plano 0=z  es la 
región triangular R sombreada, limitada por las 
rectas de ecuaciones 62 =+ yx , 0=y  y 0=x , 
mostrada en la figura. 
 
Cuando ( ) Ryx ∈,  se tiene que 
 

3
260 yxz −−

≤≤  

 
 

 
 

 
 
Si se considera a R como una región de tipo 1: 
 

( ) ( )∫ ∫ ∫=∫∫∫
−

−−6
0 2

6

0 3
2

3
12

0 ,,,,
x yx

Q
dxdydzzyxfdVzyxf  

Y 
 
Si se considera a R como una región de tipo 2: 
 

( ) ( )∫ ∫ ∫=∫∫∫
− −−3

0
26

0 3
2

3
12

0 ,,,, y yx

Q
dydxdzzyxfdVzyxf  
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b) La proyección de Q sobre el plano 0=y  es la 
región triangular S acotada por las rectas de 
ecuaciones 63 =+ zx , 0=z  y 0=x , sombreada en 
la figura. 
 
Cuando ( ) Szx ∈,  se tiene que 
 

2
360 zxy −−

≤≤  

 
  

Entonces, si se considera a S como una región de tipo 1: 
 

( ) ( )∫ ∫ ∫=∫∫∫
−

−−6
0 3

6

0 2
3

2
13

0 ,,,,
x zx

Q
dxdzdyzyxfdVzyxf  

 
Y si se considera a S como una región de tipo 2: 
 

( ) ( )∫ ∫ ∫=∫∫∫
− −−2

0
36

0 2
3

2
13

0 ,,,, z zx

Q
dzdxdyzyxfdVzyxf  

 
c) La proyección de Q sobre el plano 0=x  es la 
región U limitada por las rectas de ecuaciones 

632 =+ zy , 0=y  y 0=z , sombreada en la figura. 
 
Cuando ( ) Uzy ∈,  se tiene que 
 

zyx 3260 −−≤≤  
 
 
 

 

 
Entonces, si se considera a U como una región de tipo 1: 
 

( ) ( )∫ ∫ ∫=∫∫∫
−

−−3
0 3

26

0
326

0 ,,,,
y zy

Q
dydzdxzyxfdVzyxf  

 
Y si se considera a U como una región de tipo 2: 
 

( ) ( )∫ ∫ ∫=∫∫∫
−

−−2
0 2

36

0
326

0 ,,,,
z zy

Q
dzdydxzyxfdVzyxf  

 
2. Dibuje la región Q acotada por las graficas de las superficies cuyas ecuaciones se dan y exprese 

( )∫∫∫
Q

dVzyxf ,,  como una integral iterada en las seis diferentes formas. 
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2249 yxz −−=   y    0=z  
 

Solución: 
 
 
La región Q es la región del espacio limitada por el 
paraboloide elíptico de ecuación 2249 yxz −−=  y el 
plano xy, como se observa en la figura. 
 
. 
 
 
 
 

 

 
a) La proyección de Q sobre el plano 0=z  es la región 

R limitada por la elipse de ecuación 1
9

4
9

22

=+
yx , 

sombreada en la figura. 
 
Cuando ( ) Ryx ∈,  se tiene que 
 

22490 yxz −−≤≤  
 
Si se considera a R como una región de tipo 1: 
 

 
 

 

( ) ( )∫ ∫ ∫∫∫∫
−

−

−−

−−= 2
3

2
3

49
49

49
0

2

2

22
,,,, x

x
yx

Q
dxdydzzyxfdVzyxf  

 
Y si se considera a R como una región de tipo 2: 
 

( ) ( )∫ ∫ ∫∫∫∫ −
−

−−

−−= 3
3

9
2
1

9
2
1

49
0

2

2

22
,,,, y

y

yx

Q
dydxdzzyxfdVzyxf  

 
b) La proyección de Q sobre el plano 0=y  es la región S limitada por la parábola de ecuación 

249 xz −=  y el eje x, sombreada en la figura. 
Cuando ( ) Szx ∈,  se tiene que 
 

zxyzx −−≤≤−−− 22 4949  
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Si se considera a S como una región de tipo 1: 
 

( ) ( )∫ ∫ ∫=∫∫∫
−

− −−

−−−
2
3

2
3

49
0

49

49

2 2

2
,,,, x zx

zxQ
dxdzdyzyxfdVzyxf  

 
Y si se considera a S como una región de tipo 2: 
 

( ) ( )∫ ∫ ∫=∫∫∫
−

−−

−−

−−−

9
0

9
2
1

9
2
1

49

49

2

2
,,,, z

z

zx

zxQ
dzdxdyzyxfdVzyxf

M
 

 
c) La proyección de Q sobre el plano 0=x  es la región 
U limitada por la parábola de ecuación 29 yz −=  y el 
eje y, sombreada en la figura. 
 
Cuando ( ) Uzy ∈,  se tiene que 
 

2
9

2
.9 22 zy

x
zy −−

≤≤
−−

−  

 
 
Si se considera a U como una región de tipo 1: 
 

 
 

 
 

( ) ( )∫ ∫ ∫∫∫∫ −
−−

−−

−−−
= 9

0
9

9
9

2
1

9
2
1

2

2
,,,, z

z
zy

zyQ
dzdydxzyxfdVzyxf  

 
Y si se considera a U como una región de tipo 2: 
 

( ) ( )∫ ∫ ∫∫∫∫ −
− −−

−−−
= 3

3
9
0

9
2
1

9
2
1

2 2

2
,,,, y zy

zyQ
dydzdxzyxfdVzyxf  

 
Nota: ¿Usted conoce la función a integrar? ¿Por qué no es correcto, en ninguno de los casos, usar 
la simetría del sólido para plantear las integrales? 
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3. Sea ∫∫∫=
R

dVzyxf ),,(I , donde R es la región del espacio limitada por las gráficas de 

24 xz −= , 0=z , 0=y  y 3=y . 
 
a) Dibuje la región de integración. 
b) Dibuje la proyección de R sobre cada uno de los planos coordenados y plantee la integral I en 

cada caso. 
 
Solución: 
 
a) Observe que 24 xz −=  es la ecuación de una superficie 
cilíndrica que interseca al plano xz en la parábola de 
ecuación 24 xz −= , y se extiende paralelamente al eje y; 

0=z  y 0=y  son las  ecuaciones de los plano xy y xz 
respectivamente, mientras que 3=y  es la ecuación de un 
plano paralelo al plano xz que interseca al eje y en el punto 

)0,3,0( . La región R es la región del espacio limitada por 
las superficies que se muestran en la figura. 
 

 

 
 
b.1) Al proyectar R sobre el plano xy se obtiene la 
región rectangular mostrada en la figura. 
 
 
En consecuencia, 
 

∫ ∫ ∫
−

−

=
2

2

3

0

4

0

2

ddd),,(I
x

xyzzyxf  

 

 
 
b.2) Al proyectar R sobre el plano xz se obtiene la 
región limitada por la parábola de ecuación 24 xz −=  
y el eje x sombreada en la figura. 
 
 
En consecuencia, 
 

∫ ∫ ∫
−

−

=
2

2

4

0

3

0

2

),,(I
x

dxdzdyzyxf  
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b.3) Al proyectar R sobre el plano yz se obtiene la 
región rectangular mostrada en la figura. 
 
 
En consecuencia, 
 

∫ ∫ ∫
−

−−

=
3

0

4

0

4

4

ddd),,(I
z

z

yzxzyxf  

 
 

 
 
Nota: ¿Usted conoce la función a integrar? ¿Por qué no es correcto, en ninguno de los casos, usar 
la simetría del sólido para plantear las integrales? 
 

4. Sea ∫∫∫=
R

dVzyxf ),,(I , donde R es la región del espacio limitada por las gráficas de 

24 xz −= , 0=z , 0=y  y 2=+ yx  que está en el primer octante. 
 

a) Dibuje la región de integración. 
b) Dibuje la proyección de R sobre cada uno de los planos coordenados y plantee la integral I 

en cada caso. 
 
Solución: 
 
a) Observe que 24 xz −=  es la ecuación de una 
superficie cilíndrica que interseca al plano xz en la 
parábola de ecuación 24 xz −=  y se extiende 
paralelamente al eje y, como se observa en la figura. 
 

 

 
 
 
 
Mientras que 2=+ yx  es la ecuación de un plano que 
interseca al plano xy en una recta de ecuación 2=+ yx  
y se extiende paralelamente al eje z, como se observa 
en la figura. 
 

 

 
 
 
 
Finalmente, 0=z  y 0=y  son las  ecuaciones de los 
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plano xy y xz respectivamente.  
 
La región R es la porción de la región del espacio que se 
muestra en la figura. 

 
 
b) i) Al proyectar R sobre el plano xy se obtiene la 
región triangular S que se muestra en la figura. 
 
Cuando ( ) Syx ∈,  se tiene que 240 xz −≤≤ . 
 
Entonces, 
 

∫ ∫ ∫
− −

=
2

0

2

0

4

0

2

ddd),,(I
x x

xyzzyxf  

 

 
ii) Al proyectar R sobre el plano xz se obtiene la 
región U que se muestra en la figura. 
 
Cuando ( ) Uzx ∈,  se tiene que xy 20 ≤≤ . 
 
Entonces, 
 

∫ ∫ ∫
− −

=
2

0

4

0

2

0

2

ddd),,(I
x x

xzyzyxf  

 

 

 
iii) Al proyectar R sobre el plano yz se obtiene la 
región rectangular P que se muestra en la figura, 
donde la curva observada, es la proyección  de la 
curva de intersección del paraboloide con el plano, 
cuya ecuación se obtiene como sigue: 
 

xyyx −=⇒=+ 22     
 
Y al sustituir el valor de y en 24 xz −= , se obtiene 

2)2(4 −−= yz  
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Para plantear la integral, observe en la gráfica de la superficie que 
 

Si 20 ≤≤ y   y   2)2(40 −−≤≤ yz  entonces yx −≤≤ 20  

Si 20 ≤≤ y   y   4)2(4 2 ≤≤−− zy  entonces zx −≤≤ 40  
En consecuencia, 
 

( )

∫ ∫ ∫
−− −

+=
2

0

24

0

2

0

2

),,(I
y y

dydzdxzyxf
( )

∫ ∫ ∫
−−

−
+

2

0

4

24

4

02
),,(

y

z
dydzdxzyxf   

 
5. Sea Q es la región del espacio que está en el primer octante limitada por las gráficas de 

1=+ yx , 21 xz −= . 
 
a) Dibuje la región Q. 

 
b) Calcule el volumen del sólido Q.  

 
Solución: 
 
a)   La ecuación 1=+ yx  corresponde a la ecuación de 
un plano que se extiende paralelamente al eje z, y   

21 xz −=   corresponde a la ecuación de una superficie 
que se extiende paralelamente al eje y, e interseca al 
plano xz en la parábola de ecuación  21 xz −= . El sólido 
Q es la parte del sólido limitado por ambas superficies 
que está en el primer octante. 

 

b) La proyección en el plano xy de Q es el triángulo 
limitado por las rectas de ecuaciones 1=+ yx , 0=x  y 

0=y . 
 
Por lo tanto, 
 

 

 

∫ ∫ ∫
− −

==
1

0

1

0

1

0

2x x

dxdydzV ( ) =−∫ ∫
−

dydxx
x1

0

1

0

21  ( )( ) =−−∫ dxxx 11 2
1

0

 ( ) =+−−∫ dxxxx 32
1

0

1  

           
12
5

4
1

3
1

2
11

432

1

0

432

=+−−=







+−−=

xxxx  



 
 
 

 
 
 

190 

 

6. Halle las coordenadas del centro de masa del cubo dado por azayax ≤≤≤≤≤≤ 0,0,0 , si 
este tiene densidad ( ) 222,, zyxzyx ++=δ . 

Solución: 

 
Por definición, 
 
Las coordenadas del centro de masa ( )MMM zyx ,, de un sólido Q vienen dadas por: 
 

( )dVzyxx
QM

x
Q

M ∫∫∫= ,,
)(

1 d       ( )dVzyxy
QM

y
Q

M ∫∫∫= ,,
)(

1 d    y     ( )dVzyxz
QM

z
Q

M ∫∫∫= ,,
)(

1 d  

 
La masa de Q viene dada por 

( ) =∫ ∫ ∫ ++= a a a dzdydxzyxQM 0 0 0
222)( ∫ =












++∫

a
a

a
dzdyxzxyx

0 0

22
3

0 3 ∫ =











++∫

a a
dzdyazaya

0

22
3

0 3

∫ =











++=

a
a

yazyaya
0 0

2
33

dz
33

5

0 0

3
2

4
22

44

33
2

33
azazadzzaaaa

a

∫ =











+=












++  

Luego, 
 

( )dVzyxx
a

x
Q

M ∫∫∫ ++= 222
5

1 ( ) =∫ ∫ ∫ ++= a a a dzdydxxzxyx
a 0 0 0

223
5

1

∫ =











++∫=

a
a

a
dzdyxzxyx

a 0 0

2
2

2
2

4

0
5 224

1
∫ =












++∫

a a
dzdyzayaa

a 0

2
2

2
24

0
5 224

1

∫ =











++=

a
a

yzayaya
a 0 0

2
2324

5
dz

2324
1

12
7

3212
51dz

264
1

0

335

5
0

2
355

5
azaza

a
zaaa

a

a
a

=











+∫ =












++  

 
Por simetría se tiene que MMM zyx ==  

Por lo tanto, el centro de masa de Q está en el punto de coordenadas 







12
7,

12
7,

12
7 aaa . 

 

7. Plantee y calcule la integral ∫ ∫ ∫
−1

0

1

0

4

0

2

ddd
x

xyzz  en coordenadas cilíndricas. 

Solución: 

A partir de los límites de integración, se tiene que  

40 ≤≤ z          210 xy −≤≤             10 ≤≤ x  
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Por lo tanto, la región R del espacio, sobre la cual se 
integra, se puede describir como 

( ) ( ){ }40,,/,, ≤≤∈= zDyxzyxR  

donde D es la región del plano que se puede definir 
como  

( ){ }10,10/, 2 ≤≤−≤≤= xxyyxD  

que se muestra en la figura anexa. 
 

 

En consecuencia, 

R es la región del espacio que está en el primer octante 
limitada por los planos de ecuaciones 0=x , 0=y  y 

0=z  y por el cilindro de ecuación 122 =+ yx , como 
se muestra en la figura. 

 

 

A partir de las ecuaciones de transformación de cartesianas a cilíndricas, se obtiene 

40 ≤≤ z         10 ≤≤ r           
2

θ0 π
≤≤  

Y en consecuencia, R puede ser descrita en coordenadas cilíndricas como 

 

( ) ( ){ }40,θ,/,θ, ≤≤∈= zDrzrR  

con 

( )






 ≤≤≤≤= 10,

2
πθ0/θ, rrD  

Por lo tanto, se tiene que 

∫ ∫ ∫
−1

0

1

0

4

0

2

ddd
x

xyzz  π2dθdd
2
π

0

1

0

4

0
=∫ ∫ ∫= rzrz  
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8. Sea ∫ ∫ ∫
−

=
π2

0

2

0

4

0

2

dθdd
r

rzrI . Grafique el sólido sobre el cual se integra y plantee la integral en 

coordenadas rectangulares. Elija el orden de integración que considere conveniente. 

Solución: 

A partir de los límites de integración, se tiene que  

2-40 rz ≤≤               20 ≤≤ r       y      π2θ0 ≤≤  

A partir de las ecuaciones de transformación de cilíndricas a cartesianas, se tiene: 

2-40 rz ≤≤ ( )22-40 yxz +≤≤⇒  

Es decir, z varía entre el plano de ecuación 0=z  y el paraboloide de ecuación ( )224 yxz +−= . 

Observe que:  

( )2240 yxz +=⇒=  

 

Mientras que, 2=r  corresponde a la ecuación de la 
circunferencia de ecuación 422 =+ yx . 

En consecuencia, la región de integración está limitada 
inferiormente por el plano xy  y superiormente por el 
paraboloide de ecuación 224 yxz −−= , que se 
observa en la figura, cuya proyección en el plano xy es 
el círculo de ecuación 
 

422 ≤+ yx   

Por lo tanto,  

=∫ ∫ ∫
−π2

0

2

0

4

0

2

dθdd
r

rzr
( )

∫ ∫ ∫
−

−

−−

+−2

2

4

4

4

0

2

2

22

ddd
x

x

yx
xyz  

Esta integral corresponde al volumen del sólido 
definido por los límites de integración, y dado que 
existe simetría, se puede escribir también como 

                       
( )

∫ ∫ ∫
− +−

=
2

0

4

0

4

0

2 22

ddd4
x yx

xyzV   
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9. Cambie a coordenadas cilíndricas  la integral  ( )∫ ∫ ∫
−

−

−−

−−

+

+
1

1

1

1

2

2
3

22

2

2

22

22

ddd
x

x

yx

yx

xyzyx . 

Solución: 

A partir de los límites de integración, se tiene que  

2222 2 yxzyx −−≤≤+            22 11 xyx −≤≤−−                    11 ≤≤− x  

En este caso, el sólido sobre el cual se integral está el limitado inferiormente por el paraboloide de 
ecuación zx =+ 22 y  y superiormente por el paraboloide de ecuación 22 --2 yxz = .  

Para obtener  la ecuación de la curva de intersección de ambas superficies se resuelve el sistema  





−−=
+=

22

22

2 yxz
yxz

 

1--2 222222 =+⇒+= yxyxyx  

Luego, ambas superficies se intersecan en la 
circunferencia de ecuación 

122 =+ yx  en el plano 1=z  

 Como se observa en la figura. 

 

En consecuencia, la proyección del sólido en el 
plano xy es el círculo de ecuación 122 =+ yx , 
sombreado en la figura.  

 

Las ecuaciones zx =+ 22 y  y 22 --2 yxz = , se escriben en coordenadas cilíndricas como: 2r=z  
y 2r-2=z . Luego, la región sobre la cual se integra puede ser descrita en coordenadas cilíndricas 
como 

( ){ }22 r2,10,π2θ0/z,θ, −≤≤≤≤≤≤ zrrr  

Por lo tanto, 
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( )∫ ∫ ∫
−

−

−−

−−

+

+
1

1

1

1

2

2
3

22

2

2

22

22

ddd
x

x

yx

yx

xyzyx ( )∫ ∫ ∫
−

=
π2

0

1

0

2

2
3

2 dθdd
2

2

rzrr
r

r

 

 

10. Dibuje la región de integración,  plantee y calcule en coordenadas cilíndricas la integral 
( )∫∫∫ +=

E

dVzxI , si E es la región del espacio limitada por las gráficas de las ecuaciones 

222 ayx =+ , 0=z  y azy =+ , con 0>a . 

Solución: 

 
 

En este caso, el sólido sobre el cual se integra está 
el limitado por el cilindro de ecuación 222 ayx =+
, por el plano xy y por el plano de ecuación  

azy =+ . 

Al usar las ecuaciones de transformación se obtiene 
que:  

  

22222 arayx =⇒=+    y   senθrazyazazy −=⇒−=⇒=+  

Por lo tanto, la región E sobre la cual se integra puede ser descrita en coordenadas cilíndricas 
como: 

( ){ }enθ0,0,π2θ0/z,θ, srazarrE −≤≤≤≤≤≤=  

De donde, 

( ) π
24
31dθddθcos 4

2

0 0 0
arzrzrI

a senra
=∫ ∫ ∫ +=

−π θ
 

 

11. Considere la integral ∫∫∫
Q

dVzx , donde Q es el sólido limitado por los planos de ecuaciones 

0=z  y yz = , y el cilindro de ecuación 1y 22 =+x , en el semiespacio 0≥y  

a) Dibuje el sólido Q. 

b) Plantee la integral en coordenadas cartesianas. 
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c) Plantee la integral en coordenadas cilíndricas. 

d) Calcule la integral en coordenadas cilíndricas.. 

Solución: 
 
a) Observe que: 
  

1y22 =+x  corresponde a la ecuación de un 
cilindro que se extiende paralelamente al eje z cuya 
intersección con el plano xy es una circunferencia  
de centro el origen y radio 1, 0≥y  indica que se 
está tomando la parte que se encuentra a la 
derecha del plano xz, 0=z  es el plano xy, y yz =  
es la ecuación de un plano inclinado que se 
extiende paralelamente al eje x cuya intersección 
con el plano yz es la recta de ecuación yz = . 
 

 

b) Para plantear la integral en coordenadas 
cartesianas se proyecta el sólido Q en el plano xy, y 
se obtiene el semicírculo sombreado en la figura. 
 
Por lo tanto, 

=∫∫∫
Q

xz dV ∫ ∫ ∫
−

−1

1

1

0 0

2

dxdd
x y

yzxz  

 

c) Nota que  yz = , se transforma en coordenadas cilíndricas en senθrz =  y 122 =+ yx  se 
transforma en 1=r , como 0≥y  se tiene que πθ0 ≤≤ . Luego, Q  puede ser descrito en 
coordenadas cilíndricas como 

( ){ }θsenr0,10,πθ0/z,θ, ≤≤≤≤≤≤= zrrQ  

En consecuencia, 

=∫∫∫
Q

xz dV ∫ ∫ ∫
π

0

1

0

θsen

0

2 dθddθcos
r

rzrz  

 
 

d)                                               0dθddθcos
π

0

1

0

θsen

0

2 =∫ ∫ ∫
r

rzrz    
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12.  Sea S la región del espacio acotada superiormente por la esfera de ecuación   
1222 =++ zyx  e inferiormente por el cono de ecuación 222 yxz +=  para 0≥z . Calcule 

∫∫∫
S

dVz . 

a) En coordenadas cilíndricas. 

b) En coordenadas cartesianas. 

Solución: 

 

La representación gráfica de la región 
corresponde a la región sombreada en la figura 

 

 

 

 

 

a) La ecuación del cono 222 yxz +=   en coordenadas cilíndricas es rzrz =⇒= 22  (
)0y0 ≥≥ rz . 

La ecuación de la semiesfera 221 yxz −−=  es 21 rz −= . 

Por otra parte, la intersección de las dos superficies se obtiene resolviendo el sistema  

2
1122

1 2222

22

22

=+⇒=+⇒






+=

−−=
yxyx

yxz

yxz
 

Luego, ambas superficies se intersecan la circunferencia de ecuación 
2
122 =+ yx

 
en el plano

2
1

=z  . 

Es decir, esta es una circunferencia de centro el punto 








2
1,0,0C , radio 

2
1

 y que está 

ubicada en el plano 
2

1
=z . Cuya proyección en el plano xy es la circunferencia de ecuación 
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2
122 =+ yx . En coordenadas polares corresponde a la ecuación 

2
1

=r , luego la proyección de 

la circunferencia en el plano polar es el conjunto 

( )








≤≤≤≤=
2

1r0,π2θ0/θ,rD  

Luego, en coordenadas cilíndricas, S se describe como 

( )








−≤≤≤≤≤≤= 21,π2θ0,
2

10/,θ,r rzrrzS  

Por lo tanto, 

∫∫∫
S

dVz  ∫ ∫ ∫
−

=
π

θ
2

0

2
1

0

1 2

ddrdz
r

r

rz ( )∫ ∫ =−=
π2

0

2
1

0

3 θ2
2
1 ddrrr

8
π

16
π2θ

16
1θ

4
1

2
1

4
1

2

0

2

0

===





 − ∫∫

ππ

dd  

 

b) La región S se describe como 

( )












−−≤≤+−≤≤−−≤≤−= 222222 1,
2
1

2
1,

2
1

2
1/,, yxzyxxyxxzyxS  

Por lo tanto, 

∫∫∫
S

dVz  == ∫ ∫ ∫
−

−

−−

−−

+

2
1

2
1

2
1

2
1

1
2

2

22

22
ddd

x

x

yx

yx
xyzz ( ) dxdyyx

x

x

∫ ∫
−

−

−−

−−
2

1

2
1

22
2
1

2
1

221
2
1

2

2  

dxxxxx∫
−






















 −−−−−=

2
1

2
1

2
3

2222

2
1

3
4

2
14

2
12

2
1 ( ) dxxxx∫

−





















 −−−−=

2
1

2
1

2
3

222

2
1

3
442

2
1

2
1

 

=





















 −−






 −−= ∫

−

dxxxx
2

1

2
1

2
3

222

2
1

3
4

2
1

2
14

2
1

=





 −∫

−

dxx

2
3

2
1

2
1

2

2
1

3
4
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=





 −= ∫

−

duuu cos
2

1sen
2
1

2
1

3
4 2

2

2
3

2

π

π

=∫
−

duu4
2

2

cos
3
1

π

π

=





 +

∫
−

duu 2
2

2

2
2cos1

3
1

π

π

=





 +

++∫
−

duuu
2

4cos12cos21
12
1 2

2

π

π 8
π

2
π3

12
1

8
4sen2sen

2
3

12
1 2

2

=





=






 ++

−

π

π

uuu

 

Nota: Observe como el uso de un sistema de coordenadas apropiado puede simplificar el calculo 

de algunas integrales triples. 

 

13. Calcule el volumen del sólido Ω  limitado por el cilindro de ecuación 0622 =−+ xyx  y la 

semiesfera de ecuación 2236 yxz −−=  y el plano xy. Utilice coordenadas cilíndricas. 

Solución: 

Observe que la ecuación del cilindro se puede escribir como: 

( ) 9306 2222 =+−⇔=−+ yxxyx  

Y en coordenadas  cilíndricas es: 

( ) θcos6ó00θcos60θcos606 222 ==⇒=−⇒=−⇒=−+ rrrrrrxyx  

La ecuación de la semiesfera en coordenadas cilíndricas es  236 rz −= . 

La proyección sobre el plano xy de Ω  es el 
círculo limitado por la circunferencia de ecuación 

θcos6=r  que se muestra en la figura anexa. 

 

 

 
 

Luego, 

( ){ }2360,πθ0,cos60/,θ,r rzrz −≤≤≤≤≤≤=Ω θ  

Como el sólido es simétrico respecto al eje x, se tiene que 
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96-π72ddrdz2)(
2

0

θcos6

0

36

0

2

==Ω ∫ ∫ ∫
-

π

θ
r

rV  

 

14. Halle la masa de un sólido Q acotado por las superficies de ecuaciones 922 =+ zx , 3=+ zy  

y 0=y  si la densidad de masa Q es ( ) 22,, zxzyx +=δ . Utilice coordenadas cilíndricas. 

Solución: 
 

922 =+ zx  es la ecuación de un cilindro que se extiende 
paralelamente al eje y cuya intersección con el plano xz es 
una circunferencia  de centro el origen y radio 3.  

0=y  es la ecuación del  plano xz. 

3=+ zy  es la ecuación de un plano inclinado que se 
extiende paralelamente al eje x   
 

 

El cilindro y el plano se intersecan en la curva de ecuación ( ) 93 22 =−+ yx .  
 

Al proyectar el sólido sobre el plano xz se obtiene la 
región limitada por la circunferencia de ecuación 

922 =+ zx , la cual se muestra en la figura. 

Si se hace la sustitución 
 

θ= cosrx ,     θ= senrz     y  yy =  

La ecuación del plano zy −= 3  en coordenadas 
cilíndricas θsenr3 −=y es.   

Se tiene que la regiónΩ  sobre la cual se integra es 

( ){ }θsen30,π2θ0,30/,θ,r ryry −≤≤≤≤≤≤=Ω  

Luego, la integral en coordenadas cilíndricas es: 

=∫ ∫ ∫=
−3

0

π2

0

sen3

0

2 ddθd)(
θr

ryrrQM [ ] =−
∫ ∫ ry r ddθr θsen3

0

3

0

π2

0

3  [ ] rddθθsen3r
3

0

π2

0

3 −∫ ∫  

                       [ ] =−= ∫ ∫ rddθθsen3r
3

0

π2

0

3 [ ] =+∫ drcosθθ3 2π
0

33

0
r

2
π243

4
rπ6dr6π

3

0

4
33

0
=








=∫ r  
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Por lo tanto, la masa del sólido Q es 
2
π243  unidades de masa. 

 

15. Plantee y calcule la integral  ( )∫ ∫ ∫
−

−

−−

−−

++
3

3

9

9

9

0

2
1

222

2

2

22

ddd
x

x

yx

xyzzyxz   en coordenadas 

esféricas. 

Solución: 

A partir de los límites de integración, se tiene que  

22-90 yxz -≤≤     22 99 xyx −≤≤−−     y    33 ≤≤− x  

Observe que  

9-9 22222 =++⇒-= yxzyxz    y   99ó9 2222 =+⇒




 −−=−= yxxyxy  

Es decir, la región de integración, que se muestra 
en la figura, corresponde al sólido limitado 
superiormente por el casquete superior de la 
esfera centrada en el origen de radio 3 e 
inferiormente por el plano xy. 

 

Como la proyección del sólido en el plano xy es 
el círculo de ecuación 922 ≤+ yx , aplicando las 
ecuaciones de transformación, se tiene que, la 
región R del espacio sobre la cual se integra 
puede ser descrita, mediante coordenadas 
esféricas: 

 

 

( )






 ≤≤≤Φ≤≤≤Φ= 3ρ0,

2
π0,π2θ0/,θ,ρR  

Luego,  
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( )∫ ∫ ∫
−

−

−−

−−
++

3

3

9

9

9

0
2
1

222
2

2

22

ddd
x

x

yx
xyzzyxz ( )( ) ( ) π

5
3ddθdρΦρρΦcosρ

52
π

0

π2

0

3

0

2 =∫ ∫ ∫ Φ= sen  

16. Dada ∫ ∫ ∫

π
π

=
3

0

2

0

secΦ

0

2 dΦdθdρΦsenρI , grafique el sólido sobre el cual se integra y plantee la 

integral en coordenadas rectangulares: 

Solución: 

A partir de los límites de integración, se tiene que  

Φsecρ0 ≤≤    ;    2πθ0 ≤≤       y      
3
πΦ0 ≤≤  

A partir de las ecuaciones de transformación, se tiene 

11Φcosρ
Φcos

1ρΦsecρ =⇒=⇒=⇒= z      (1) 

Por otra parte,  

⇒=Φ
3
π

⇒+=⇒++=⇒=⇒=⇒= 222222222 34ρ4
2
1ρ

3
πρcos yxzzyxzzzz

33

22
2 yxz +=⇒      (2) 

Que corresponde a la ecuación de un cono de eje z. 

De (1) y (2), se tiene que 1
3

22

≤≤
+ zyx , es 

decir, z varía entre la gráfica de 
3

22 yxz +
= , 

que corresponde a la parte superior del cono, y 
el plano de ecuación 1=z . Como se muestra en 
la figura. 

 

 

Para obtener la curva que limita la proyección en el plano xy, se halla la intersección de ambas 

superficies, es decir, se resuelve el sistema  








+
=

=

3

1
22 yxz

z
,  
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⇒








+
=

=

3

1
22 yxz

z
31

33
1 22

2222

=+⇒=
+

⇒
+

= yxyxyx   

Luego, ambas superficies se intersecan la circunferencia de ecuación 322 =+ yx en el 
plano 1=z    

En consecuencia, la proyección del sólido en el plano xy 
es el círculo centrado en el origen y radio 3 , que se 
muestra en la figura anexa.  

Por lo tanto, 

 

 

=∫ ∫ ∫
3
π

0

2π

0

Φsec

0

2 dΦdθdρΦsenρ  ∫ ∫ ∫ 4dddz
3

3-

-3

-3-

1

3

3

0

3

0

1

3

2

2 22

2

22

x

x yx

x

yx

dzdydxxy
+

-

+
∫ ∫ ∫=  

 
Observe que, como la función a integrar es 1, la integral triple corresponde al volumen del sólido 
que corresponde a la región de integración. 
 

17. Cambie a coordenadas esféricas  y calcule la integral  

∫ ∫ ∫
3

0

-9

0

18
22

2 22

22

ddd)(
y -y-x

yx

2 yxzzyx
+

++  

Solución: 

A partir de los límites de integración, se tiene que  

2222 --18≤≤ yxzyx +          2-9≤≤0 yx        y           3≤≤0 y  
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En este caso, z varía entre la parte del cono de 
ecuación 222 y zx =+  que se encuentra por 
encima del plano xy  y el casquete superior de la 
esfera de ecuación 18y 222 =++ zx , que se 
observa en la figura. 

 

 

Como, 2-9≤≤0 yx  y 3≤≤0 y  se considera 
sólo la parte del sólido que está en el primer 
octante, y cuya proyección está en el primer 
cuadrante, sombreada en la figura anexa. 

Luego,  

2
π≤θ≤0  

 

Al usar las ecuaciones de transformación, se tiene que 22 --18 yxz = , se transforma en:  

⇒= 22 --18 yxz 23ρ�18=ρ18 2222 =⇒=++ yxz  

Mientras que, 

θΦsensenρ+θΦcossenρ=Φcosρ 22222222 ⇒=+ zyx  

Φsenρ=Φcosρ� 2222 0Φsen-Φcos� 22 = 0os2c� =Φ
4
πΦ� =   ó  

4
3πΦ =  

Como 
2
π0 ≤Φ≤  por encontrarse en el primer octante, se tiene que la solución es 

4
πφ = . 

Dado que la región es sólida, 
4
π≤≤0 Φ  y  23≤ρ≤0 . 

Luego, el sólido sobre el cual se integra es descrito por: 

2
π≤θ≤0                   23≤ρ≤0             y       

4
π≤≤0 Φ  
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Por lo tanto, 

=++
+

∫ ∫ ∫
3

0

-9

0

--18
222

2 22

22

ddd)(
y yx

yx

yxzzyx  =∫ ∫ ∫
4
π

0

2
π

0

23

0

22 dΦdθdρΦsenρρ ( )21π
5

235

+−
⋅  

 
18. Considere el sólido Q limitado inferiormente por la superficie de ecuación 22 yxz +=  y 

superiormente por superficie de ecuación 6222 =++ zyx . 
a) Dibuje el sólido Q. 
b) Dibuje la proyección de Q en el plano xy y plantee una integral triple en coordenadas 
cartesianas que dé el volumen del sólido.  
c) Dibuje la proyección de Q en el plano xz y plantee una integral triple en coordenadas cartesianas 
que dé el volumen del sólido.  
d) Dibuje la proyección de Q en el plano yz y plantee una integral triple en coordenadas 
cartesianas que dé el volumen del sólido.  
e) Plantee una integral triple en coordenadas cilíndricas que dé el volumen del sólido  
f) Plantee una integral triple en coordenadas esféricas que dé el volumen del sólido  
g) Calcule el volumen del sólido Q. (utilice la integral que considere más sencilla). 
 
Solución: 
 
 
a) 22 yxz +=  es la ecuación de un paraboloide 

que abre hacia arriba, y  6222 =++ zyx  es la 
ecuación de una esfera centrada en el origen y 
radio 6 . El sólido Q es la región del espacio 
limitada por ambas superficies. 
 

 

b) Ambas superficies se intersecan en una circunferencia cuya ecuación se obtiene resolviendo el 
sistema de ecuaciones  
 





=++
+=

)2(6
)1(

222

22

zyx
yxz

 

 
Al sustituir el valor de (1) en (2) se obtiene 
 

( )( ) 023066 22 =−+⇒=−+⇒=+ zzzzzz  
 
Como 0≥z , la solución del sistema es 2=z , luego ambas superficies se intersecan en la 
circunferencia de ecuación 222 =+ yx  en el plano  2=z . 
La proyección sobre el plano xy es el conjunto 
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( ){ }2/ 222 ≤+∈= yxRy,xS  

mostrada en la figura. 
 
 
 
 

 

 
 
 

∫∫∫ ∫ ∫ ∫==
−

−

−−

−−
+

Q

x

x

yx
yx

dxdydzdVV 2
2

2

2

62

2

22

22  

 

 
c) La proyección sobre el plano xz es la región limitada inferiormente por la parábola de ecuación 

2xz =  y superiormente por la semicircunferencia de ecuación 26 xz −= , mostrada en la figura. 
 
 

 

 
 
 

∫∫∫ ∫ ∫ ∫==
−

−

−−Q

z
z

xz

xz
dzdxdydVV 2

0
2

2
 

                dzdxdy
zx

zx

z

z
∫∫ ∫+
−−

−−−

−

−−

22

22

6

6

6

2

6

6
 

 
 
d) La proyección sobre el plano yz es la región limitada inferiormente por la parábola de ecuación 

2yz =  y superiormente por la semicircunferencia de ecuación 26 yz −= , mostrada en la figura. 
 

 

 
 
 

∫∫∫ ∫ ∫ ∫−
−

−−
==

Q

z
z

yz

yz
dzdydxdVV 2

0
2

2
 

                dzdydx
zy

zy

z

z
∫∫ ∫+
−−

−−−

−

−−

22

22

6

6

6

2

6

6
 

 
e) Las ecuaciones de las superficies en coordenadas cilíndricas vienen dadas por 
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222 rzyxz =⇒+=              y          222 66 rzyxz −=⇒−−=  
 
Además, de b) se tiene que la proyección de Q en el plano xy es un círculo, por lo tanto el sólido Q 
es descrito en coordenadas cilíndricas por 
 

π≤θ≤ 20  ,  20 ≤≤ r ,  22 6 rzr −≤≤  
Luego 
 

∫∫∫ ∫ ∫ ∫
π − θ==

Q

r
r

ddrdzrdVV 2
0

2
0

6 2

2  

 
f) Las ecuaciones de las superficies en coordenadas esféricas vienen dadas por 
 

φφ=ρ⇒
φ
φ

=ρ⇒φρ=φρ⇒+= cscancotcoscos 2
2222

sen
senyxz               

 
y           

66222 =ρ⇒=++ zyx  
Por otra parte,  

2cos2 =⇒= φρz   
 











=⇒==⇒==

3
2arccos

3
2

6
2cos62cos φφrφr y  

 
Además, de b) se tiene que la proyección de Q en el plano xy es un círculo, por lo tanto el sólido Q 
es descrito en esféricas por 

 

π≤θ≤ 20  ,  60 ≤ρ≤ ,  









≤≤

3
2arccosφ0  

Y  
 

π≤θ≤ 20  ,  φφ≤ρ≤ cscancot0 ,  
2

φ
3
2arccos π

≤≤









 

Por lo tanto, 
 

∫ ∫ ∫∫∫∫ ∫ ∫ ∫





















+==

π
π

φφ
π ρφρ

2

0

2

3
2aρccos

csccotan

0

22
0 3

2aρccos
0

6
0

2 dθdφdρφsendθdφdρsen
Q

dVV K  

g) El volumen puede ser determinado a partir de cualquiera de las integrales planteadas, por 
ejemplo, la obtenida en e). 
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





 −=










−−=





 −−=== ∫∫ ∫∫∫∫ ∫ ∫ ∫ −

3
13286262

2

0

2
3

2
3

3
2

2

0

2

0

222
0

2
0

6 2
2 πθθθ

ππ
π dddrrrrddrdzrdVV

Q

r
r

 

19. Sea S la porción del cono de ecuación  222 yxz +=  comprendida entre los planos de 
ecuaciones 0=z  y 1=z . Determine, utilizando coordenadas esféricas el valor de 

dV
zyxS

∫∫∫
++ 222

1 . 

Solución: 

La intersección del plano de ecuación 1=z  con el cono se obtiene resolviendo el sistema  

1
1 22

222 =+⇒




+=

=
yx

yxz

z
 

Las gráficas del cono y del plano se muestran en la figura. 

 

Luego, ambas superficie se intersecan en la circunferencia de ecuación 1,122 ==+ zyx . En 
consecuencia la proyección de S en el plano xy viene dada por el conjunto 

( ){ }1/, 222 ≤+∈= yxRyxD  

Se tiene que  

10 ≤≤ z  

A partir de las ecuaciones de transformación, se tiene 

φcos
1ρ1Φcosρ1 =⇒=⇒=z       

En consecuencia, 
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φcos
1ρ0 ≤≤       

De la definición de D resulta que 

2πθ0 ≤≤   

Finalmente, φ varía del eje z al cono: 

⇒⇒=+ θsensenρ+θcossenρ=cosρ 22222222 φφφzyx  

φφ 2222 senρ=cosρ 0sen-cos� 22 =φφ
2

32ó
2

20cos2� πφπφφ ==⇒=
4

3ó
4

πφπφ ==⇒  

Como 
2
π0 ≤≤φ  porque está en el primer octante, se tiene que la solución es 

4
π

=φ  

Por lo tanto, 

4
π0 ≤≤φ  

En consecuencia, 

==
++

∫ ∫∫∫∫∫ θsenρ11 24
π

0

cos
1

0

π2

0222
ddddV

zyxS
φρφ

ρ
φ

=∫∫ θ
cos
sen

2
1

2

4
π

0

π2

0
ddφ

φ
φ

θ1
2

2
2
1 π2

0
d








−∫  

                                   ( )12 −= π  

20. Calcule la masa del sólido S que se encuentra dentro de la esfera de ecuación  2ρ =  y fuera de 
la esfera de ecuación  1ρ = , suponiendo que la densidad de masa en un punto ( )zyxP ,,  
cualquiera es proporcional al  cuadrado de la distancia del P al centro de la esfera. 

Solución: 

Se sabe que 

( )dVzyxS
S
∫∫∫= ,,)(M d  

Como la densidad de masa en un punto ( )zyxP ,,  cualquiera es proporcional al  cuadrado de la 
distancia del P al centro de la esfera se tiene que  

( ) ( )222,, zyxkzyx ++⋅=δ  

En coordenadas esféricas 
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( ) 2ρ,, ⋅= kzyxδ  

Se tiene que  

2πθ0 ≤≤         2ρ1 ≤≤     y    π0 ≤≤φ  

Luego 

== ∫ ∫∫ θsenρρ)( 22π

0

2

1

π2

0
dddkSM φρφ =∫∫ θsen

5
31 π

0

π2

0
ddk φφ kkdk π

5
124π2

5
62θ

5
62 π2

0
=⋅=∫  

 
21. Halle el volumen del tetraedro Q limitado por el plano de ecuación abcabzacybcx =++  y los 
planos coordenados, con a, b y c positivos. 

Solución: 

Se sabe que 

dVV
Q
∫∫∫=   

Nota: observe que este problema es similar al ejercicio 1 resuelto, con 1),,( =zyxf . 
 

La región Q está acotada por la parte del plano 
de ecuación abcabzacybcx =++  que  está en 
el primer octante y los planos coordenados, por 
lo que Q es la región que se observa en la 
figura. 
 

 
 

 
La proyección de Q sobre el plano xy es la 
región triangular R, limitada por las rectas de 
ecuaciones abaybx =+ , 0=y  y 0=x , 
sombreada en la figura. 
 
Cuando ( ) Ryx ∈,  se tiene que 
 

ab
bcxacyabcz −−

≤≤0  
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Luego,  

== ∫ ∫ ∫∫∫∫ − −−a
a
bxb y

b
cx

a
cc

E
dxdydzdV 0 0 0 =






 −−∫ ∫

−

dxdyy
b
cx

a
cc

a a
bxb

0 0
dxy

b
xy

a
yc

x
a
bba −

∫ 



 −− 0

0

2

2
11

 

 dxx
a
bb

b
x

a
bbx

a
x

a
bbc

a
∫


















 −−






 −−−=

0

2

2
11 dxx

a
x

a
x

a
x

a
bc

a
∫


















 −−






 −−−=

0

211
2
111111  

=





 +−=



 +−= ∫ aa

x
a

x
a

xcbdxx
a

x
a

bc 0
3

2
2

0

2
2 6

1
2
1

2
1

2
11

2
1







 +− aaacb

6
1

2
1

2
1

6
abc

=  
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Problemas propuestos 
 
 
En los problemas del 1 al 6 evalúe la integral planteada. 
 

1. dzdydxxyz
z

sen2
3

0 0

3
∫ ∫ ∫

π

π−
               2. dxdzdyxz

x

x

xz

z
∫ ∫ ∫

+

+1

0

2

1

32         3. dzdydx
z

z

zy
∫ ∫ ∫

−

+4

1

2

1

2

0
2              

 

4. dxdydzyx
x yx

∫ ∫ ∫
−

+2

1 1 0

2
2

16                5. dzdxdyyzx
z z

x

∫ ∫ ∫
2

0 1 0
2              6. dxdydzxseny

y
∫ ∫ ∫
π

−0

2

2 0
                                    

            

Respuestas: 1) 0     2) 
70
37

−      3) 189      4) 513   5) 
3
2

     6)  
3

32
 

 
7. Sea ∫∫∫=

Q
dVzyxf ),,(I , donde Q es la región del espacio que está en el primer octante limitada 

por las gráficas de 22 =+ yz , yx 2= . 
 
a) Dibuje la región de integración. 
 
b) Dibuje la proyección de Q sobre cada uno de los planos coordenados y plantee las integrales 
∫∫∫
Q

dzdydxzyxf ),,( , ∫∫∫
Q

dydxdzzyxf ),,( ,  y ∫∫∫
Q

dxdzdyzyxf ),,(  .   

 
Respuesta: 
a)  

La Región Q es la porción de la región del espacio limitada por la superficie 
que se muestra en la figura que está en el primer octante. 
 

 
b)  

 

Plano xy 
 
 

∫ ∫ ∫
−

=
2

0

1

2

22

0

),,(
x

y

dxdydzzyxfI
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Plano xz 
 

 
 
 

∫ ∫ ∫
−

−

=
2

0

2

0

2
2

2

),,(
z

z

x

dzdxdyzyxfI  

 

  

 
Plano yz 

 
 
 

∫ ∫ ∫
−

=
1

0

22

0

2

0

),,(
y y

dydzdxzyxfI  

 
 
8. Sea ∫∫∫=

R

dVzyxf ),,(I , donde R es la región del espacio que está en el primer octante 

limitada por las gráficas de 1=+ yz , xy = . 
 
a) Dibuje la región de integración. 

 
b) Dibuje la proyección de R sobre cada uno de los planos coordenados y plantee las integrales 

∫∫∫
R

dzdydxzyxf ),,( ,  ∫∫∫
R

dxdzdyzyxf ),,(   y   ∫∫∫
R

dydxdzzyxf ),,(  

 
 
 
Respuesta: 
 
 
a) La Región R es la porción de la región del espacio limitada por 
la superficie que se muestra en la figura que está en el primer 
octante. 
 

 



 
 
 

 
 
 

213 

b)  

           

 
Plano xy 

 
 
 

∫ ∫ ∫=
−1

0

1 1

0
),,(

x

y
dxdydzzyxfI  

 

 

 
 

Plano xz 
 

 
 

( )
∫ ∫ ∫=

− −1

0

1

0

12

),,(
z z

x
dzdxdyzyxfI  

 

 
 

 

 
 

Plano yz 
 
 

∫ ∫ ∫=
−1

0

1

0 0

2

),,(
y y

dydzdxzyxfI  

 
 
 

9. Sea ∫∫∫=
R

dVzyxf ),,(I , donde R es la región del espacio que está en el primer octante 

limitada por las gráficas de 1=+ yz , 21 xz −= . 
 
a) Dibuje la región de integración. 

 
b) Dibuje la proyección de R sobre cada uno de los planos coordenados y plantee las integrales 

∫∫∫
R

dzdydxzyxf ),,( ,  ∫∫∫
R

dxdzdyzyxf ),,(   y   ∫∫∫
R

dydxdzzyxf ),,(  
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Respuesta: 
 
 
a) La Región R es la porción de la región del espacio limitada por la 
superficie que se muestra en la figura que está en el primer octante. 
 

 
b) 

 

 
Plano xy 

 

∫ ∫ ∫=
−1

0 0

1

0

2 2

),,(
x x

dxdydzzyxfI

∫ ∫ ∫+
−1

0

1 1

02
),,(

x

y
dxdydzzyxf            

 

 

 

 
Plano xz 

 
 
 

∫ ∫ ∫=
− −1

0

1

0

1

0
),,(

z z
dzdxdyzyxfI  

 

 

 
 

Plano yz 
 
 
 

∫ ∫ ∫=
− −1

0

1

0

1

0
),,(

y z
dydzdxzyxfI  
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En los problemas del 10 al 13 dibuje el sólido sobre el cual se integra y plantee la integral en el 
orden indicado. 

10. ( ) dydxdzzyxfI
y xy

∫ ∫ ∫
− −−

=
1

0

22

0

22

0

,, ; dzdydx       11. dydzdxI
y y

y
∫ ∫ ∫

−

−
=

1

0

1

0
; dxdydz  

12. dxdzdyxyzI
y

∫ ∫ ∫
−

=
1

0

0

1 0

2

;  dzdxdy                        13. dydzdxeI
y yx

x
∫ ∫ ∫

− −−
=

1

0

1

0

1

0

2 22

4 ; dydzdx  

Respuestas: 

10) 

 

 

( ) dzdydxzyxfI

z
zy

∫ ∫ ∫=

−
−−2

0

2
2

0

22

0
,,  

11) 

 

 

dxdydzI
x

y
∫ ∫ ∫=
−

−1

1

1 1

02
 

12) 

 

 

dzdxdyxyzI
z

∫ ∫ ∫=
−

−

1

0

1

0 1
 

 

 

13) 

 

 

dydzdxeI x
y zy

4
1

0

1

0

1

0

2 22

∫ ∫ ∫=
− −−
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En los problemas del 14 al 17 dibuje el sólido sobre el cual se integra y plantee la integral en 
coordenadas cartesianas, en el orden que se indica. 

14. ∫ ∫ ∫=
3

1

2
π

0

3
ddθd

r
rzrI ; dxdydz                            15. ∫ ∫ ∫=

−4

0

3

0

9

0

2

dθdrd

π
r

zrzI ; dydxdz  

16. ∫ ∫ ∫
π −

θθ=
2

0

2

0

4 2
2

ddrdcos3
r

r
zrI ; dydxdz       17. ∫ ∫ ∫

π θ
θ=

0

2

0

4

0
ddrd7

sen
zrI ; dxdydz  

Respuestas: 

14) 

 

 

 

 

∫ ∫ ∫=
−

− +

1

0

9

1

32

2 22
ddd

x

x yx

xyzI ∫ ∫ ∫+
−

+

3

1

9

0

32

22
ddd

x

yx

xyz  

 

15) 

 

 

∫ ∫ ∫=
− −−2

3

0

9 9

0

2 22

ddd
y

y

yx
yxzzI  

16) 

 

 

∫ ∫ ∫=
−

−

−−

−−

+

2

2

2

2

42

2

22

22
ddd3

y

y

yx

yx

yxzxI  
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17) 

 

 

∫ ∫ ∫=
−

−+

−−

1

1

11

11

4

0

2

2
ddd7

x

x

xyzI  

 
 
En los problemas del 18 al 21 dibuje el sólido sobre el cual se integra y plantee la integral en 
coordenadas cilíndricas. 
 

18. ∫ ∫ ∫
−

−

−− +

=
1

1

1

1

12

2 22
ddd

x

x yx

xyzyI   19. ∫ ∫ ∫
−

−+

−−

=
2

2

42

42

2

0

2

2
ddd

y

y

yxzxyI   20. ∫ ∫ ∫
−

−

−− +

=
3

3

9

9

32

2 22
ddd

x

x zx
xzyI  

21. += ∫ ∫ ∫
−

−

−

−− +

4

9

81

81

92

2 22

ddd
x

x yx

xyzI ∫ ∫ ∫
−

−−

−−

4

4

16

81

9

0

2

2

ddd
x

x

xyz  ∫ ∫ ∫
−

−

−

+
4

4

81

16

9

0

2

2

ddd
x

x

xyz ∫ ∫ ∫
−

−− +

+
9

4

81

81

92

2 22

ddd
x

x yx

xyz  

 

Respuestas: 

18) 

 

 

 

∫ ∫ ∫=
π

θθ
2

0

1

0

1
2 ddrd

r

zsenrI  

19) 

 

 

∫ ∫ ∫=
π θ

θθθ
0

cos4

0

2

0

3 ddrdsencos zrI  



 
 
 

 
 
 

218 

20) 

 

 

∫ ∫ ∫=
π

θ
2

0

3

0

3

ddrd
r

yrI  

21) 

 

 

+= ∫ ∫ ∫
π

θ
2

0

4

0

9

0

ddrdzrI ∫ ∫ ∫
π

θ
2

0

9

4

9

ddrd
r

zr  

 
 
En los problemas del 22 al 25 dibuje el sólido sobre el cual se integra y plantee la integral en 
coordenadas cartesianas, en el orden que se indica. 

22. ∫ ∫ ∫=
π π

φρθφρ
0

2

0

9

0

23 ddθdcossenI ; dydxdz       23. ∫ ∫ ∫=
3

0

2

0

4

0

2 ddθd
π

π
φρφρ senI ; dxdydz  

24. ∫ ∫ ∫
π π

φρφρ=
0

2

0

4

2

2 ddθdsenI ; dxdydz                 25. ∫ ∫ ∫=
π π

π
θφρφφρ

2

0
2

2

1

3 dddcossenI ; dydxdz  

Respuestas: 

22) 

 

 

∫ ∫ ∫
−

−

−−

−−

−−−

=
9

9

81

81

81

81

2

2

22

22
ddd

y

y

yx

yx

yxzxI  
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23) 

 

 

∫ ∫ ∫
−

−

−−

−−

+

=
32

32

12

12

16

3

2

2

22

22
ddd

x

x

yx

yx

xyzI

 

 

24) 

 

 

−= ∫ ∫ ∫
−

−

−−

−−

−−−

4

4

16

16

16

16

2

2

22

22

ddd
x

x

yx

yx

xyzI ∫ ∫ ∫
−

−

−−

−−

−−−

2

2

4

4

4

4

2

2

22

22

ddd
x

x

yx

yx

xyz  

 

25) 

 

 

−= ∫ ∫ ∫
−

−

−− −−−

2

2

4

4

0

4

2

2 22

ddd
y

y yx

yxzzI ∫ ∫ ∫
−

−

−− −−−

1

1

1

1

0

1

2

2 22
ddd

y

y yx

yxzz  

 

 
 
En los problemas del 26 al 29 dibuje el sólido sobre el cual se integra y plantee la integral en 
coordenadas esféricas. 

26.  dxdydzyI
x yx

∫ ∫ ∫
− −−

=
1

0

1

0

1

0

2

2 22

                   27. dxdydzzI
x

x

yx

yx
∫ ∫ ∫=
−

−

−−

−−

+

2

2

4

4

82

2

22

22

 

28.  dxdydzxI
x

x

yx

∫ ∫ ∫
−

−

−−

−−+

=
3

3

9

9

93

3

2

2

22

                29. dxdydzI
x

x yx
∫ ∫ ∫
−

−

−− +

=
2

2

4

4

22

2 22
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Respuestas: 

 

26) 

 

 

 

∫ ∫ ∫=
2

0

2

0

1

0

234 dΦdθdρΦsenρ

π π

θsenI  

27) 

 

 

∫ ∫ ∫=
4

0

2

0

8

0

3 dΦdθdρφcossenφρ

π
π

I  

28) 

 

 

∫ ∫ ∫=
4

0

2

0

6cos

3sec

23 dΦdθdρcosΦsenρ

π
π φ

φ
θI  

29) 

 

 

∫ ∫ ∫=
π
π

φ

θφ
2

0

4

0

2sec

0

2 dddρsenΦρI  
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30. Plantee y calcule una integral triple para hallar el volumen del sólido limitado por las gráficas 
de ecuaciones: 24 yx −= ,  0=z ,  xz = , con 0≥y  

Respuesta: ∫ ∫ ∫∫∫∫ === −2
0

4
0 0 15

128)(
2y x

Q
dydxdzdVQV  

 

31. Plantee y calcule, en  coordenadas cilíndricas, la integral que da el volumen del sólido Q 
acotado por las gráficas de las superficies de ecuaciones 2=z , 4=z ,  122 =+ yx  y 2522 =+ yx  

Respuesta: π48dθdd)(
2

0

5

1

4

2
== ∫ ∫ ∫

π
rzrQV  

 

32. Plantee y calcule, en  coordenadas esféricas, la integral que da el volumen del sólido Q acotado 
por las gráficas de las superficies de ecuaciones 1222 =++ zyx  y 25222 =++ zyx . 

Respuesta: 
3

496dθddsen)(
2

0

2
5

1 0

πρφφρ
π π

== ∫ ∫ ∫QV  

 
33. Calcule el volumen del sólido que está encima del cono de ecuación 222 yxz +=  y dentro de 

la esfera de ecuación  zzyx 4222 =++  

Respuesta: π8  

 
34. Calcule el volumen del sólido acotado por las superficies de ecuaciones 2yz = , 0=z , 1=x , 

0=x ,  1−=y , 0=y . 

Respuesta: 
3
1

 

35. Demuestre usando integrales triples que el volumen de un cilindro de radio R y altura h es 
hRV 2π= . 

36. Demuestre usando integrales triples que el volumen de una esfera de radio R es 3π
3
4 RV = . 

 
37. Calcule la masa del sólido que está dentro de la esfera de ecuación 2=ρ  y fuera de la esfera 
de ecuación 1=ρ , suponiendo que la densidad de masa en un punto P es directamente 
proporcional al cuadrado de la distancia de P al centro de la esfera. 

Respuesta: 
5
π124k

(k es la constante de proporcionalidad) 
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38. Halle la masa de un sólido cilíndrico de altura h y radio a, suponiendo que la densidad en cada 
punto ( )zyxP ,,  es proporcional a la distancia entre el punto P y la base del sólido. 

Respuesta: 
2

π22aKh
 (k es la constante de proporcionalidad) 

 

39. Determine las coordenadas del centro de masa de un sólido de densidad constante que está 

acotado inferiormente por el plano xy, superiormente por el cono de ecuación 22 yxz +=  y 

lateralmente por el cilindro de ecuación 122 =+ yx . 

Respuesta: 
8
3,0 === MMM zyx  

 
40. Halle el momento de inercia con respecto a cada uno de los ejes de coordenadas del sólido 

definido por: 
22
axa

≤≤− ,   
22
byb

≤≤−   y 
22
czc

≤≤− , si este tiene densidad de masa δ 

constante. 
 

Respuesta: ( )22

12
cbabcI x +=

δ
, ( )22

12
caabcI y +=

δ
, ( )22

12
baabcI z +=

δ
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