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INTRODUCCION

La presente publicacién ha sido elaborada con el propésito de contribuir y facilitar el aprendizaje
de los distintos temas del calculo vectorial.

Al principio de cada capitulo se presenta un resumen de las definiciones, teoremas y propiedades
mas importantes que se requieren para la resolucion de los ejercicios y problemas. En la solucidn
de los problemas se ha tratado de utilizar un lenguaje sencillo, claro y preciso que facilite la
comprensidon de conceptos, propiedades y teoremas importantes, y que ademdas propicie la
adquisicion de las destrezas necesarias para realizar cdlculos con precisidn. Los ejercicios resueltos
han sido escogidos de tal forma que involucren los aspectos mas importantes de los temas a
estudiar en este curso. Se incluyen ademas ejercicios integradores de asignaturas previas que
permitan establecer relaciones entre ellas.

La seccion “Problemas propuestos” tiene por finalidad incentivar en el estudiante la revisién y
aplicacién de los conceptos estudiados y ademads, que adquiera destrezas técnicas y compruebe
por si mismo el progreso alcanzado.

El libro consta de seis capitulos, contiene 89 ejercicios resueltos y 224 ejercicios propuestos con
sus respuestas. Ademas se incluyen algunas graficas de regiones planas y superficies en el espacio
que son indispensables para visualizar de forma mas simple la resolucidn de algunos problemas.
Los contenidos que se desarrollan en cada uno de los seis capitulos se especifican a continuacion.

El capitulo 1 contiene un breve estudio de ecuaciones paramétricas. El capitulo 2 trata funciones
vectoriales y curvas en el espacio. Luego, en el capitulo 3 se estudian las integrales de linea con
algunas de sus aplicaciones. En los capitulos 4 se estudia el teorema de Green. El capitulo 5 trata
las integrales de superficie con algunas de sus aplicaciones. Finalmente, el capitulo 6 estudia el
teorema de Stokes y el teorema de Gauss.

Por ultimo, queremos expresar nuestro agradecimiento a los profesores y estudiantes que con sus
observaciones y sugerencias a la guia de Matemdtica V, contribuyeron a mejorar el material.

Nota: Las figuras en tres dimensiones fueron elaboradas con el software MAPLE 12, y las graficas
en dos dimensiones se hicieron con el software GEOGEBRA.
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ECUACIONES PARAMETRICAS

Definiciones, propiedades y teoremas importantes

Definicion 1.1: Si fy g son funciones continuas de t en un intervalo | , entonces las ecuaciones
x=1() v y=9(

se denominan ecuaciones parametricas y a t se le denomina parametro. Al variar t se obtiene un

punto de la forma (x, y)=(f ), g(t)) que cambia de posicién y describe una curva C en el plano

llamada curva paramétrica.

Teorema 1.1: Si la curva C estd dada por las ecuaciones paramétricas X=f(t) y y=g(t),

entonces la pendiente de Cen (x,y) es

dy
dy_H . dx
&—& si aiO
dt
Y ademas,
il o
d?y  dildx
G dx

dt

Definicién 1.2: Una curva C representada por X=f(t) y y=g(t) enun intervalo | se denomina

suave si las funciones f " y g" son continuas en | y no simultaneamente nulas, excepto quizas en los
puntos terminales. La curva es suave a trozos, si existe alguna particion del intervalo en la cual la
curva es suave en todo subintervalo de dicha particion.

Teorema 1.2: Sea C la grafica de una ecuacién de la forma y=F(X)>0, si C es una curva suave
dada por las ecuaciones paramétricas X=f(t) y y=g(t) y C no se corta a si misma, excepto
quizas en los puntos terminales, cuando t crece de @ hasta f entonces el drea bajo la curva esta
dada por
B )
A= g(t) f"t)dt si(f(a),g(a)) esta en el extremo izquierdo.

a

Teorema 1.2: Si la curva C estd dada por las ecuaciones paramétricas X=f(t) y y=g(t),
a <t< B, donde fy g'son continuas en [a,ﬂ] y C no se corta a si misma (excepto quizas en los
puntos terminales) cuando t aumenta de de « hasta £, la longitud de arco de Ces



il

dx
dt

o

dy
dt

2
K



Problemas resueltos

1. Dada la curva con ecuaciones paramétricas Yy =4sent y x=9cost, con 0<t<2x.
a) Halle los puntos de la curva donde la recta tangente es horizontal.

b) Halle los puntos de la curva donde la recta tangente es vertical.

c¢) Elimine el parametro t e identifique la ecuacidn cartesiana de la curva obtenida.

d) Plantee la integral que da la longitud de la curva.

Soluciodn:

a) y=4sent:>%:4cost x=9cost:>%=—95ent

Luego, ﬂ=—4005t; ﬂ=0:>cost=0 y sent=0=>t== 6 t:3—n
dx 9sent = dx 2 2

Los puntos de la curva donde la recta tangente es horizontal son: P, (0,4)y P, (0,-4).

d
b) d—y—>oo si sent=0 y costz0—=>t=n 0 t=2=n
X

d . .
Los puntos de la curva donde d_y no existe, y por lo tanto la recta tangente es vertical son:

,(0,0)y P (-9.,0). '

vl

c) Observe que %zsent y g:cost,

y2 2

X
luego — + — =1, la cual corresponde a la
16 81

ecuacion de una elipse de centro el origen,
que interseca al eje x en los puntos de
coordenadas P;(9,0) y P,(-9,0) e
interseca al eje y en los puntos de
coordenadas P, (0,4) y P, (O, - 4),
mostrada en la figura.

T

2
d) L=4 I\/815en2t+16cosztdt
0

2. Dada la curva con ecuaciones paramétricas Y =bsent y x=acost, con 0<t<2x.
a) Halle los puntos de la curva donde la recta tangente es horizontal.

b) Halle los puntos de la curva donde la recta tangente es vertical.

¢) Elimine el parametro t e identifique la ecuacidn cartesiana de la curva obtenida.



Solucion:

a) y=bsent:>%=bcost x=acost:>%:—asent
Luego, ﬂ:—bCOSt; ﬂ:O:cost:O y sent;zr:0:>t=E 0] t=3—Jt
dx asent  dx 2 2

Los puntos de la curva donde la recta tangente es horizontal son: P, (0,b) y P, (0,-b).

dy .
b) d——)oo si sent=0 y costx0=t=m 0 t=2=n
X

Los puntos de la curva donde la recta tangente es vertical son: P3(a,0)y P4 (~a,0).

2 2

X X .,
c) Observe que % =sent y —=cost, luego y—+—2:1, la cual corresponde a la ecuacion de
a a

b2
una elipse de centro el origen, que interseca al eje x en los puntos de coordenadas P3 (a,O) y
P, (—a,0) e interseca al eje y en los puntos de coordenadas P; (O,b) y P, (0,-Db).

3. Sea Cla curva de ecuaciones paramétricas
x=t3+4t y= 6t

a) Halle, si es posible, los puntos de la curva C donde la recta tangente es paralela a la recta L de
. Tt
ecuaciones X = 5 y=6t-10.

b) Estudie la concavidad de la curva.
Solucion:
a) yzetzz%zlzt v x=t3+4t:%=3t2+4

Luego, la pendiente de la recta tangente a la curva C en un punto P(X(to), y(to )) es:

dy

m:ﬁzlzﬁ
% 3t0 +4
dt

. . Tt . .
Para hallar la pendiente de la recta de ecuaciones X = 5 y =6t -10, se elimina el pardmetro t

como sigue:

_ﬁ 2X 12

X= =>t=——,dedonde y=6 —2 -10=-—x-10
2 7 7 7

10



12
Por lo tanto la pendiente de la recta L es: —7.

Ambas rectas son paralelas si:

12t —7++/49— —7+
0 =—E©7to=—3tg—4<:>3t§+7t0+4=0:>t0= LES Ll 48: [T

2 +4 7 6 6

4
=tg=—— 0 tyg=-1.
0 3 0

. 4 43 4\ 208 N2 32
Si t=—— entonces X=|-——| +4——|=——F vy y=6——=| =—
3 3 3 27 3) 3

Si t=-1 entonces X=(—1)3+4(—1)=—5 y y=6(—1)2=6

Por lo tanto, la recta tangente a la curva C en los puntos Pl(—5,6) y P, [_%3%) es paralela a
larecta L.

d 2y
b) Para estudiar la concavidad de la curva se debe calcular —

dx

dt
2 2
y 2 2] d?y 2 2
Como — >0 para te(——,— y ——<0 para te| —o,—— |U| —,+o |, la curva es
dx? J3'43 dx? J3 J3

2
V3

2
concava hacia arriba  para te(—ﬁ, J y es cbncava hacia abajo i

-5

2
4. Dada la curva C de ecuaciones paramétricas: {

-2 . .

3 . Determine, si existe, el punto de C,
y=t" +t

donde su recta tangente es perpendicular a la recta L de ecuacién Yy + \/5 x+3=0.

Solucion:

La pendiente de larectalLes m =—\/§.

En un punto cualquiera de la curva C se tiene que:

11



x=t2 2 o y:t3+t:>ﬂ=3t2 +1
dt dt

Luego, la pendiente de la recta tangente en un punto de la curva C de coordenadas (x(t), y(t)) es

dy
dy dr 3t%+1
dx dx 2t
dt

La recta tangente es perpendicular alarectal siysdlo si

2
dy_1 3"+1_ 1 /@2 _oiJ3-0
dx /3 2t V3

Como la ecuacion anterior no tiene raices reales, se concluye que en ningin punto de la curva Cla
recta tangente es perpendicular a la recta L.

5. Si las ecuaciones paramétricas X =cost, y=C0S2t dan la posicién de un punto P(X,Y)al

. . o . ) T T .
tiempo t, describa el movimiento del punto durante el intervalo de tiempo Z <t< E . Justifique su

respuesta.

Solucion:

x=cost:>%=—sent y y:c052t:>d—y:—23en2t.

dx
Para %S t Sg se tiene que Py =-sent <0, luego, el punto P se desplaza hacia la izquierda.

.m T . i d .
Por otra parte, si ZStSE se tiene que E <2t<m, luego —y=—25en 2t <0, en consecuencia,

el punto P se desplaza hacia abajo.
J2
Por lo tanto, el punto P parte de (70 y baja hacia

la izquierda hasta llegar al punto (0,—1), como se
muestra en la figura.

6. Sea C la curva de ecuaciones paramétricas:

12



X=t y=Int  cont>0

a) Halle, si es posible, los puntos de la curva donde la recta tangente es horizontal y donde la recta
tangente es vertical.

b) Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva cuando t =1.

c) Halle la ecuacién de C en coordenadas cartesianas.

Solucion:
dy 1 dx
a =lht=> =2==C X=t= —=1
) y dt 1 7 dt
Luego
dy 1
dt _t_1
m:—:—:—,
% 11 parat=0
dt

En ningln punto de la curva la recta tangente es horizontal y en ningln punto de la curva la recta
tangente es vertical.

b)Si t=1, se tiene que:
Luego,
La ecuacion de la recta tangente cuando t =1 es:

y=x-1

c) y=Int=eY =t

Luego,

x=eY 6 y=Inx, x>0

7. Sea Cla curva de ecuaciones paramétricas:
t2-1
t? +1

x=m&2+ﬂ y

a) Halle, si es posible, los puntos de la curva donde la recta tangente es horizontal y donde la recta
tangente es vertical.

b) Determine la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la curva cuando t=1

¢) Halle la ecuacién de C en coordenadas cartesianas.

Solucion:

13



dx

a) x:ln(t2 +1):>

dt

Luego,

m

2t
t2 +1

dy
:ﬂ:

dx

dt

_ﬂ—ngX:W+4h—2&2—ﬂ: 4
—tz +1 dt (t2 +1)2 (t2 +1)2
4t
2
(tz ;tl) = 2.1 parat=0
t2 41

En ningun punto de la curva la recta tangente es horizontal y en ningun punto de la curva la recta

tangente es vertical.
b) Si t=1, se tiene que:

Luego,

x=In2,

y=0

La ecuacidn de la recta tangente cuando t =1 es:

y m=1

y=Xx-In2

La ecuacién de la normal tangente cuando t =1 es:

c)

Luego,

O también

y=—(x—In

2)

x:ln(t2 +1):>ex —t2 +1>t? =X -1

t2o1 eX-2
t2+1 ¥
y=1-2e"*

8. Halle una ecuacién paramétrica de la recta de ecuacién 2y + x—3=0.

Solucion:

Sea y =t, entonces X=3—2t. Luego, unas ecuaciones paramétricas de la recta son:

y=t,

X=3-2t con teR

9. Halle una ecuacion paramétrica de la circunferencia de ecuacion (X + 5)2 +(y - 3)2 =36.

Solucion:

14



Observe que si se realiza el cambio

Xx+5=6cost y Yy-3=6sent
Se satisfacen la ecuacion:

(x+5)% +(y—3)? =36c0s° t + 365en’t =36
En consecuencia, unas ecuaciones paramétricas de la circunferencia son:

x=-5+6cost, y=3+6sent con 0<t<2=n

10. Halle una ecuacion paramétrica de la parabola de ecuacion y = (X —1)2 +3.

Solucion:

Sea X=t, entonces y= (t —1)2 + 3. Luego, unas ecuaciones paramétricas de la pardbola son:

X=t, y=(t—1)2+3 con teR

2
-1
11. Halle una ecuacion paramétrica de la hipérbola de ecuacion x2 (y 2 ) =1.
Solucion:
Observe que para x>1
-1
x=cosht vy yTzsenht éPor qué debe ser x>17?

Satisfacen la ecuacién:

X< — —cosh?t —senh?t =1

2 (y-1)?
4

-1
Para x<-1, basta considerar x=—cosht y yTzsenht

En consecuencia, unas ecuaciones paramétricas de la hipérbola son:

Para x>1: x=cosht, y=1+senht con teR

Para x<-1: x=cosht, y=1+senht con teR

(x +1)? +(y+2)2 )
9

12. Halle una ecuaciéon paramétrica de la elipse de ecuacién

Solucion:
Observe que

15



X+1 +2
——=cost y ——=sent
2 3
Satisfacen la ecuacién:

(x+1)? N (y+2)2
4

=c052t+sen2t=1

En consecuencia, unas ecuaciones paramétricas de la circunferencia son:

x=-1+2cost, y=—-2+3sent con 0<t<2xn

13. Parametrice la curva C de ecuacion (2y + X)2 = —4y(2—x)-4(x+1).

Solucion:

(2y+x)? =-4y(2—x)—4(x +1) = 4y? + 4yx+x2 =8y + 4yx—4x—4 =
:>4y2+x2 =-8y-4x-4= 4y2+8y+x2+4x+4:0:> 4(y2+2y+1)+x2+4x+4:4

2
= 4y +1)% +(x+2)? =4 = (y+1Y +@:1

Observe que se obtiene la ecuacion de una elipse, y
X+2
> =cost y y+l=sent

satisfacen la ecuacién:

2
(x+2) +(y+1)? =cos? t+sen’t =1

En consecuencia, unas ecuaciones paramétricas de la curva C son:

x=-2+2cost, y=-1+sent con 0<t<2=n

14. Bosqueje la gréfica del movimiento de una particula que se desplaza sobre la curva cuyas

ecuaciones paramétricas son X =1+ el y Yy =t2 .
Solucion:

Observe que

16



2 2t _
dX2 % et e2t
dt

Sit=0 entonces x=2y y=0,y sit=1entonces x=1+ey y=1,

Luego, la particula se desplaza hacia abajo para
te(—oo,O) y luego se desplaza hacia arriba para

te(0,+).

La curva tiene concavidad hacia arriba para t e (—o0,1)
y concavidad hacia abajo para t e (1,+ oo).

15. Una cicloide es la curva que traza un punto P en el borde de una rueda de radio a cuando ésta
gira a lo largo de una recta, sin resbalar. Se puede demostrar que las ecuaciones paramétricas de
la cicloide son X=a,Y=adonde 0 es la medida en radianes del angulo en el sentido de las
manecillas del reloj que ha girado el segmento que une el punto P y el centro de la rueda desde su
posicion vertical.

a) Determine la longitud de un arco de cicloide con a=1.
b) Determine el drea de la region comprendida entre un arco de cicloide y el eje x con a=1.

Solucion:

a) ﬁzl—cosay ﬂzsene
do

Luego,

2 2
(dxj + (ﬂj = (1-cos6)? +sen20=4sen2(§j

do do

En consecuencia,

2 2
szﬁ 4sen Z(Q]dG:ZJ”
o\ 2 0

2
sen (gj‘ do=2"7 sen (gj do= —4co{§j 27 _ _4(cosm - cos0)=8
0

17



2 — 27 2
b) A= fr(l—cose)w: | (1—cos0)?do =] (1—2cose+0052 e)de:
2
= J”[1—2cose+mjde=§e-Zsene+%senze 2% =3n
0

16. Sea C la curva interseccién de la superficie de ecuacion 4x% + y2 —2y+1=4 con el plano de
ecuacién Z =2Y . Parametrice la curva C.

Solucion:

Observe que

4x% +y? —2y+1=4=4x% +(y-1)> =4=x2 +

2
2 (y_l) =1
4

Luego, la curva C puede ser parametrizada como:

x=cost, y=1+2sent, z=2+4sent, con 0<t<2n

18



Problemas propuestos

En los problemas del 1 al 6 elimine el pardmetro y obtenga una relacién entre xy y.

2

1. x=s-1, y=s 2.x=3c0s0, y=2send 3. x=3sect, y=2tant

S

4.x:t2+2t+3,y=t2+t—1 5.x=e%, y=e_ 6. x=Int, y=e2t

x* y2 x* y2 2 2
Respuestas: 1)y:(x+1)2 2) E+7=1 3) ?_721 4) X“=2xy+y°—-7x+6y+11=0 5) xy=1
6) x=In(Iny)—In2
2
d d
En los problemas del 7 al 12 calcule gy —y.
dx dx?
7. x=3t-2, y=4-5t 8.x=t%+1, y:t3+2t 9. x=4sen@d, y=2cosl
10. x=t2—2, y=3e2t 11. x=2%en@, y=sen20 12. x=e° y=e>
2 2 2 2 2
Respuestas:7)ﬂ:—§,u: 8)y=ﬁ,u:3t —2 S)Q:—ltanﬁ,d—yz—lseée
dx 3 dx2 dx 2t dx2 4t3 dx 2 dx2 8

dy 3e®  d?y 3e%(2t-1) 1y 9y _ c0s20 d?y cos20send-2cos)sen20 o by _et-e
dx t " oax?  2® dx cosd " gx? 2c0s%0 dx  2e%

dzy_l 3_e28
dx?  4( e

En los problemas del 13 al 18 halle la ecuacion de la recta tangente y la ecuacion de la recta
normal en el punto correspondiente al valor del pardmetro dado

10)

13. x=t2 +1, y=t3+2t, t=-2 14.x=e%, y=t?+2, t=1

V4 2 3 1
15. x=4c0sfd, y=2send, 6?:E 16. x=4s“ +2s, y=4s~, s:E
17.x=e%, y=eS+e7°, 5=0 1&x=2um39,y:2wﬁ%,9=%

Respuestas: 13) Tangente: 2y +7X—11=0; Normal: 7y —2x+94=0 14) Tangente: ezy—x—2e2 =0;
. 2y _a_ab _ . \/_ - . \/_ _ \/__
Normal: y+e“x—3-e" =0 15) Tangente: 2Y++/3X—8=0; Normal: v3y—-2Xx+3v3 =0

9
16) Tangente: 2y —X+1=0; Normal: y+2x—Z:0 17) Tangente: Y —2=0; Normal: X—1=0

18) Tangente: y+x—«/§ =0;Normal: y—x=0

En los problemas del 19 al 24 encuentre los valores del pardmetro en los cuales x y y son
crecientes y en los que son decrecientes.

19. x=3t—-2, y=4-5t, teR 20.x=t2 +1, y=t3+2t, teR
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21. x=4send, y=2c0s0, —r<O<rx 22.x=t2—2,y=3e2t

S

23. x=2c0s0, y=sen20, —%<¢9<7r 24. x=e2,y=eS+e7%,scR

Respuestas: 19) x crece para todo t, y decrece para todo t 20) x crece para t >0 vy decrece para t <0 ; y crece para todo t

T T /a T
21) x crece paratodo 0 € (—E,EJ y decrece para 0 € (—n , —Ej ypara 8 € [E , ﬂj ,y crece para Oe (—7[,0) y decrece para
fe (0,7[)

Vs
22) x crece para t >0 ydecrece para t <0 ;y crece paratodo t 23) x crecepara 0 € (—E,Oj y decrece para 0 € (O,ﬂ');

0c T 0c 3n i g 0 T T 0c n 3n 24)
crece para —, ara -, ; ecrece para ——, ara —, X crece para
y p 4’2 yp 4 y p 2 4 yp 2' 4 p

todos; y crece para S > 0 y decrece para $<0

En los problemas del 25 al 30 encuentre los valores del parametro en los cuales la curva es
concava hacia arriba y en los que es céncava hacia abajo.

25 x=3t-2, y=4-5t , teR 26.x=t2+1, y=t3+2t, tl0,v2)
27. x=4sen, y=2cos0, —%<e<% 28. x=t2 -2, y=3% , te(—,0)
29. x=2c0s0, y=6, 0<0<n 30. x=e%, y=e®+e7°,seR

2 2
Respuestas: 25) la curva es una recta 26) céncava hacia abajo para te [0,\/;] y céncava hacia arriba parat € {\/; , \/E]

T T T
27) concava hacia abajo para 0 € (—— —j 28) siempre es concava hacia abajo 29) céncava hacia arriba para 0 € (O , E j y

4’4
T In3
céncava hacia abajo para € € E W T 30) siempre es concava hacia arriba para S€| — 00,7 y céncava hacia abajo para
(InS j
Se| —,4o
2
En los problemas del 31 al 34 halle la longitud del arco dado.
31. x=3co0s#, y=3send, 0<0<2rn 32. x=¢' cost, y=etsent, 0<t<4

1.0 1 3 2
33. x=_t ,y=§(6t+9)2,0£t£4 34. x=t, y=v36-t°, 0<t<3

Respuestas: 31) 61 32) \/E(e“ —1) 33)20 34) 7
En los problemas del 35 al 38 halle el drea de la regién comprendida entre el arco dado y el eje x.

35.x:3tz, y=2t3,Ost£1 36.x:eZt, y=e_t,OstsIn4
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37. x=3sent, y=cost, Ostsg 38. x=t, y=v4-t2,0<t<2

Respuestas: 35) % 36)6 37) 37” 38) T

En los problemas del 39 al 42 halle los puntos de la curva donde la recta tangente es horizontal, y
los puntos donde es vertical.

39. y=2sent, x=2cost, 0<t<2n 40. y=ZSen3t, x=2cos’t, 0<t<2n

a1 y=t? -1, x=t> -t 42.x=t+%, y=t+1, 0<t

Respuestas: 39) horizontal: Pl(O, 2), PZ(O,—Z) ; vertical: P3(2, 0), P4(—2, 0) 40) horizontal: no hay puntos; vertical:

P(0,2), P,(0,-2), P3(2 0), Py(-2, 0) 41) vertical: P{—%, -%J P{%, -%J; horizontal: P3(0, —1)

42) horizontal: no hay puntos ; vertical: P(2, 2)

En los problemas del 43 al 48 halle una ecuacién paramétrica de las ecuaciones cartesianas dadas.

43. 2x+3y—11=0 a4, (x-3)% +(y-2)° =16 a5s. Y 4
y (x-3)"+(y-2) TR
2 2 2 2 2 2
PP ) VA PR S as, 0 -2
25 49 12 9 9 16

11-2t

Respuestas: 43) X=t, y= 44) X =3+4cos@, y=2+4send 45) x=5c0s@, y=7send

46) Xx=4+5c0s0, y=-3+7send 47) x=2\/§cosh9, y=3senht 48) y=2+4coshd , x=-1+3senhd

En los problemas 49 al 52 parametrice la curva C.

49. C es la curva de interseccion del cilindro de ecuacién (X—3)2 +(y+1)2 =9 con el plano de
ecuacion z=4.

50. C es la curva de interseccion del cilindro de ecuacion (X+2)2 +(y—1)2 =4 con el plano de
ecuacién z=3y.

51. C es la curva de interseccién del cilindro de ecuacion X2 +22 =16 con el plano de ecuacion

X=Y.
. y o o y-2f
52. C es la curva de interseccién de la superficie cilindrica de ecuacién T+Z =1 con el

plano de ecuacion x=2z.
Respuestas: 49) X=3+3c0s@, y=-1+3send, z=4 50)x=-2+2c0sf, y=1+2send , z=3+6send

51) X=4c0s@, z=4send , y=4cos@d 52) y=2+3cosd, z=senf, x=2send
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FUNCIONES VECTORIALES Y CURVAS EN EL ESPACIO

Definiciones, propiedades y teoremas importantes

Definicién 2.1: Una funcién vectorial T de variable real sobre un dominio D — Res una regla que a
todo numero real t contenido en D le asigna un unico vector del espacio denotado por F(t). Si

F(t) es un vector de R®, y f(t), g(t) y h(t) son las componentes del vector?(t), entonces f,gyh

son funciones reales de variable real lamadas funciones componentes de 7 y se escribe

F(t)=(f (1), g(t), h(t))= f )i + g(t) ] + h(t)k

El dominio de la funcién 7 es la interseccién de los dominios de las funciones f, g y h.

Teorema 2.1: 5i F(t)=(f (t), g(t), h(t))= f ©)i + g(t) j + h()k entonces

lim F(t) =(Iim f(t), lim g(t), lim h(t)) :(Iim f(t))i+(lim g(t)j]+(lim h(t))E
t—a t—a t—a t—a t—a t—a t—a

siempre que existan los limites de sus funciones componentes.

Teorema 2.2: Una funcidn vectorial I es continua en a siy sélo si las funciones componentes f, g y
h son continuas en a.

Definicién 2.2: Dada una funcién vectorial I definida F(t):(f(t),g(t),h(t)). Si las funciones
componentes f, g y h son continuas en un intervalo |. Entonces el conjunto C de los puntos del
espacio, (X, y,z) , dondex=f(t), y=g(t) y z=h(t) con t variando en |, se llama curva en el
espacio. Las ecuaciones

x=1(t), y=9(t) y z=h(t)
representan una parametrizacién de la curva, a t se le llama parametro.

Definicién 2.3: La derivada T de una funcién vectorial T es la funcién vectorial definida por

-, rort+h)—r(t
r (t) :ﬂ: lim u
dt hoa

si el limite existe.

Teorema 2.3: Si F(t)=(f(t),g(t),h(t)) y las funciones componentes f, g y h son derivables
entonces
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Ft)=(f'©), g0, h®)=f©i+ge)]+hok

El vector F'(t) se llama vector tangente a la curva C definida por I en el punto P siempre que F'(t)
%+

existay F(t) 0.

—

r(t)

Definicidn 2.4: El vector T(t)z— se denomina vector tangente unitario.

|Fol

Teorema 2.4: Sean U y W dos funciones vectoriales derivables en un dominio Dc R, sea a un
escalar y sea f una funcién real de una variable derivable. Entonces

. % ;(t) + Vv(t)]: ) +w )

. % :aa(t)]: au ()

. % f (t)G(t)]: fr@)u) + f (U )

. % :G(t) : Qv'(t)]: ') -w(t) + u(t) - w )

. % :G(t) x Vv(t)]: U () xW(t) + U(t) x W (t)

Slirolitorro
Definicién 2.5: Si F(t)=(f (t), g(t), h(t))= f (t)i +g(t) j +h(t)k entonces

! F) dt:@ £(t) dt,i a(t) dt,z h(t) dtj :(T f(t)dt)i+@ g () dtj]+@ h(t) dth

a

Teorema 2.5: Sea una curva C una curva dada por F(t):(f (1), g(t), h(t)): f(t)i + g(t)i + h(t)E ,la
cual es recorrida una sola vez cuando t varia de a a b. Entonces la longitud L de arco es

b by~
L=i [ OF + [y OF +IvoF =7 oot
a a
Definicion 2.6: Sea una curva C suave una curva descrita por

F(t)=(f(t), g(t), h(t))= f (1)i + g(t) j + h(t)k con a<t<b

y al menos una de las funciones f, g o h es uno a uno sobre (a,b). Se define la funcién longitud de
arco s como
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t) -
=17 o Hdu

Luego, S(t) es la longitud de la parte de C entre F(a) y F(t) .

Teorema 2.6: La variacion de la longitud de arco es igual a la magnitud de r’(t), es decir,

w17l

Definicion 2.7: Dado T (t) el vector tangente unitario a una curva C, la curvatura k de la curva se
dT

define como k=||—
ds

Teorema 2.7: La curvatura de la curva descrita por F(t)z (f (1), g(t), h(t))= f(t)i + g(t)] + h(t)E es
[Fo] _|ro-ro]

k(=" =
Iro) H F’(t)“3

Definicién 2.8: Sea C curva descrita por F(t):(f(t),g(t),h(t))z f(t)i+g(t)]+h(t)ﬁ el vector
normal unitario N(t) es N(t):T_(t)

[Pl
Definicion 2.9: Si f(t) y N(t) son los vectores tangente unitario y normal unitario a una curva C. El
vector E(t) ='F(t) X N(t) , se llama vector binormal y es perpendicular a los vectores 'T:(t) y N(t) .

Definicion 2.10: El plano determinado por los vectores normal y binormal en un punto P sobre una
curva C se llama plano normal de Cen P.

Definicion 2.11: El plano determinado por los vectores tangente unitario y normal en un punto P
sobre una curva C se llama plano osculador de Cen P.
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Problemas resueltos

1. Sea Cla curva descrita por F(t):( t—1,e%, Int)
a) Determine el domino de T .

b) Determine. lim r(t).
to1t
¢) ¢Para cudles valores de t es la funcién vectorial ' continua?

d) Halle r'(t).
Solucion:

a) Las funciones componentes definidas por f(t) =+t-1y h(t)= vInt son las que nos restringen
a la variable t. El dominio para cada una de ellas es:

Dom, ={teR/t>1} Y Dom, ={teR/ t>1}.
Por tanto:
Dom ,={teR/ t>1}
b) limr(t)=(0,e2,0)

t—1"

c) Las tres funciones componentes son continuas en su dominio, por tanto la funcién [ es
continua en su dominio.

Gk (2\/_ e \/1_]

2. Sea C la curva descrita por F(t)=(2,cos2t, sen2t), determine la longitud L de arco de C para
0<t<m.

Solucion:

L=TJy(-2sen2t)? +(2cos2t) dt= [+/adt=2t 1 =27
0

0
3. Sea Cla curva descrita por (t)= 2ti +(8—t2)], —-2<t<2.

a) Grafique la curva C e indique su orientacion.
b) Grafique, en el mismo grafico de la parte a), los vectores ?(— 2) y F(E)

Solucion:
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De la ecuacion dada se obtiene que unas ecuaciones 1
paramétricas de la curva Cson '

x=2t y y=8-t?

Si despeja t de la ecuacién x =2t y el valor obtenido

. ., 2 .
se sustituye en la ecuacién y=8-t°, se obtiene la

2
L, X .
ecuacioén y:8—7, cuya grafica se muestra en la

e #

figura.

4. Demuestre que la curva C descrita por r(t):tcosti+2tsent]+2tﬁ, t >0 estd contenida en

el cono de ecuacién z = \/4X2 + y2 . Realice un bosquejo de la curva C e indique la orientacién de
la misma a medida que t crece.

Solucion:

Unas ecuaciones paramétricas de la curva C son: x=tcost,
y=2tsent, z=2t,con t>0.

Luego, al sustituir los valoresde x y yen \/4X2 + y2 resulta,

Jax? +y? =Jat? cos?t + 4t?sen’t =/4t? = t=2t=z

Es decir, los valores de x, y y z satisfacen la ecuacién del cono, y
en consecuencia la curva C estad contenida en el cono, como se
muestra en la figura

5. Sea C la curva descrita por F(t):<tsent, tCOSt,t> , determine una ecuacidn paramétrica de la

T T
recta tangente a la curva C en el punto P(E,O,Ej .

Solucion:

F'(t)=(sent+tcost, cost —tsent,1) de manera que el vector tangente en el punto dado es

F'(%) = (1, —%, 1) y una ecuacion de la recta tangente es:
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x =2+t

2
y= —%t t € R, cuya grafica se muestra en la figura.
z=2 1t

2

3
6. Dado el vector de posicién r (t) = (sen (4t),cos(4t), 2t 2 J , de una particula en el tiempo t.

a) Halle el vector velocidad y el vector aceleracion.
b) Halle la rapidez de la particula.

c¢) Halle la ecuacidn de la recta tangente para t=1.

Solucion:

a) V(t)=r'(t) = [4cos(4t), — 4sen(4t), 3t2J y a)=r"(t)= (-16sen(4t), —16cos(4t), %}

b) H v(t) H = J16c0s? (4t) +16sen? (4t) + Ot = 16+ Ot

c) F(l) =(sen 4,cos4,2). Como el vector velocidad en \7(1) =(4cos4,—4sen4,3) es tangente a la

curva descrita por r(t) en el punto (sen4,cos4,2), las ecuaciones paramétricas de la recta
tangente son:

x =sen4 +(4cos 4)t

y=cos4—(4sen4)t teR
z2=2+3t

7. Halle la funcién 1 tal que r'(t) =(t.e' t2)y 7(0)=(0,-5.1).
Solucion:

2 3

F‘(t)z(t,et,tz):F(t)z(%+Cl,e‘+C2,%+C3]:> r0)=(C, ,1+C,,C,)
Como F(O) :(0,—5,1) se debe cumplir que
(C,,1+C,,C;)=(0,-5,1)

En consecuencia C, =0, C,=-6 y C;=1.
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Por lo tanto,

R t2 t3
rt)=|—,-6+e",1+—
2 3

8. Pruebe que si r (t) es el vector de posicidon de una curva C en R® con aceleracién nula entonces
C es una recta o un punto.

Solucion:

Sea r(t)=(f(t),g(t), h(t)) entonces at)=r"(t)=(f "(t),g" (t),h"(t)).
Si a(t) =0 se debe cumplirque f"(t)=0, g"({t)=0 y h'(t)=0. Integrando se obtiene:
f'®)=C., 9g'®=C; y h'()=Cs
Al integrar nuevamente, resulta:
f{t)=Cit+D;, gt)=C,ot+D, y h(t)=Cst+D;y
Si C;, G, y G3 no son todos nulos
r(t)=(Cyt+Dy,Cot+D,,Cst+Ds)
Es la ecuacion vectorial de una recta.

Si Cy, G, y G; son todos nulos

F(t):(Dlv Dy, D;)

Es un punto.
X = sen (2t)
9. Dada la curva C con ecuaciones paramétricas <y = t t>0
T
z =cos(2t)

a) Halle los vectores tangente unitario 'F(t) , hormal unitario N(t) y binormal g(t) en el punto

fo4o]

b) Halle la ecuacién de la recta tangente a la curva C en el punto P.
c) Determine las ecuaciones del plano normal y del plano osculador en el punto P.
d) Halle el angulo que forma el vector tangente unitario en P con el semieje positivo de z.

Solucion:
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a) Primero se determina el valor del pardmetro t para el cual se obtiene el punto P(l, % ,0 j

sen (2t) =1, 1=l y cos(2t)=0:>t=E
4 =z 4

Observe que C puede ser descrita por la funcién vectorial F(t)= (sen (2t), i cos(2t)j .
T

El vector tangente T '(t) es:
F(t)= (2 cos(2t), 1 2sen (2t)j
T
Y su magnitud viene dada por:

|7°(t)| = \/4c032 (2t)+ni2+4sen2(2t) = \/4+ni2

T(t)= ;1 [2 cos(2t), 1 2sen (2t)j

A T
+7
2

'
o

Por lo tanto, el vector tangente unitario T (t)= es el vector

=1

= 1 1
El vector tangente unitario en el punto P[l,%,o ) es el vector T (%) = —1(0, - = ZJ .
T

4+ —
12
El vector 'F'(t) viene dado por
T7(t) = ——1— (—4sen (2t), 0, — 4cos (21))
[4+i2
i
Y su magnitud es
=, 1 2 2 4
‘T (t)‘:—\/lﬁsen (2t) +16¢0s2 (2t) = ——
4+i2 4+i2
e b
L=y T
Luego, el vector normal unitario N (t)— ‘ — es el vector
T'0)|

—

N (t)=%(— asen (2t), 0, — 4cos (21))
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El vector normal unitario en el punto P(l,%,Oj es N(Ej =(-1,0,0).

I

Finalmente, el vector binormal g(t) en el punto P[l,%,Oj se obtiene mediante

§G]=TG}NGJ= %(o % —2j>< (-1,0,0)= %(0, 2, %j

44— 4+ —
TCZ 7[2

) 1 . . .,
b) El vector director de la recta tangente en el punto P(l'Z'Oj tiene la direccion del vector

F(Ej = (Ol , —2). Luego, la ecuacion de la recta es:
T

4
1 1 t

=—+A AeR 0 =—+— teR
y 4 Y 4
Z2=-21\ 7=-2t

¢) El plano normal es el plano determinado por los vectores normal y binormal, es decir, el vector
director del plano tiene la direccidn del vector tangente. Por lo tanto, la ecuacién del plano normal

en el punto P(l,%,O] es:

1
[x—l, y—z,z)(o,l,—Zn):O o 4y-8mnz=1
El plano osculador es el plano determinado por los vectores tangente y normal, es decir, el vector

director del plano tiene la direccién del vector binormal. Por lo tanto, la ecuacién del plano

osculador en el punto P(l,%,OJ es:

(x—l,y—%,zj-(O,Zn,l)zo 0 2z+4ny=m

d) Puesto que

—

f~E=‘THE‘cose

donde 0 es el angulo que forma el vector tangente unitario con el vector k el cual tiene la
direccion del semieje positivo de z, luego, al sustituir los valores conocidos, resulta
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;1(0,1,—2}(0,0,1) =c0s6 = 0 = arcco
I

En la figura se observa la curva, el plano normal y el plano
osculador.

10. Dada curva C descrita por F(t)=costi+sent]+t[€, 0<t<2n determine los puntos de la
curva donde el plano normal es ortogonal al plano nt de ecuacién x+z=-7.

Solucion:
El vector tangente F'(t) ala curva Ces:
r'(t)=(-sent, cost, 1)
El plano normal es el plano cuyo vector normal tiene la direccién del vector tangente.
Por otra parte, el vector normal del plano 1t es n= (1, 0,1).
Los dos planos serdn ortogonales si sus vectores normales son ortogonales, es decir, si

0< (-sent, cost,l)-(1,0,1)=0<:>—sent+1=0<:>sent=1:>t=g

=l
A
—_
~
=]
Il

L T
Para hallar el punto de la curva, debemos hallar r(?J

(3o

T
Por lo tanto, en el punto Q(O'l’ij de la curva el plano normal a la curva es ortogonal al plano

dado.

31



11. ¢En qué puntos de la curva descrita por F(t):t3i+3t]+t4E el plano normal es paralelo al
plano de ecuacién 3x+3y—4z=57?

Solucion:

El plano normal es el plano determinado por el vector normal y el vector binormal, es decir, el
vector director del plano tiene la direccion del vector tangente.

F'(t):3tzi+3]+4t3E
El vector normal al plano de ecuacién 3x+3y—4z =5 es ﬁ:3i+3]—4ﬁ.

Ambos planos son paralelos para aquellos valores de t para los cuales existe un nimero a tal que
r ) :(x(3,3,— 4), es decir, si

3t2 = 3a
3=3a
43 = —4a

De donde se obtiene que a =1, t2 =1 y t3 = —1, por lo tanto, el sistema anterior tiene como
Unica solucién t=-1.

En consecuencia, el punto de la curva descrita por F(t) :t3i+3t]+t4E en el cual el plano normal
es paralelo al plano de ecuacién 3x+3y—4z =5 es el punto P(—l, -3, 1).

12. Sea curva C descrita por F(t)= (t2 +2,t% -4, 2t) .

a) ¢Es la curvatura de C constante?
b) Halle la curvatura cuando t=1
c) Determine la curvatura en el punto P(2,0,0).

Solucion:

a) El vector tangente es el vector:
r(t)=(2t,2t—4,2)
Y su magnitud viene dada por:

F(t)] =/4t% + (2t —4)? + 4 =\J8t* —8t+ 20 =2\/2t% — 4t + 5

Y el vector F"(t) es el vector
r'6)=(2,2,0)
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FOXI O =4i+4j+8k = |FOxr70)|-V16+16+64 - 4/5

ORI
Al aplicar la definicion k(t) = ————3 - Seobtiene,
r’t)‘
| 4/6]
k(t)=

8(2t? —at+5):

Dado que la curvatura K(t) depende del pardmetro t, no es constante, es decir, varia en cada
punto de la curva.

.y 0. 46\

3
8(2-4+5)2

¢) Para calcular la curvatura en el punto P(2,0, O) se debe determinar primero el valor del
pardmetro t, para ello se debe resolver el sistema de ecuaciones:

t? +2=2
t? —4t=0
2t=0

Cuya solucidn es t=0. Por lo tanto, la curvatura en el punto P(2, 0, O) es:

13. Sea C la curva interseccién de la superficie de ecuacion 4x2+y2—2y+1=4 con el plano de
ecuacion z =2y.

a) Parametrice la curva C.

. . 1
b) Determine los puntos de la curva donde la curvatura es igual a 20

Solucion:

a) La curva C puede ser parametrizada por (ejercicio 16 resuelto del capitulo 1)

x=cost, y=1+2sent, z=2+4sent, con 0<t<2xn

Y puede ser descrita por F(t)z (cost, 1+2sent, 2+4sent) .
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El vector tangente es el vector:
F'(t)=(-sent, 2cost, 4cost)
Y su magnitud viene dada por:

[F(t)| —senZt+4cos? t+16cos2 t =+'sen?t+20cos? t =y1+19c0s? t

Y el vector r"" ) es el vector

r'"¢) = (—cost,—2sent,—4sent)

FOXT ) =—4]+2k = ‘F'(t)x?"(t)‘zm

FOxr )|
Al aplicar la definicion k(t) = ———-Se obtiene,
‘ r't)‘
V20|
k(t)= 5

1+19cos’t )2
( )

3

_1 = (1+190052 t)z =20/20 =

/0]

3
(1+19cosztﬁ
(1+19c0s” 1]’ =8000=>1+19c0s? t = 20
—19c0s’t =19=cor’t=1=>cost=1 6 cost=—-1=t=0 6 t=n=n

k(t) :i:

Los puntos de la curva donde la curvatura es igual a 2—10 son: R(1L,12)y P(-112).

14. a) Halle la ecuacién del plano que contiene a las rectas L, y L, de ecuaciones 2 =y=z+1y

X+1
—=y=z-2.
-2 y

b) Dada la curva C descrita por F(t)=3t? i+1—36t3 ]+(1+ 2t)E, determine los puntos de la curva
donde el vector tangente es ortogonal al plano i obtenido en a).
Solucion:

a) Observe que ambas rectas son paralelas con vector director V = (— 2,1, 1). Para hallar el vector
normal al plano se requiere de otro vector que esté contenido en el plano, para ello tomemos un
punto en cada recta. Por ejemplo A(l,O,—l)e Ly B(—l,O,Z)e L,, el vector AB:(— 2,0,3) y

34



-

el vector \7=(—2,1,1) determinan el plano buscado. Por lo tanto, el vector n=vxAB es
ortogonal al plano.

i K
Nn=vxAB=|-2 1 1|=3i+4j+2k
2 0 3

La ecuacién del plano que contiene a las rectas de L, y L, es
(x-1,y,2+1)-(3,4,2)=0
3X+4y+2z-1=0

b) El vector tangente F'(t) alacurvaCes:

F(t)=(6t,16t2,2)
El vector tangente es ortogonal al plano mt si F'(t) es paralelo al vector director del plano.
Luego,

F’(t)=(6t,16t2,2)= (3’4’2)3t:%

\
(DECEY

3 2
Por lo tanto, en el punto Q[ZEZJ de la curva el vector tangente es ortogonal al plano m

N |-

Para hallar el punto de la curva, se debe hallar F(

obtenido en a).

15. La curva de ecuacién y=x?-2x+1 en el punto de coordenadas (X,,y,) tiene curvatura
k=2, halla Xq.

Solucion:

Se sabe que para el caso de una curva plana

v ()]
k(x)=———

[1+ (y'(x))z}2
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y=x2-2x+1=y (X)=2x-2=Yy (X)=2

Se tiene entonces que

2 3
k(X,) = 2] . =2:>[1+(2x0—2)2F:1:1+(2x0—2)2:1:(2x0—2)2=o
1+(2x, —2)2F

(2%, —2)* =0=2x, -2=0=>x, =1

16. Suponga que una particula sigue la trayectoria dada por r(t) :(cost,et ,eft) hasta que sale
por la tangente para t =1, éddnde estara la particulaen t=57?

Solucion:

F(l) :(cosl,e,lj
e

- B - 1
r '(t)=(—sent,et ,—e t): r ‘(1)=(—sen1,e,——}
e
Luego, unas ecuaciones paramétricas de la recta tangente en t=1 son

X =c0sl— Asenl

y=e+eki , AeR
1 A

I==—"—-—
e e

Observe que cuando A =0 se obtiene F(l), luego para hallar la posicidn de la particula en t=5
se debe hacer A =4.

, , 3
Por lo tanto, en t =5 la particula estara en el punto (Cosl—4sen 1,5e ,——j.
e

17. Dada la funcion vectorial definida por f = (t2 , Int,Zt)

a) Determine el dominio de la funcién f .

—

b) Halle la longitud de arco de la parte de la curva descrita por f desde el punto P(1,0,2) hasta

el punto Q(62 ,1,26).
c¢) Halle la ecuacion de la recta tangente ala curva Cen el punto P.

—

d) Determine la curvatura de la curva descrita por f enelpunto P(1,0,2).
e) Halle la ecuacion del plano osculador en el punto P(1,0,2).
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Solucion:

a) Dom- =(0,+)

b) Primero hay que determinar el valor del pardmetro t para el cual se obtiene el punto P(l, 0,2)
t2=1 Int=0 y 2t=2=t=1
En forma andloga, se obtiene que para t=¢e se obtiene el punto Q(82 1, Ze).

El vector tangente ?(t) es:

?’(t):(Zt,%, 2}

Se tiene entonces que:

e _.I e 1 2
Le = [F (t)”dtzj 2+ |dt=e
1 1

c) El vector director de la recta tangente en el punto P(1,0,2) tiene la direccién del vector

?'(1)= (2,1,2). Luego, la ecuacién de la recta tangente es:

X=1+ 2\
y=L , LeR
1=2+4+2A
d) Se sabe que
oo
k(t):ﬁ
e
Y
?’(t):(znl, 2]: ?"(t):[z,—i, oj
t t2

Luego, en t =1, se tiene que:

f0)=(2,12), T 1)=(2,-10),

[ - vartra=s

— —

f@Wxf 0)=(2,12)x(2,-1,0)= (2,4,-4),

?’(1)&"@)” — J4+16+16=6

Por lo tanto
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k(l):%:

N

e) El plano osculador es el plano determinado por el vector tangente unitario y el vector normal,
es decir, el vector director del plano tiene la direccion del vector binormal.

-, B 1 -, B 1
i (t)—[Zt,E,ZJ :>Hf (tﬂ_zut

Luego,

- t 1
T(t)= 2t,=,2
) 2t2+1( t j

—, 4t 4t 2—4t? 1 )
- o , - 4t 2—
"o @241 (e2+1f (22 4] ] (2t2 +1f b a2

Hf'(t)ﬂ =;2\/16t2 +16t% +4-16t +16t* = ;2\/1&2 +4+16t"

(22 +1) (22 +1)

En consecuencia,
1

V16t2 +4+16t%

N (t)= (at,—at,2-at2)

En el punto P(l, 0, 2) se tiene que:

?(1):%(2’1,2) y N(1)=%(4,—4,_2 )
Y
ik
E(1)=?(1)XN(1)=%2 12 %(1,2,-2)
4 -4 -2

Por lo tanto, la ecuacion del plano osculador en el punto P(1,0,2) es:
(x-1,y,2-2)-(1,2,-2)=0
X+2y—-22=-3
18. Sea C la curva descrita por F(t)= (2+t2,t) .

a) ¢Es la curvatura de C constante?
b) Halle el punto de la curva donde la curvatura tiene su maximo valor.
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1
c) El radio de curvatura se define como p (t) = m . Con base al resultado obtenido en

la parte a) diga si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones. Justifique su respuesta.
c1)Si t—>+0w 6 t——wentonces k(t) >0.

c.2) Si k(t) > 0 entonces p(t) >+

Solucion:

a) El vector tangente a la curva es el vector:

r(t)=(2t,1)

Y su magnitud viene dada por:

()] = vat® +1
Y el vector F"Q:) es el vector

r’t)=(2,0)

Luego,
i j ok
FOxr'Q)=[2t 1 0|=—2k= r'(t)xr"(t)‘zz
2 00
rOxr )
Al aplicar la definicién k(t) = —— —-Se obtiene,
r't)‘
() —
(4t2 +1)E

Dado que la curvatura K(t) depende del pardmetro t, no es constante, es decir, varia en cada
punto de la curva.

b) Para hallar el punto donde la curvatura es maxima debemos hallar k'(t)

1
‘ ,(t):_3(4t2 +1)5 8t 24

(4t 24 1)3 (4,[ 2, 1)2

Se tiene que k'(t)=0<t=0.Como k'(t) >0 para te(0,+oo) y k'(t)<0 para te(—oo,O), k
es creciente en (—oo,O) y es decreciente en (O,+oo), por lo tanto la curvatura es maxima para
t=0, es decir, en el punto (2, O).
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c.1) Verdadero, ya que lim k(t)= lim —— = 0
t>+ t>+o
(4t2 +1)2
c.2) Verdadero, ya que p (t) = % ysi k(t) >0 entonces p(t) >+o.

19. Una mosca camina a lo largo de un alambre en forma de hélice, la cual se encuentra dentro de
un globo centrado en el origen y tiene radio 10. Su vector posicion estd dado por

r (t) = (6cos(nt), 6sen (nt), 2t) con t>0.
a) Justifique que la trayectoria tiene forma de hélice.
b) ¢ En cual punto la mosca chocaria con el globo esférico?

c¢) ¢Qué tanto viajé, desde su inicio, hasta que chocé con el globo?
d) ¢Qué puede decirse sobre su vector velocidad con respecto a la aceleracion?

Solucion:

a) Dado que la posicion de la mosca viene dada por F(t) = (6005(7zt),6$en (7zt),2t), se tiene que
X =6cos(at), y=6sen(xt), z=2t,con t>0.

Como
x? +y? =3600s2(nt) + 36sen? (1) = 36

La trayectoria tiene forma de hélice.

b) La ecuacién de un globo esférico centrado en el origen y de radio 10 es x? +y? +z% =100,
reemplazando las coordenadas de la trayectoria de la mosca en la ecuacion del globo se tiene:

36+(2tf =100 = 4t> =64 =t =4
El punto en el cual la mosca choca con el globo es la imagen de 4, es decir,
r(4) = (6cos(4r),6sen (47),8) = (6,0,8)

¢) la distancia recorrida es la longitud de arco:

L:T”F(t) “dtz?\/(—&zsent)z +(6rcos?tf +adt = [Va+ 3672 dt —8v9n? 11
0 0 0

d) Observe que

V() =T (t) = (~ 6sen (), 67c0s (at) 1) y a(t) =T (t) = (- 622 cos (i)~ 62sen (1), 0)
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Luego,
v(t) - a(t) = 36n3 cos(nt)sen (nt) — 367° cos(nt)sen (nt) =0

En consecuencia el vector velocidad y el vector aceleracién son ortogonales.

20. Considere la curva C descrita por:
t
F(t):[et ,242¢e2, t}

a) Encuentre la ecuacién del plano normal a la curva C en el punto P(l, 2\/5, O) .
b) Halle el valor o los valores, si existen, de la constante k para que la recta L que tiene como

vector director al vector \Z(t): (k3 —k? 2k~ k +3k2) sea paralelo al plano normal obtenido en
el apartado a)
c) éExiste algun valor t en los reales que cumpla ||F(tl| =97

Solucidn:
a) r'(t)=(et,\/§e;,1}:> F(P)=(,v2,1)

La ecuacién del plano normal en el punto P(l, 2\/5, 0) es:

(x—Ly—Z\/E,z)(L\/E,l)zo 0 x+\/§y+z:5

b) El vector director de la recta es paralelo al plano si y sdélo si el vector director de la recta es
perpendicular al vector normal del plano, luego

(k® = k2 2k —k+3K2) 1, /2,1)= 0= k® —K? + 2k —k +3k* =0 =k +2k? +k =0
:>k(k2+2k+1)=0:>k(k+l)2 =0=k=-1 yaque k=0

c) |7 () =ve* +2¢' + =\/(et+1)2 :‘et+#:et+1

[Ft)=9<¢e +1=e' =8=t=In8=3In2
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Problemas propuestos

En los problemas del 1 al 4, halle una funcién vectorial que describa la curva cuyas ecuaciones
parameétricas se dan.

1. x=cost, y=sent 2. x=2t%, y=3t3, z=t

3. x=e', y=e"', z=e® 4. x=3cos*t, y=3sen’t, z=-t

Respuestas: 1) F(t):costi+sent] 2) F(t):2tzi+3t3]+t-lz 3) F(t):eti+e’t]+e2t_l2 4) F(t):3coszti+3sen2t]—ti

En los problemas del 5 al 8, halle una funcién vectorial que describa la curva dada en ecuaciones
cartesianas.

5. x=3-y 6. y=2-x>  7.x*+y?=9 8. (x—2) +(y+17 =25

Respuestas: 5) I (t) =(3—t)i+t j s)F(t):ti+(2—t2ﬁ 7) T(t)=3costi+3sent]  8) r(t)=(2+5cost)i+(~1+5sent)]

En los problemas del 9 al 12 determine el dominio de la funcidn vectorial dada

- > - N 2, N N
9. r(t)=v4—t?i+In(t+1)] 10. r(t)=1+:2i+1itj+ 16_.%
- —e

- 1 2 - 5
11. r(t) =| In(9-t2 , 12. r(t)=| arccost,e',———
© ( ( )1—Int t2—2t—3j © ( 2t J

Respuestas: 9) Domy =(-1,2) 10) Dom, =[-4,4]-{-1,0,1} 11) Dom, =(03)-{e}  12) Dom, = [71,1]7{%}

En los problemas del 13 al 16, evalue el limite, si existe.

. - t2-9- 1- i . 1 O
13. |lm(etl+ J+—kJ 14. Ilm(sent|+1 COSt]+4kj
t—3 t—-3 t t—0 t
. s t24t-3- t - [ Int : - t3-1-
15. lim e“|+J;—3J+—2k 16. lim —— i+t j+ k
t—>+ ool 2t -1 t t=1 12 =1 t—

Respuestas: 13) [e?’,ﬁ,%) 14) (0,0,4) 15) [0,%,0) 16) [%,1,3)

En los problemas del 17 al 20, determine los intervalos en los que la funcién vectorial es continua.

17. r(t)=senti +cost j +e'k 18. r(t) =+ti+4tj—4Intk

19. r(t)=+t-2 i+%]+4t2E 20. r(t)=arccos2t i +3t j +arctantk
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Respuestas: 17) (wo,Jroo) 18) (0,+oo) 19) [2,+oo) 20) {7%,%}

En los problemas del 21 al 24, encuentre los valores de F’(t) y F"(t) para los valores de t dados.

21. r(t) =senti+cost j+e'k, t=0 22. r(t)=+ti+3t°j—4Intk, t=1

23. r(t) =3costi+3sent j — 4tk , t:g 24. r(t)=e'i+e? j+e¥k, t=0

5.4)

[N

Respuestas: 21) I'(0)=(1,0,1); " 0)=(0,-1,1) 22 F'(l):(%,g,—4j; F"@):[-%,
zs)F'(%]:(—3,0,—4); F"[%}:(o,—s,o) 24) 1'(0)=(1,2,3); r7(0)=(1,4,9)

En los problemas del 25 al 28, se da el vector de posicion r(t) de una particula que se mueve en

el espacio encuentre los vectores r’(t) y r ") en el tiempo t.

25. r(t)=i+t?j+t°k 26. r (t) = 4costi —4sent j + 9tk

27. F(t)=(4t+t3)| +7t% ) +e*k 28. F(t)=9(cos3ti+sen3t])+8E
Respuestas: 25) r'(t) =2t j+3t2k ; I~ ()=2]+6tk  26) r'(t)=—4senti —4cost ] + 9K ;

() =—4costi+4dsent]  27) F'(t) = (4+3tz)i 114t +4eM Kk r(t)=6ti+14 j+16etk
28) F'(t) = 27(— sen3ti + cos3t]),~ F"(t) = —81(0033ti +sen3t]

29. Dado el vector de posicidn F(t) = (\/Et,et ,e_t) de una particula en el tiempo t,
a) Halle el vector velocidad y el vector aceleracion.

b) Halle la rapidez de la particula.

Respuestas: a) V() =[V2 e, —e|; a®=(0.el,et) by etvet

30. Las ecuaciones paramétricas de un punto en movimiento son Xx=4cos2t, Yy=4sen?2t,

. . .. . T
z =6t . Encuentre el vector velocidad, la rapidez y el vector aceleracién en el tiempo t = g

Respuesta: \7(%) = —4\/Ei + 4\5] +6Kk ;

;[zj‘zm; {(2)-ozi-olz]
8 8
En los problemas del 31 al 34, halle las integrales indefinidas.

31. j(2t33+%]+3ﬁﬁjdt 32. j(costi+sent]+et E}jt
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t
33. J((Z—t)i+e2‘ j+—1 1t2 kjdt 34. j(seczti+ L j+e2k]dt
+

3
Respuestas: 31) [%t4+cl]i+(lnt+cz)*j+{2t2 +03JE 32) (sent+Cl)i+(—cost+C2)-j+(et +C3)_IE

-> ->

t
2 (a2t . . I .S
33) [ZT%JrClJH[eTJrCZJ j+(-arctant+C3)k  34) (tant+Cl)i+(arcserr[+C2)j+[2e2 +C3]k

En los problemas del 35 al 38, determine la longitud del arco de curva descrita por la funcién
vectorial F en el intervalo dado.

. 2 3
F(t) 3t 3t

35. F(t)=2costi+2sent j+tk, 0<t< 36.7(t)=ti+ = j+ =k, 0<t<2

i
2

N w

37. f(t)=sen4ti+cos4t]+2t k, 0<t<1 38. F(t)=acosti+asent j+btk, 0<t<2n

Respuestas: 35) % 36) 14 37)% 38) 27vVa? +b?

En los problemas del 39 y 40, determine una ecuacién paramétrica de la recta tangente a la curva
descrita por la funcidén vectorial I en el punto dado.

39, F(t)=(2t*~1,-5t+3,8t+2), P1,-2,10) 40, F(t):(4\/f,t2—10,§), P(8,6,1)

X =1+6t Xx=8+t
Respuestas: 39) <y=-2-5t teR 40) y=6+8t teR
2=10+8t so1-L4
4

En los problemas del 41 al 44, determine, si existen, para el valor particular de t dado, los vectores

T, Ny B;lacurvatura k; las ecuaciones de la recta tangente; y la ecuacion del plano osculador a
las curvas descritas por el vector de posicién dado.

41. F(t)=(1+t)i+(3-t)j+ (2t +4)k, t=3 42. F(t)=e'costi+e'sent j+e'k, t=0

t t t t
a3, F(t):[e2+e 2]i{e?—e 2]j+2tk, t=0 44. 7(t)=i+sent j+costk, tzg

Respuestas: 41) :|:(3) = %(} —] + ZE) , N(3) =0 , _I';‘(S) =0, k(3=0, ecuaciéndela rectatangente: X—4=—y = z ;10 ,
6
plano osculador: no esté definido.
> 1f£ = » - 1 (> = = 1(> = = \/E
42) T(0)= —(I +j+ k), N(0) =—(—I + j) , B(0) :—(— i—j +2k), k(0)=—, ecuaciéon de la recta tangente:
V3 V2 J6 3

X—1=y=12z-1, ecuacidn del plano osculador: X+y—2z+1=0.
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- x 1 .
43) T(O) ( + Zk) N(@©) =i , B(O) = —(2] - k), k(Q)=—, ecuacion de la recta tangente: 2y=2z, Xx=2,
% % 10
ecuacion del plano osculador: 2y—z=0
44) '-I: z =£]—£E N z =—£1—£E , é z =—i, ki z =1, ecuacion de la recta tangente:
4 2 2 4 2 2 4 4
x=1, 2y7\/5 = ‘/57 2z , ecuacion del plano osculador: x=1.
V2 V2

45. Una particula P se mueve a lo largo de la curva C descrita por F(t)z costi + sent] , t=0.
a) Pruebe que la trayectoria descrita por el movimiento de la particula P es una circunferencia.
b) éLa particula se mueve en sentido antihorario?

c¢) Halle la velocidad y la aceleracidn.

d) ¢Son los vectores velocidad y aceleracidn perpendiculares?

e) ¢La particula se mueve con una rapidez constante?

Respuesta: b) Si ¢) v(t)=—senti+cost], alt)=—costi—sentj d)Si e)si

46. Demuestre que en el movimiento circular en el plano los vectores velocidad y aceleracién son
perpendiculares.

47. Sea C la curva descrita por F(t)= acosti+asent ] +btk .

a) Verifique que el angulo B que la recta tangente en cualquier punto de la curva forma con el eje z
es constante.

b) Demuestre que el vector normal en cualquier punto de la curva es perpendicular al eje z.

c) Demuestre que el angulo a que forma el vector binormal con el eje z es constante.

d) Calcule la curvatura k.

b

\/a2+b2

al
Respuesta: a) & =arcco! c) a= arccos(az) d) k(t) = %
a“+b

En los problemas 48 y 49 demuestre que la curva descrita por la funcion vectorial r estd
contenida en un plano. Determine la ecuacién del plano que lo contiene.

as. F(t):i+::+ 1t2]+11 K,teR—{-1,1)
a9. (t)=(at+12)i+ (2t —?)j + ({2 — 4t + 2)k

Respuestas : 48) X—4y+2z=-1 49) x+4y+3z=6

50. Dada la curva C en el plano de ecuacion (2y+x)2 = —4y(2—x)-4(x+1).

a) Encuentre una parametrizacioén para la curva C.
b) Determine para cuales valores del pardmetro en el intervalo [0,27]la curvatura de C es igual a
Ya.
¢) Halle los puntos de la curva correspondientes a los valores del pardmetro obtenidos en la parte
b).

3n

Respuestas:a) y=—1+sent, X=-2-+2cost b)t=g 6 t="" o R(20)y R(2-2)
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51. Sea C la curva de interseccién del cilindro de ecuacion 4x? —8x+4+9z2 +182+9=1 con el
plano de ecuacién y=X.

a) Halle una ecuacién paramétrica para la curva C.
b) Determine los puntos de la curva donde el vector tangente es paralelo a la recta L de ecuacién
x=1-4
y=-4, A€R.
z=0

c) Halle la ecuacién del plano normal en el punto obtenido en la parte b) que esta mas préximo al
origen.

cost
Respuesta: a) y:1+T, 0<t<2r b) A(l,lfgj yA(l,l—ij c) X+y=2

52.Considere la curva C dada por:
r(t)=(cos(2t),sen(2t),In(cos(2t))) con 0<t< %

a) Determine los puntos de la curva C donde la rapidez es igual a 4.
b) Determinar el valor de la curvaturay los vectores de Ty N de la curva C en el punto P(1,0,0).

143 Ji2

Respuesta: a) P[E,T,—IHZJ b) ; k(O):T 'T'(O):]; N(O)=— i——_lz

g||“
v
©

~ : 1= -
53. El vector de posicion de una particula es en funcién del tiempo es r(t):2t| +¥ j+2Intk,

t>0

a) Halle el vector velocidad y el vector aceleracion.

b) éExiste algln valor de t para el cual la rapidez sea méxima?

c) Determine el valor de la curvatura y de la torsion en el punto P(2,1, 0) de la trayectoria.

d) Calcule la longitud de la trayectoria recorrida por la particula desde el punto P(2,1,0) hasta el
punto Q(4,%,2In 2).

Respuesta: a) \‘/(t)=23—i1 % at)=23-2

o - 2 2 5
t21+ k, alt)= 5 —tzk b)No ¢ k(1)_§,r(1):_a d

—

54. Un Jdguila inicia su vuelo en el punto A(2ﬂ:,0,0) siguiendo la trayectoria dada por
F(t)=27zcosti + 27zsent] +tk , hasta que choca con el plano de ecuacion y=0. A partir de ese

momento comienza a descender a una velocidad constante v(t)=—i+2 j—k hasta que llega al
suelo ubicado en el plano z=0. Determine la ecuacién total de la trayectoria del vuelo del aguila,
desde su inicio hasta que toca el suelo e indique las coordenadas del punto final.

2zcosti+2zsent j +tk i te[0n]

Respuesta: r(t)= . N o
© {(—t—ﬁ)i+(2t—2n)j+(—t+2n)k si te(n,27r]
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55. El vector de posicion de una particula es en funcién del tiempo F(t):t2 i+t]+t4 E, para
t>0. Determine el vector velocidad, el vector aceleracion y la rapidez cuando dicha particula
choca con el plano de ecuacion Xx—2y+2z=0, para t=0.

\’/(1* =21

Respuesta: \7(1): 2i+—j +4K ) ;(1):2;+12-I2 ,

56. Las ecuaciones paramétricas
1
x=(vo cosalt, y=hy+(vesena)— > gt?

Donde Vv, es la velocidad inicial, h, es la altura inicial, g es la aceleracién de gravedad y t es el
tiempo, modelan el movimiento de un proyectil a lo largo de una curva en el plano.

a) Pruebe que la trayectoria descrita es una parabola.
. . o . - m
b) El proyectil es disparado con un caidn desde el suelo con una velocidad inicial de 700— vy el
S
angulo de elevacion de 30°. éEn cual instante el proyectil impacta contra el suelo, si se toma
m
S
Respuesta: b) 70s

57. Un proyectil se dispara desde el nivel del suelo a una velocidad inicial de 75 pies por segundos
con un angulo de 30° con la horizontal. Halle el alcance el proyectil.

Respuesta: 152 pies
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INTEGRALES DE LINEA

Definiciones, propiedades y teoremas importantes

Definicion 3.1: Sea f una funcidn real de dos variables continua cuyo dominio contiene una curva
suave y plana C dada por las ecuaciones paramétricas:

x=x(), y=y({), a<t<b

La integral de linea de f a lo largo de Ces:

srtas 16050y () + (%) o

Definicion 3.2: Sea f una funcidn real de tres variables continua cuyo dominio contiene una curva
suave C dada por las ecuaciones paramétricas,

x=x(t), y=y@{), z=z(), a<t<b

La integral de linea de f a lo largo de Ces,

X 2 dy 2 dz 2
éf(x ¥, 2)ds (X(t) y(), Z(t))\/(dtj (dtj J{Ej dt

Teorema 3.1: Sea f una funcion real de dos variables continua cuyo dominio contiene una curva
suave y plana C dada por las ecuaciones paramétricas:

x=x(t), y=y@{), ast<b
Entonces

e Elvalor de laintegral de trayectoria no depende de la parametrizacion de la curva.
e Sj C es una curva suave a trozos, es decir si C es la union de un nimero finito de curvas
suaves Cy, Gy, ..., C,, donde el punto inicial de C;; es el punto final de C. Entonces,

[f(x,y)ds= [f(x,y)ds+ [f(x,y)ds+---+ [f(x,y)ds
C 1 ¢, Cn

e Si AS; =X; —X;_1, se llama integral de f a lo largo de C con respecto a x y en este caso,
b

[ 100y = [ £(x0, y)x @)t
C a
e Si AS; =y; -V, sellamaintegral de fa lo largo de C con respecto a y en este caso,
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b
[fOy)dy= [ f(x(®), y(®)y @t
C a
o IP(X, y) dx+Q(x, y)dy denota [P(x,y)dx+ J- Q(x,y)dy
c c c

e Si—C denota la curva formada por los mismos puntos de C pero con orientacidon opuesta,
entonces,

(jjf(x,y)dx=—ijcf(x,y)dx, (j:f(x,y)dy:—ijcf (x,y)dy y (j:f(x,y)ds: [f(x,y)ds

-C
e Parael caso especial f(x,y)=1, setiene que,
[ds=L
C

donde L es la longitud de la curva.

Nota: Todas las propiedades dadas anteriormente para integrales de trayectoria en el plano se
satisfacen para integrales de trayectoria en el espacio.

Definicién 3.3: Un campo vectorial F en un dominio del plano es una funcién que asigna un unico
vector a cada punto del dominio, puede tener la férmula como

>

F(x, y)=M(x,y)i + N(x, y)k

Teorema 3.2: El campo vectorial en un dominio del plano es continuo si las funciones
componentes My N son continuas.

Definicion 3.4: Sea F un campo vectorial en R? continuo cuyo dominio contiene una curva suave C

definida por la funcién vectorial F(t) = X(t)i + y(t)] con a<t<b. Se define a integral de linea de

Falo largo de C por la férmula:
- e bafs -
jF-dr:jF(r(t))~ r'(t) dt
C a

Definicion 3.5: Un campo vectorial F en un dominio del espacio es una funcién que asigna un
vector a cada punto del dominio, puede tener la formula como

E(x,y,z):M(x,y,z)i+ N(x,y,z)E+P(x,y,z)E

Teorema 3.3: El campo vectorial en un dominio del espacio es continuo si las funciones
componentes M, Ny P son continuas.

Definicién 3.6: Sea F un campo vectorial en R® continuo cuyo dominio contiene una curva suave C
definida por la funcidn vectorial r(t) =x(t)i+ y(t) j+z(t)k, con a<t<b. Se define a integral de

lineade F alolargo de C por la féormula,
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- - bl -
jF~dr:jF(r(t))- r'(t) dt
C a

Teorema 3.4 Sea F un campo vectorial continuo cuyo dominio contiene una curva suave C

e El valor de la integral linea no depende de la parametrizacién de la curva si preserva la
orientacién de la curva.

e Si C es una curva suave a trozos, es decir si C es la union de un nimero finito de curvas
suaves C,, C,, ..., C,, donde el punto inicial C,; es el punto final de C; entonces,

IEdF = IE-dF+ J.IE'dF+ v J.r:dF
C o C, Cn
e Si—C denota la curva formada por los mismos puntos de C pero con orientacién opuesta,

entonces:
jE-dF: —IE-dF
C -C

e Si F= Pi+Q]+RE es un campo vectorial, entonces en notacidn de formas diferenciales
escribimos,
| F-dr=[Pdx+Qdy+ Rdz
c C

Definicion 3.7: Un campo vectorial F es conservativo se llama conservativo si es el gradiente de
alguna funcion escalar.

Teorema 3.5: Sea una curva C una curva suave dada por F(t), con a<t<h. Sea f una funcién real
diferenciable de dos o tres variables. Entonces

jvi -dr = f(ro)- flr@)
C
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Problemas resueltos

1. Evalte la integral Jxln(1+ x?2 +y2)ds, donde C es la parte de la circunferencia unitaria de
C

centro (0,0) que esta en el primer cuadrante.

Solucion:

Observe que la integral planteada es una integral de linea del campo
escalar f (x,y)=xIn (;L+ x2 + yz), definido sobre la curva C, donde C es R\

. sy . T
la curva de ecuaciones paramétricas x =cost, y=sent, con 0<t SE,

mostrada en la figura. \

La integral de f alo largo de C se define como

F'(t)‘dt:éf(x,y) /(%j +(‘;—3t’j dt

gf(X,Y)dS= CJ':f(X(t),)’(t))

Con r(t) =x(t)i + y()].

Se tiene

\/(dsz +(yj2 e

dt dt

Al aplicar la definicion, y al hacer las sustituciones respectivas, resulta:

T

) T
cost-ln(1+(cost)2 +(sent)2)dt= %cost-ln(z) dt=1In(2)-[sent]2 =In2

0

o —N |y

2 002 ) e
éxln(1+x +y )ds_

2. Evalte la integral [x e¥* ds, donde C es el segmento de recta que une el punto Pl(0,0,0) con
C

el punto P,(1,2,3).
Solucion:

Observe que la integral planteada es una integral de linea del campo escalar f (x,y,z)=xeY*,yC
es el segmento de recta de ecuaciones paramétricas X=t, y=2t, z=3t con 0<t<1.

La integral de f a lo largo de C se define como
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) o\ (dy) (dz)’
r (t)‘ t=[f(xt).y0), z(t))\/(dt) [dtj +(dtj &

Se tiene

&7 @] 6 -

dt dt dt

Al aplicar la definicion de integral de trayectoria, y al hacer las sustituciones respectivas, resulta

2
[xeY* ds :}te V14dt =+/14 e [ ]
0

C

3. Calcule [ xydx+ (x—y)dy, donde C estd formada por los segmentos de recta de (0,0) a
C

(2,1) yde (2,1) a (2,4).

Solucion:

Observe que la integral planteada es una integral de

linea del campo vectorial F(x,y)=xyi+ (x - y)j,
sobre la curva C mostrada en la figura.

Se tiene

-~ o+ bof -
[F-dr= jF(r(t)) -r'(t)dt= [P(x,y)dx+Q(X, y)dy
C a C
Y ademas, como C es la unién de dos curvas suaves C; y C, donde el punto inicial C, es el punto
final de C;, entonces,

- .

JF-dr= [F-dr+ [F-dr
C C Co
Luego,
I xydx+(x—=y)dy= [ xydx+(x—y)dy+ [ xydx+(x—y)dy+
C ] Co

a) Sea C, la parte de C que corresponde al segmento de recta de (0,0) a (2,1).
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Unas ecuaciones paramétricas de C; son X=2t, y=t,con 0<t<1.

Luego,
dx=2dt y dy=dt

Al aplicar la definicion de integral de linea, al hacer las sustituciones respectivas, resulta

1 1 45 t2] 4 1 11
xydx+(x—y)dy=] Jt?+@t-t)dt =7 |at? +thit=| -t°+—| =—+==="
Clly ( y)y(f)[ ( )]d (I)[ +]d L 21032 5

b) Sea G, la parte de C que corresponde al segmento de recta que va de (2,1) a (2 , 4)
Unas ecuaciones paramétricas de G, sonx=2, y=t,con 1<t<4.
Luego,

dx=0 y dy=dt

Al aplicar la definicidon de integral de linea de un campo vectorial y al hacer las sustituciones

respectivas, resulta

4
4 2

[ xydx+(x—y)dy=] [2—t]dt= 2t_t_ __3

C2 1 2 . 2

En consecuencia,
11

6

3 1
Xydx+(x-y)dy=—-—-=—
é ydx+ (x—y)dy 273

4. Evalde la integral [F-dr, si F(x,y)=y3i+x3j y C es la circunferencia unitaria de centro

(0,0). ’

Solucion:

Observe que la integral planteada es una integral de linea del campo

vectorial dado por F(x,y)=y>i+x? ], sobre la circunferencia unitaria .
mostrada en la figura. (

La curva Cviene descrita por
r(t) = (cost,sent), 0 <t<2n

Como

Fdr = 1F () Feyd
a
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Para aplicar la definicién de integral de linea hay que evaluar,
r'(t) = (-sent, cost)
E(F(t) ): (sen 3%, cos® t)
E(F(t))- r'(t) :(sen ’t, cos’ t)- (-sent,cost)= -sen*t+cos’t

En consecuencia,

éﬁ-d?: jg”[-sen"'t +cos4tJdt:0
5. Evalte la integral [ (x+2y)dx+x—2y)dy, donde C consiste del arco de parébola y =x? que
vade (0,0)a (1,1) y(c:lel segmento de recta que va de (1,1)a (0,0).

Solucion:

Observe que la integral planteada es una

—_

integral de linea del campo vectorial F
dado por F(x,y)=(x+2y)i+(x-2y)]j,
sobre la curva C mostrada en la figura.

a) Sea C, la parte de C que corresponde al arco pardbola y=x? que va de (0,0)a (1,1) y
calculemos la integral a lo largo de C;,

C, puede ser parametrizado por las ecuaciones x=t, Y =t? ,con 0<t<1.

De donde,
dx=dt vy dy=2tdt.

Al aplicar la definicion de integral de linea, y al hacer las sustituciones respectivas, se tiene que:

J(x+ 2y )dx+x - 2y)dy = ﬁ[(t +2t2 )+ (t —_2t2 )Zt]dt :g

C1
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b) Sea C, la parte de C que corresponde al segmento de segmento de recta que va de (1,1) a (0,0)
y calculemos la integral a lo largo de C,,

- C, puede ser parametrizado por las ecuaciones x=1t, y=t,con 0<t<1.

De donde,
dx=dt y dy=dt

Al aplicar la definicién de integral de linea de un campo vectorial, y al hacer las sustituciones
respectivas, resulta:

1

[(x+2y)dx+Hx—2y)dy =— f[t+ 2t +t — 2t]dt =1

C2 0
Dado que,
[(x+2y)dxHx—2y)dy = [(x+2y)dxHx—2y)dy+ [(x+2y)dx-+x—2y)dy
¢ C1 C»
se tiene que:
5 1
[(x+2y)dx+Hx—2y)dy=>-1=-=
c 6 6

6. Evalte la integral J.F-dr, para el campo F dado por IE(x,y,z):sen xi+cosy]+xzﬁ alo
c

largo de la curva descrita por F(t) — 3t ] +tE, 0<t<1.
Solucidn:

Observe que la integral planteada es una integral de linea del campo ~——__
vectorial F(X,Y,z)=sen xi+cosy j+ xzk ; sobre la curva C descrita por i

ray=(t,-t2.t), o=t=1 |
Que se muestra en la figura.

Como

-~ - b.[ -
[F-dr :jF(r(t))- r'(t) dt
C a

Se debe calcular,

r=(3t?,-2t,1)

E(F(t) ): (sen (t3) ,cos(—tz),t“)
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F(r®)- ro=atsent® —2tcos(-t?)+*
Al aplicar la definicion de integral de linea, se obtiene:

1
JF-dr = §(3tzsen (t3)— 2t cos(—t2)+t4)dt = [ cos(t3)+sen (—t2)+%} =—cos(1)+sen (—1)+g
C

0

_ g ~(cos (1) +sen (1))

7. Evalte la integral [ydx—xdy+zdz, si C es la curva de interseccién de las superficies de
C
ecuaciones Z=X? + Y% y x?+y2 -2y =0, recorrida en sentido positivo.

Soluciodn:

Observe que Z= x% + y2 corresponde a la ecuacién del
paraboloide mostrado en la figura.

Ademas, como
X2 +y? -2y =0 x+(y-1)° =1

Se tiene que X2+(y—l)2 =1 es la ecuacién del cilindro
mostrado en la figura.

Luego, la curva C se obtiene al intersecar el cilindro de ecuacién
2 . .,

X +(y—1) =1 con el paraboloide de ecuacién Z= x> + y2,

mostrada en la figura.

z=x*+y?

Al resolver el sistema: ) 5
X“+y“-2y=0

Resulta Z=2Y, y C puede ser entonces parametrizada como:
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X =Cost
C:q y=1l+sent, 0<t<2n
z=2+2sent

De donde,
dx=-sentdt, dy=costdt y dz=2costdt

Luego,
27
| ydx—xdy + zdz = j[— sent—1+4cost+4costsen t]dt = [cost —t+4sent+ Zsenzt](z)” =-2n
C 0

3
= = o X7 = .
8. Demuestre que el campo vectorial F definido por F(X,y) = x2y| + 3 ] es conservativo.

Solucion:

) e
ol 2o

2
3 X2y agyyzxz

OX

Como

El campo F es conservativo.

9. Suponga que un campo de fuerza E estd dado por

ALY

_ . 3.
F(x,y)=x2yi+%j

Determine el trabajo que realiza F al desplazar un
objeto desde A hasta B a lo largo de la curva C mostrada
en la figura.

0|20 x

Solucion:
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El trabajo que realiza I_f sobre el objeto es

Por el problema anterior el campo vectorial F es conservativo, en consecuencia, W :J.F -dr no
c
depende de la trayectoria.

Sea C, el segmento de recta que une los puntos A(— 2,0) y B(1,3), el cual puede ser descrito por

F(t)=ti+(2+t)] con —2<t<1.
Luego
W=[F-drw=[F.dr
c C,

3

rt)=i+]j v E(F(t)):t2(2+t)i+%]

En consecuencia,

. 1L 3 3 4
W:IF-dr:I[th +t3+%Jdt=2L+%

C, -2 3
10. Dado el campo vectorial F definido por I_:’(x,y):yexyi+xeXy ]

a) Determine si el campo vectorial F es conservativo.

b) Determine el valor de deI’ si C es la curva descrita por:
C

—

F(t):secti+sen(t+%jj con 0<t<™

o

—_

c) Sea G un campo vectorial conservativo definido por é(x,y):2xy2i+2xy2 ]

4 — — -
Halle el valor de | (—§F+5Gj-dr si C es la elipse de ecuacidn 4(X—1)2 +9(y+2)2 =1.
o

Solucion:

olye™ !xexy)
a) Dado que la derivadas parciales: l)éy—)zexy+xyexy y 0 =e™ +xye™ son

OX

iguales, el campo F es conservativo.

b) Como el campo F es conservativo, existe una funcién escalar f tal que
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Luego,
OX oy
of (x, y)

o ye¥ = f(x,y)=[ye? dx=e" +g(y)

Derivando ambos miembros de f(x,y)zeXy +9g(y) con respecto ay:

of (x,y)

=xe¥ 4+ 0o 2
& xe™ +g'(y) (2)

De (1) y (2): g'(y)=0=9(y)=k
Por lo tanto, una funcién potencial es f(X,y)zeXy
Ademas,

F(O){l@} v (5]t

En consecuencia,
V2

Fadr=f[2,1)- f(l,%}:eﬁ —e2

c) La curva C es cerrada y los campos F y G son conservativos, por lo tanto

| [_ﬂasaj.d;:_ﬂ;E.dhs;ad;
c\ 3 3c C
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Problemas propuestos

1. Evalde la integral [x*y ds, donde C es la mitad superior de la circunferencia de ecuacién
C

X2 +y%=9.

Respuesta:

2. Evalte la integralj(x2 -3y+2z }is, donde C es el segmento de recta que une los puntos
C

P(1,0,0) y Q(1,2,2).

Respuesta: 0

Si la densidad de masa 6(X, Y, Z) de un alambre o resorte que estd sobre una curva C es conocida,
entonces la masa total viene dada por

M(C)=[5(x,y,z)ds
C

Las coordenadas del centro de masa de C son:

1 1 1
Xy = Xo(x,y,z)ds =——[yolx,y,z)ds 1z, = z6(X,y,z)ds
VTSL (x,y.2) Y M(C)gy( y.z) v =ML (x,y.2)
Las coordenadas del centroide de S son:
1 1 1
X. =—— [ xds =——ds Z. =——[zds
TOL e 710 oL

Los momentos de inercia con respecto a los ejes son:

I, = j(y2 +22)5(x,y,z)ds l, =j(x2 +22)5(x,y,z)ds I, = j(x2 + yz)é(x,y,z)ds
C C C

3. Un resorte en forma de espiral estd sobre la hélice circular descrita por

r(t)=cos2ti+sen2t j+tk con 0<t<2m, si S(X, Y, Z)=l. Halle la masa, las coordenadas del
centro de masa y los momentos de inercia con respecto al eje z del resorte.

Respuesta: M :2\@7[; XM =Ym =0, z =7, IZ:2\/gn

4. Un arco de metal delgado, con densidad mayor en su parte inferior que en su parte superior, se
representa a lo largo del semicirculo de ecuacion z° +y2 =2 con 220, en el plano yz, si

5(X, y,z)=3— z . Halle la masa, las coordenadas del centro de masa en cada punto del arco.
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12-2x
3\/57[—4 .

Respuesta: M :3\/57r—4; XM =Ym =0, Zm =

5. Evalde la integral jx\/ydx+2y\/;dy, donde C consiste del arco de circulo de ecuacion
C

x2+y2 =1 de (1,0)a (0,1) y del segmento de recta que va de (0,l)a (4,3) .

Respuesta: %(66 + 32\/5)

6. Evalue la integral II_E-dF, para el campo F dado por IE(X, y,2)= Xi+2y]+ZE alolargo dela
c

curva descrita por r(t)=ti+tj+tk con 0<t<1.

Respuesta: 2

7. Evalte j(x3 + y)ds , si Ces lacurva con la ecuacién paramétrica X =23t, y:t3; 0<t<1.
c

Respuesta: 14(2\/5 71)

8. Evalte [(x—y)dx+ xdy, si Ces la graficade X= y? entre (4,-2)y (4,2).
C
16

Respuesta: ——
P 3

9. Evalde la integral jIE~dF, para el campo F dado por IE(X, y,2)= y2i+X2] a lo largo de la
C

curva descrita por F(t):ti+t2] con 0<t<1.

7
Respuesta: —
P 10

2

10. EvaIL]ejXZdX+(y+Z)dy+XdZ,siCesIagréfica de x=e', y=e™, z=e";con0O<t<l.
c

Respuesta: %(364 +6e72 —12e +8e® —5)

t
11. Evalte [ xdx—ydy+ zdz, si Cesla gridficade x=cost, y=sent, z=—; con 0<t<2m.
C T
Respuesta: 2

12. Evalte la integral IE-dF, para el campo F dado por IE(X,y,Z)=X2yi+(X—Z)]+XyZE alo
c
largo de la curva descrita por F(t) =ti+t2] +2K con 0<t<1.

17
Respuesta: ——
15
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13. Evalte fxydx+(x+ y)dy, si C es la curva ¥
C

mostrada en la figura.

Respuesta: 6

14. Evalte | (% Xy3 - Xzyj dx + x2y2dy, si C es el tridngulo de vértices A(0,0), B(l,O) y C(l,l)
c

recorrido con sentido positivo.

1
Respuesta: —
4

15. Evalle la integral jr:-dF, para el campo F dado por IE(x,y,z)z(?;x2 —3x)i+3z]+§ alo
C

largo de la curva de interseccidn de las graficas de x° + y2 =4y z=,/9—x?—y? recorrida en
sentido positivo.

Respuesta: 0

—

16. Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerza F  definido por
3

IE(X, y,2)= 2yE i+ 3X\/§ ] al desplazar un objeto desde el punto P(l,l) al punto Q(2, 4).

Respuesta: 30

17. Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerza F  definido por

IE(X, y,2) =(2X - y)l +22 ]+ (y — Z)E al desplazar un objeto a lo largo de la curva de ecuaciones

paramétricas x:sen(%tj, y:sen[%tj, z=t; 0<t<1.

2
Respuesta: 2——
r

Si una curva suave C descrita por r(t) en el dominio de un campo de velocidades continuas F el
flujo ¢ alolargo delacurvaCquevadesde t=a hastat=b es:

—

$=[F-Tds
C
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Donde T es el vector tangente unitario, y esta integral se conoce como la integral de flujo. Si la
curva es cerrada, el flujo se conoce como circulacion alrededor de la curva.

18. El campo de velocidades de un fluido F estd dado por IE(X, y,2)= Xi + y ]+ zK . Halle el flujo
alrededor de la hélice descrita por F(t) = COS(4t)i +sen (4'[)] +4tK con 0<t< g .

Respuesta: 212

19. Demuestre que la circulacion generada por el campo vectorial F  dado por

IE(X, y) =(X+ y)l + X] alrededor de la curva descrita por F(t) =C05(2t)i +sen (2t)] con 0<t<m
es cero.

En los problemas del 20 al 23 decida si el campo vectorial dado es conservativo.

20. F(X,y)=Senyi+ Xcosy |j 21. E(x,y):lzi+1]
X X
2 2x
- y . y - > >
22. F(x,y):2e i_2xe2 i 23. F(x,y)=e*cosyi+e’senyj
y

Respuestas: 20) Conservativo 21) No conservativo 22) Conservativo 23) No conservativo

24. Determine los valores de a y b para que el campo vectorial

F(x,y)= (axeby +2by, 2x%e™ + 2ax) sea conservativo.

Respuesta: a=h=2

2x 2X

25. Evalde la integral IIE-dF, para el campo F dado por IE(X, y)= 2 i— 5 ] a lo largo
c y

de la circunferencia de centro C(—%,— Zj y radio V2.

Respuesta: 0

26. Evalte la integral IIE-dF, para el campo F dado por
c

IE(X, y)=sen yi+ XCOoSYy ] a lo largo de la curva C mostrada

en la figura. g -\

Respuesta: 0 a b x
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27. Sea C la parte de la parte de la curva de interseccién en el primer cuadrante de las superficies
de ecuaciones z=,16—x*—y? y x> +(y—2) =4 que parte desde el punto P(2,2,2\/§) hasta
el punto Q(O,4,0).

a) Encuentre una parametrizacién para la curva C.

Ja—y
b) Evalle la integral |

Cyx% -4y +16

X =2cost
Respuesta:a) C:q y=2+2sent b) z

7= ,/8 —8sent

ds

= e X : %
28. Verifique que el campo vectorial F dado por F(x,y)=—; S+ — y 5 J es conservativo.
X"+Yy X"+Yy

Determine una funcién potencial para él.
Respuesta: f(X,y)=1In ‘/XZ + y2 +1+k

= - 2, 2, % .
29. Demuestre que el campo vectorial F dado por F(x,y)=2xe*"Y i+x%e*" j es conservativo.
Determine una funcién potencial para él.

2
Respuesta: f(X,y)=eX Y +2

4 X >
y H—2 2jes

30. Demuestre que el campo vectorial F dado por IE(X,y)z— SN
X“+y X“+y

conservativo. Determine una funcién potencial para él.

Respuesta: f(X,y)= —arctar{%} +k

31. a) Demuestre que el campo vectorial F dado por IE(X,y,Z) =—;3(X, Y, Z) es
(x2 +y?+2z° )5

conservativo. Determine una funcién potencial para él.

b) Sea C la curva interseccién de las superficies de ecuaciones (x—2)* +(y—3f =1y y=z. Halle

el trabajo realizado por el campo para trasladar una particula desde el punto A(2,4,4) al punto

B(3,3,3).

2-43

1
Respuesta: a) f(X,Y):—\/iJrk b) W =
2 2,2 643
XC+ye+1z v
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TEOREMA DE GREEN

Definiciones, propiedades y teoremas importantes

Teorema 4.1: (Teorema de Green) Sea C una curva plana, suave y cerrada que acota una region D

del plano. Sea F(X,Yy)=P(x,y)i+Q(xX,y)]j un campo vectorial cuyas funciones componentes
admiten derivadas parciales continuas en un conjunto abierto que contiene a D. Entonces,

F-dr=[P(x,y)dx+Q(x,y)dy= | (@—E}dA
C D oy

é OX
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Problemas resueltos

1. Verifique el teorema de Green para la circunferencia con centro en C(0,0) y radio 2 orientada

positivamente y el campo vectorial F(X,y) =2yi+X]j.
Solucién:

La integral planteada es una integral de linea del campo
vectorial F dado por F(x,y)=2yi+Xj; sobrelacurva C
qgue se muestra en la figura.

Evaluemos primero la integral como integral de linea.

. . 22
Sea C la circunferencia de ecuacién X“+Yy“ =4 la cual
puede ser parametrizada como

X = 2cost
. ,0<
“ly=2sent

De donde,
dx =-2sentdt y dy =2costdt .

Al aplicar la definicién de integral de linea y al hacer las sustituciones respectivas, resulta,
j2ydx+xdy = (2% [4sent-(— 2sent)+ 2cost - 2cost]dt
C

= (@ [-2+6cos(2t)]dt =2t + 3sen(2t) | (2)71:: _4r

Por otra parte, dado que curva C es una curva suave, cerrada, simple y positivamente orientada
del plano, y las funciones P(X,y)=2y y Q(X,y)=X tienen derivadas parciales continuas

OX
se cumple el Teorema de Green. Vamos a verificarlo, para ello se debe calcular ahora,

I [@—@jdA
D \OX oy

0 oP
(—Q =1,—= 2) en cualquier regién abierta que contenga a la region D limitada por la curva C,

oQ oP
[ | =-—|dA=[ (1-2)dA=-]] dA=-A(D)=—4
D(ax ay] J (1-2)dA=-1 (D) =—4n
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2. Evalie la integral j(—5y +x2sen (7X3))dx + (In(y6 +1)— \/Ex)dy , donde C consiste del
C

segmento de recta que va del punto P,(3,0)al punto P,(0,2), seguido del arco del circulo de
centro C(0,1) y radio 1 que va de P,(0,2) al punto P,(-1,1), seguido del segmento de recta
que va del punto P,(—1,1)al punto P,(0,0), seguido del segmento de recta que va de P,(0,0)al
punto P, (3,0), orientada positivamente.

Solucion:

La integral planteada es una integral de linea del A

campo vectorial F dado por
IE(x, y)= (Sy +x2sen (7x3»i + (In(y6 +1)- \/EX)]

sobre la curva C que se muestra en la figura.

e Puesto que C es una curva plana, simple, cerrada, suave a pedazos y orientada en sentido
positivo, y

e Ademds, como las funciones componentes P y Q del campo vectorial,

P(x,y):—5y+xzsen(7x3) y Q(x,y):ln(y6+1)—\/§x

Q

oP , .
tienen derivadas parciales continuas (& = —\/E, —= —5) sobre cualquier regidn abierta

que contenga a D, donde D es la regidn del plano limitada por C.

Por el teorema de Green,

J'(—5y+ x’sen (7x3))dx + (In (y6 +1)— \/Ex)dy | (@ _ EJ dA

Por lo tanto,

c D

:(5_\/§)g dA:(5_\/§)A(D):(5—\/5){%7[+%+§-2}=(5—\/§)14‘-10—71
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3. Evalde la integral J.— y3 dx + x3dy , donde la curva C es la frontera de la regién del plano cuyos
C

puntos satisfacen a’ <x*+ y2 <b?, x>0,
antihorario.

Solucion:

La integral planteada es una integral de linea

del campo vectorial I_f dado por
F,y) = -y i4+%° ]

sobre la curva C que se muestra en la figura.

Puesto que C es una curva plana, simple,

cerrada, suave a pedazos y orientada

positivamente.

Y ademas las funciones P y Q definidas por

P(x,y)=-y® vy

Q

tienen derivadas parciales continuas (& =3x?,

y>0, con O<a<b, orientada en sentido

Qx,y)=x°
P
oy

:—3y2j sobre cualquier regién abierta que

contenga a D, donde D es la region del plano limitada por C.

Por el teorema de Green,

0Q oP

I—y3 dx+x%dy = [ (———]dA
¢ D

Por lo tanto,

— 2 2 =
i—y3dx+x3dy_ g (3x +3y )dA 3

oX oy

]

2,2
Ij)(x +y)dA

Al aplicar coordenadas polares para resolver la integral, resulta

o—NI| 3

2b
~31 (@ +y2)aA= af fr2.rdrao= 2
D Oa 4

4 b 3lb
[r |a}d6=

4. Verifique el Teorema de Green para calcular {Xydx + dey, donde C es la curva frontera de la

region limitada por y = X2 yy= x® en sentido antihorario.
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Solucion:

La integral planteada es una integral de linea del
campo vectorial F dado por F(x,y)=xyi+x?j; ‘ /
sobre la curva C que se muestra en la figura.

Observe que C es una curva plana, simple, cerrada,
suave a pedazos y orientada positivamente.

Y ademas las funciones P y Q definidas por, e
P(x,y)=xy y Qlx y)=x

P
tienen derivadas parciales continuas (%=2X,%=X] sobre cualquier regién abierta que

contenga a D, donde D es la regién del plano limitada por C. Por lo tanto, es aplicable el teorema
de Green.

Evaluemos primero la integral como integral de linea.

a) Sea C, la parte de C que corresponde a y = X3 y calculemos la integral a lo largo de C;.

C: puede ser parametrizada como x=t, y =t® ,con 0=t <1.

De donde,
dx=dt y dy=3t%dt.

Al aplicar la definicion de integral de linea, y al hacer las sustituciones respectivas, se tiene que,

Xy dx + x%dy = 8 t.13 +12.3t2 dtzg

G

b) Sea C, la parte de C que corresponde a y = x? y calculemos la integral a lo largo de C,.

-C, puede ser parametrizado como x=t, y :tz, con 0=t <1.

De donde,
dx=dt y dy=2tdt.

Al aplicar la definicién de integral de linea de un campo vectorial, y al hacer las sustituciones
respectivas, se tiene que,

pxydx+x2dy =— @ [t-t?+t?.2t dt=—2
Co 4
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Por lo tanto,
2 2 2 4 3 1
Fxydx+xcdy=gxydx+x°dy + fxydx+x‘dy=—--=-"—
C c Cy 5 4 20
1

Calculemos ahora,

j (@_f}m
D \OX oy

Q oP 1x2 1(a 4 1
) (———JdA [ (2x-x)dA=] xdA= | (xdydx= f|X°-x" Hx=—
D \OX oy D( ) D 0,3 d 0( }j 20

5. Evalte {yZdXJr x2dy, donde C es la curva de ecuacidn |x| +|y| =1, con orientacién positiva.
C

a) Por definiciéon
b) Aplicando el teorema de Green.

Solucion:
a) La integral planteada es una integral [

, Lz 0,1
de linea del campo vectorial F dado i
por F(x,y)=y?i+x%j, sobre Ia
curva C que se muestra en la figura.
Observe que la curva C es la union de
cuatro segmentos.

(-1,0) {1,0) X
10,-1)

Sea C; el segmento que corresponde a X+ Y =1, 0 <x <1 - C; puede ser parametrizado como
x=t, y=1-t,con 0=t <1.

De donde,
dx=dt y dy=-dt

Al aplicar la definicion de integral de linea, y al hacer las sustituciones respectivas, se tiene que,
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1
ry? dx+x%dy =-| (@-12 -t2ht=0
Cl 0
Sea G, el segmento que corresponde a Y =1+X, —1=<x <0. - C, puede ser parametrizado como
x=t, y=1+t,con —1=t <0.

De donde,
dx=dt y dy=dt

Al aplicar la definicion de integral de linea, y al hacer las sustituciones respectivas, se tiene que,

fy? dx+ x?dy = —T ((1+t)2 +t2)1t:_3
c, 5 3

Sea GC; el segmento que corresponde a Y =—X—-1, -1 <x <0. GC; puede ser parametrizado como
x=t, y=-1-t,con 0=t <1.

De donde,
dx=dt y dy=-dt

Al aplicar la definicion de integral de linea, y al hacer las sustituciones respectivas, se tiene que,

fy? dx + x2dy = } (@-ty -t ht=o0
Cs -1

Sea C, el segmento que corresponde a Y=X-1, 0 <x <1 . C, puede ser parametrizado como
x=t, y=t-1,con 0=t <1.

De donde,
dx=dt y dy=dt

Al aplicar la definicion de integral de linea, y al hacer las sustituciones respectivas, se tiene que,

1

ry? ax+xPdy = | (t-2y +t2)1t=§

C4 0

Dado que,

fy2dx+x2dy= gy2dx+x2dy + JyZdx+x2dy+ [y2dx+x2dy + §y2dx+x2dy
c

C C
c 2 o 4

Resulta,

Fy? dx + x2 dy:0—2+0+2=0
g 3773
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b) Dado que la curva C es una curva en el plano, suave a trozos, cerrada, simple y positivamente

orientada, y ademas las funciones componentes P y Q definidas por P(x,y)=x? y Q(x,y)=y?

Q

X

oP
tienen derivadas parciales continuas (a—:2x,—:2y

%y

] en cualquier regidon abierta que

contenga a la region D limitada por las curvas, se cumple el Teorema de Green. Vamos a

0 P
verificarlo, para ello calculemos, Jf [—Q - a—j dA.
D \Ox 0oy

D 0 x-1

i [@_@J dA=| (2X—2y)dA: 2} l_j)éx— y)dydx+ ZI

0 1+x

2 2

x—y)dydx=2 -2 =0
| x=yydyde=7 -

-1 -1-x

6. Evalle f(—2y+ Xy X2 +y? )dx+ y+/ X% +y?dy, donde C es la curva frontera de la regién del

C

1
plano acotada por las graficas de y=1+v1-x% yy =1—E\/1—X2 , con orientacion positiva.

Solucion:

La integral planteada es una integral de linea del campo vectorial F dado por

E(x,y):[—2y+x\/x2+y2) i+y x? +y? j

Observe que

y=1+v1-x* = (y-1*+x*=1 vy

2
yzl—%\/l—xz - (y_ll) +x? =1

4
Por lo tanto, la curva C corresponde a la parte

2)

10.1)

P

superior de la circunferencia de centro el
punto de coordenadas (0,1) y radio 1, unida a
la parte inferior de la elipse de centro (0,1), la
cual se muestra en la figura.

(-1,0) (1.0} X

Dado que la curva C es una curva en el plano, suave a trozos, cerrada, simple y positivamente
orientada, y ademds es posible encontrar un conjunto abierto E que contenga a Cy a la regiéon D

limitada por las curvas, tal que las funciones P (x,y) =—2y+xy/x2 +y? y Q(X,y) = yyx* +y?
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tienen derivadas parciales continuas en E, se puede

Q___yx E——2+—Xy
X /X2+y2 "oy /X2+y2

aplicar el Teorema de Green, por lo tanto,

1 1+1-x2

(—2y+x\/x2+y2)dx+y X2 +y2dy =] [%_%}M:g (2)dA:2j1 [dydx=

O ——y

1 1
= 3_[\/1— x2dx = 6'|-\/1—x2 dx
-1 0

Sea X=5en0, entonces dx=c0s0d0 ,x=0=0=0 vy X=1:>6=g

Luego,

3

Tdx— 6 cos? 00— 3] .1 > 3
6| vV1-x?dx=6[cos?0de = 3](L+cos20)do =3 0+ 5en20 2= >
0

0

O ey
O 0 | 3

1
7. Si en el problema anterior, la curva yzl—E\/1—x2 se sustituye por y=1—2\/1—x2 , ées

aplicable el teorema de Green?
Solucion:

En este caso la grafica de la curva C es la que se
observa en la figura.

No es aplicable el teorema de Green para

evaluar la integral planteada. iPor qué? s

N

(0.-1)

8a. Pruebe que el drea acotada por una curva cerrada simple C es

Ac =1§xdy—ydx
2C
2 2

b) Use a) para hallar el drea de la regién acotada por la elipse —+ Z—Z =
a
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Solucion:

a) Sean P(X, y): -y y Q(x, y) = X, las cuales tienen derivadas parciales continuas sobre cualquier

R

., . . P
region abierta limitada por la curva C, dadas por —=-1y Ezl. Luego, por el teorema de

Green:
fxdy—ydx= [ (L-(-1)dA= [ (2)dA= 2j dA
C D D D
donde D es la regién acotada por C.

Por lo tanto,
ifxdy— ydx =2A.
c
es decir,
1
Ac ==¢ xdy—ydx
2 C

X =acos0

,0=06=<2
y =bsen 6 g

b) La elipse C puede ser parametrizada como: C;{

De donde,
dx=-asen6dd y dy=bcos6dd.

Por a) se tiene que:
1 1
A = E§ x dy — ydx = > j" [a cos6 (b cos6)-bsen 6(-asen 6)]do
C

:% j"[abcosze +absen? e]de

_1 j" abdd == ab2r=abx
2 2

—

9. Halle el trabajo realizado por e campo de fuerzas F dado por
= x3 z x? e , .
F(x,y)= 7+Xy 1+ 7+4X ] para transportar una particula P a lo largo de la trayectoria

siguiente: parte del origen y sigue hasta el punto A(0,2) atravesando el semicirculo de ecuacién

X% + y2 =2y, luego llega hasta el punto B(— 2,0) a través del segmento de recta que une estos
dos puntos, y baja a lo largo del segmento de recta que va desde el punto B(— 2, O) hasta el punto
C(O,—l), finalmente regresa al origen por el eje y.

Solucion:
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Observe que jf
X2 +y? =2y o x®+y?-2y=0=x2 +(y-1f =1

Y la trayectoria C es la mostrada en la figura.

El trabajo realizado por el campo l_f es
[F-dr
C

Como la curva C es cerrada, simple, orientada positivamente y suave a trozos; y las funciones

componentes de F tienen derivadas parciales continuas en cualquier conjunto abierto que
contenga a Cy alaregién D acotada por C se puede aplicar el teorema de Green. Entonces

[Fodr=] 2P ga

c DLOX oy
Con

x3 x?2

P(x,y)=7+xy y Q(x,y)=7+4x

Luego,

@—Ez(x+4)—x:4

OX
Por lo tanto,

Edr=i| QP l4a=jada=4f dA= Y PSP I N I LY
(;:F.dr_ﬂ{ ayjdA jg4dA 4£dA 4 A(D) 4[2+2 2:2+3 21} 4[;3} 2(n+6)

10. Use el teorema de Green para probar que .[4y3dx+12xy2dy=0, donde C es cualquier
C
contorno cerrado, simple con orientacion positiva.

Solucion:

Observe que la curva C y las funciones componentes del campo vectorial F dado por

F(x,y)=4y?i+12xy? j satisfacen las hipétesis del teorema de Green, y ademas el campo es
conservativo, ya que
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3 2
olay’)_ype , o2y )10y
oy OX
Luego, por el teorema de Green

[ ] 22207) )

11. Halle el valor de I(X—3y)dx+(2x+ y)dy donde C es la curva frontera de la regién comun
c
interior a las curvas de ecuaciones I =Sen0 y r =c0s0, recorrida en sentido positivo.

Solucion:
Observe que Y
©.1)
2 2 2 S
r=sen0=r°=rsenf=x"+y“ =y g
= 2: 2 2: Io';) - "
r=cosO=r"=rcosf=Xx"+y" =x 77
1 1 V.or
2 2 2 2 2 o’
XT+y =yeoXx +y —y=0x"+|y-—=| == ~ fo
y y y y (y 2) 2 ,'l (;.w it
2, 2 2, 2 1), 2 1 '
X“+y =Xxox +y —-x=0< X—E +y :E

La trayectoria C se muestra en la figura.

Como la curva C es cerrada, simple, orientada positivamente y suave a trozos; y las funciones

componentes de F tienen derivadas parciales continuas en cualquier conjunto abierto que
contenga a Cy a laregidn D acotada por C se puede aplicar el teorema de Green.

Con
P(X,y)=x-3y y Q(X,y)=2x+Yy
Luego,
R_P_, (3-=5
ox oy
Por lo tanto,
~ - wfQ P),, ) 5 5% L, 5
IF-dr_J’J.(&—EJdA_HwA—SHdA—EJ.sen 6d6+EIcos ede_g(n—z)
C D D D 0 n

4
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., . . . ., 2 2 . .
12. Sea R la regién del plano exterior a la circunferencia de ecuacién x“ + Yy =1 e interior a la

. , . 2
circunferencia de ecuacion x? +(y —1)° =1,

a) Grafique la regiéon R.

b) Determine el trabajo realizado campo de fuerzas F dado por

3
E 2 H 2X -
F(x,y)=|5x2 + ¥ - . y 2+In(4+x2)|+ —3y2 4 xy? S+ A |
3 xT+y X4y
sobre un objeto que recorre la curva C en sentido antihorario, si C es la frontera de la region R.

Solucion:

La curva C es cerrada, simple, orientada positivamente y suave a trozos.

Ademas las funciones componentes de F

3
P(x,y)=5x2+y——%+ln(4+x2) y Q(x,y)=—3y2+><y2+—22X >+ 4x
3 X“+y X +y

tienen derivadas parciales continuas en cualquier conjunto abierto que contenga a Cy a la region
R acotada por C.

Luego, por el teorema de Green:

resulta:

AQ(x, y) v oP(x, y)

Al evaluar las derivadas parciales 5
X

Q(x,y) _ 2+—2x2+2y2 oP(x,y) _ 2+—2x2+2y2

2 (x2+y2)2 Y oy (x2+y2)2 e

Luego,
[F-dr = [ 4dA=4A(R)
C R

Al resolver la integral en coordenadas polares, resulta

X2 + y2 =l=>r=1y X2 +(y—1)2 =1l=r=2send

. Vs S5r ,
Las cuales se intersecan en 6 = E y 0= ? épor qué?
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Por lo tanto,

2

JF-dr =[4dA=4A(R)=4-2
C R

oy —N|Y

send
[rdrdé= 4?” +243 (realice los célculos)
1

13. Sean f y g dos funciones reales de clase C* en un conjunto abierto R del plano xy que contiene

a una curva simple y cerrada C, entonces § f Vg-dr=—§ gVf -dr

C (o
Solucion:
Se tiene que:
Vg = g,g y Vi = i,i
X X
por lo tanto,

(¢ D ¢ B g F 4
ng-[fE,ij y gi_(gaigEJ

Sea D es la regidn acotada por C.

Evaluemos primero { f Vg-dr

Sean
;9 _i 99
P(X’y)_fax y Qlx,y)=f
luego,
ap(x’y):_a(fg)_ ﬂg+fﬁ
gy gl &) oy & X
Yy

NMxy)_ o @) (4 &  Fg
X X\ ¥ X § @ &

Por el teorema de Green, se tiene que,
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Evaluemos ahora { gVf -dr.

C
Sean
P(X! ):g% y Q(X'y):g—
Por lo tanto,
aP(x,y)z_a(gij:[a_g i+gﬁJ
¥ AN oy & oy &
y

- 2 2
fgvf-dr= s —-—|dA= 8_gﬂ+gﬂ_8_gi_gﬂ dA
o D ox oy D OX oy OXoy 0oy ox OyOX

E a_g@_a_gq)dA:_JE_a_g&a_g@jdA 2
D OX oy 0Oy OX

De (1) y (2) resulta:
{ fvg-dr=—{ gVf .dr
o C



Problemas propuestos

1. Evalde la integral I(y+ x? arctan(x“))dx + (ese"(zy) —3x)dy .
C
a) Si C consiste del segmento de recta que va del punto P,(0,0) al punto P,(-1,1)y del arco del

circulo de centro C(1,1) y radio 2 que va del punto P,(-1,1) al punto P;(3,1) seguido del
segmento de recta que va del punto P;(3,1)al punto P, (0,0), orientada positivamente.
b) C es la trayectoria que se obtiene al cambiar P, por P;(1,3) en la parte a).

Respuesta: a) —8(1t+l) b) —4n

2. Calcule fzde-iSyzdy, donde C es la circunferencia unitaria recorrida en sentido antihorario.
c

Respuesta: -

3. Evalte la integral I(5+3y3 +Xx%sen (X4 +\/§))dx +(3cos(2y)+9xy2)dy, donde C consiste de los
C
segmentos de recta que van del punto P,(-1,—10) al punto P,(-1,—2), del punto P,(-1,—-2) al

punto P,(-3,—1) del punto P,(-3,-1) al punto P; (-3,—6) y del punto P; (-3,-6) al punto

P, (-1,—10), orientada positivamente.

Respuesta: 0

4. Evalte la integral J.(C'3y+2y2 + X2 COS(X4 +\/§))dx+(3se”‘2y)+4xy)dy, donde C consiste del
c

arco del circulo de centro C(-2,2) y radio 2 que va desde el punto P, (0,2) al punto P,(-2,4)
seguida de los segmentos de recta que van del punto P, (-2,4) al punto P,(—4,2), del punto
P,(-4,2) al punto Py(-2,—-2) y del punto Py(-2,—-2) al punto P, (0,2), orientada

positivamente.

Respuesta: —3[7[ +10]

5.a) Sea C la curva que consta de la parte de la circunferencia de ecuacidn X% + y2 =1 que esta en
el primer cuadrante, seguida por el segmento de recta que va desde el punto P,(0,1) hasta el
punto P,(-1,0), seguido del segmento de recta que va desde el punto P,(—1,0) hasta el punto

P,(1,0) . Calcule j}(dx + ydy, como una integral de linea.
c

b) ¢Es aplicable el teorema de Green para calcular la integral planteada en la parte a)? Justifique
su respuesta. Si la respuesta es afirmativa, verifique el teorema de Green para el caso de la
integral planteada.

Respuestas: a) 0 b) Si es aplicable
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2 2

2

6. Evalte | y > dx+2yarctanxdy, si Ces la graficade x® +y?=1.
cl+x

Respuesta: 0

7. Evalte | (X + y)dx+ (y+ xz)dy, donde C es frontera de la regién del plano comprendida entre
C

las graficas de X* +y> =1y x* +y? =4,
Respuesta: -3x.

En los problemas del 8 al 13 verifique el teorema de Green para el campo vectorial F y la curva
dada.

8. F(x,y)=y%i-x3] y Ces la circunferencia unitaria positivamente orientada.

. 3z
Respuesta: ambas integrales dan 77

9. I_f(x, y)= xyi - 2xy] y C es la curva frontera de la region B definida por

B={(x,y)e R%/1<x<2, 0< ySS}
positivamente orientada.

Respuesta: ambas integrales dan ——

10. I_f(x, y)=e’sen yi +e* Cosyi y C es la curva frontera de la region B definida por
B:{(x,y)eRzlogxgl, 0< ygg}

positivamente orientada.

Respuesta: ambas integrales dan 0

11. E(X, y)= X] y C es la curva frontera de la regién B limitada exteriormente por la grafica de

X’ +y®>=4 e interiormente por las graficas de (x—l)2 +y? =% y (x +1)2 +y? =%,

positivamente orientada.

n
Respuesta: ambas integrales dan 7

12. E(x,y)=(4x_2y)i+(2x+6y)] y C es la elipse de ecuaciones paramétricas X =2cost,
y=sent,con 0<t<2m.

Respuesta: ambas integrales dan 87

-

13. I_f(x,y):(ex+X2)i+(ey—xy2)j y C es la circunferencia de ecuaciones paramétricas
x=5cost, y=5sent, con 0<t<2r.
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625t

Respuesta: ambas integrales dan —T
2X 2y . A
14. Demuestre que I > 5 dx+ 5 > dy=0 para es cualquier trayectoria simple cerrada C
s Xty X°+y

del plano que no encierre al origen, ni pase por el origen.

15. Evalte I(4 x? +1+2yex+y)dx+(26x+3ey)dy, donde C es la curva de ecuacion
C

r =2cos 0 orientada positivamente.
Respuesta: — TT.

16. Evalde I(x2y4—cosx)dx+[%x3y3+33en x+2xjdy, donde C es la curva descrita por
C

r(t)=4costi+9sentj con 0<t<2x.

Respuesta: 12 7.

X
17. Evalte [ | 4senx + dx + (Inly? +2)+3x2 )d
J:( 4+3x2j ( (y ) ) y

Si C es la frontera de la regién R que esta en el primer cuadrante limitada por las curvas de
ecuaciones X° + y2 =h? y x% + y2 =a’, con 0<a<b y los ejes de coordenadas, recorrida en
sentido antihorario.

Respuesta: Z(b3 - a3)

18. Calcule la integral de linea
j(xzex + x4)dx+ (yz + X+ yey)dy
C
Donde C es la curva frontera (recorrida en sentido positivo) de la region encerrada por las graficas

de: |y]<1,0<x<2, x<2-1-y?

T
Respuesta: 4 — £l
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INTEGRALES DE SUPERFICIE

Definiciones, propiedades y teoremas importantes

Definicién 5.1: Dada una funcién vectorial continua I definida en una regién D del plano uv por
F(u,v):(f(u,v),g(u,v),h(u,v)). Entonces el conjunto S de los puntos del espacio, (x,y,z) ,
dondex=f(u,v), y=g(u,v) y z=h(u,v) con (u,v) variando en D, se llama superficie en el
espacio. Las ecuaciones

x="f(u,v), y=g(u,v) y z=h(u,v)

representan una parametrizacién de la superficie, las variables u y v se llaman parametros.

Definicién 5.2: Una superficie S parametrizada por F(U,V) :(f(u,v),g(u,v),h(u,v)) es suave, Si

_  — _ —

las funciones I, y Iy soncontinuasy I, XTI, nuncase anula en el dominio de los pardmetros.

Teorema 5.1: El plano tangente a una superficie suave parametrizada por

F(u,v)=(fu,v),gu,v),hu,v))=f(u,v)i+g@,v) j+h(u,v)k

—

Contiene los vectores I, y I,y Iy xI, eselvector normal al plano tangente.

Definicion 5.3: Si una superficie parametrizada suave S esta descrita por
F(u,v)=(f(u,v),g@u,v),h(u,v))=fU,v)i+g(u,v)j+hu,v)k, Uv)eD

y S se cubre sélo una vez cuando (U,V) varia en D entonces el drea superficial de S es
AS)=1 7o x| da

Teorema 5.2:

i) Si S es la gréfica de una funcidn real de dos variables: z = g(x,y) con (X,y)e D, la cual tiene
derivadas parciales continuas, se tiene que

El area de S esta dada por
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AS)= g\/[%)z +(%]2 +1 dA

ii) Si S es la grafica de una funcion real de dos variables: y =h(x,z) con (x,z)e D, la cual tiene
derivadas parciales continuas, se tiene que

-1 (2] (2] 1

iii) Si S es la grafica de una funcidn real de dos variables: X =W(y,z) con (y,z)e D, la cual tiene
derivadas parciales continuas, se tiene que:

El area de S estd dada por

El area de S estd dada por

A(s):ij \/(%T +[%T +1 dA

Teorema 5. 2: Sea f una funcién continua de tres variables cuyo dominio incluye una superficie S
parametrizada por

F(u,v) =(f(u,v),g(u,v),h(u,v))= f (u,v)i+g(u,v) j+h(u,v)k, con (y,z)e D

—

sif y E son no nulos y no paralelos en el interior de D, entonces
f(x,y,z)dS = f(?(u,v))HExEHdA
S D

Teorema 5.3:

i) Si S es la grafica de una funcion real de dos variables: z=g(x,y) con (x,y)e D, la cual tiene
derivadas parciales continuas, se tiene que

S

i f(x,y,z)ds :gf(x,y,g(x,y))\/(%jz+(%j2+1 dA

ii) Si S es la grafica de una funcién real de dos variables: y = h(x,z) con (X,Z)e D, la cual tiene
derivadas parciales continuas, se tiene que

11 (cy.2)ds = f(x,h(x,z),z)\/(ayjz +(@j2 11 dA

D & oz
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iii) Si S es la gréfica de una funcidén real de dos variables: x =W(y,z) con (y,z)e D, la cual tiene
derivadas parciales continuas, se tiene que

OX 2 OX 2
JSJf(X,y,z)dS:gf(w(y,z),y,z) (EJ +(5j +1 dA

Definicién 5.4: Una superficie S de R’ es orientable, si se puede decidir sin ambigtiedad cual es
cada uno de los lados de la superficie. En cada punto de S hay dos vectores unitarios normales n_{

y n, =—n, . Se dice que S es orientada si es posible escoger un vector unitario normal n en cada

punto de S, de modo que n varia continuamente. La eleccién de n le dd la orientacion a la
superficie S.

e Sila superficie es cerrada, se dice que la orientacidn es positiva si el vector normal unitario

N apunta hacia “fuera”, y se dice que S tiene orientacidn negativa si n apunta hacia
“adentro”.

e SiSno es cerrada decimos que S tiene orientacion positiva si al recorrer la frontera de S de
modo que la superficie quede a nuestra izquierda el vector normal apunta hacia nuestra
cabeza.

Teorema 5.4 :

i) Si S es la grafica de una funcién de dos variables: z=g(x,y) con (x,y)eD, la cual tiene

derivadas parciales continuas, podemos considerar a S como la grafica de la superficie de nivel
f(x,y,2)=z-9(x,y)=0 para hallar asi el vector normal unitario. Entonces un vector normal

unitario es:

vi(x,y.2) _ !
VRO YD | g0 )2 +(oy (x P +1

n= Loyt yi-gy . i+

En este caso, dado que la componente k es positiva, el vector unitario indica la orientacion
positiva de la superficie.

El otro vector normal unitario es —n y apunta hacia la orientacion negativa de la superficie.

ii) Si S es la grafica de una funcién de dos variables: Y =h(X,z) con (X,z)eD, la cual tiene

derivadas parciales continuas, podemos considerar a S como la grafica de la superficie de nivel
f(X,y,2)=y—h(x,z) =0para hallar asi el vector normal unitario. Entonces un vector normal

unitario es:

Vi(x,y,z) 1

o _
VIO Dl | iy (x,2) #1240 (¢ ,2)

> (—hx(x,Z)iﬁ—hz(x,z)E)
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En este caso, dado que la componente j es positiva el vector unitario apunta en la direccion

positiva del eje y. El otro vector normal unitario es “n y apunta en la direccién negativa del eje y.

iii) Si S es la grafica de una funcidon de dos variables: x=w(y,z) con (y,z)eD, la cual tiene

derivadas parciales continuas, podemos considerar a S como la grafica de la superficie de nivel
f(x,y,2)=x—w(y,z)=0para hallar asi el vector normal unitario. Entonces un vector normal

unitario es:

Vi(x.y,2) _ 1
(VR Dl | i (wy (x, 20 P+ (w, (x, 2))

- (i-w, (v 27w (y.2)F)

En este caso, dado que la componente i es positiva el vector unitario apunta en la direccidon

positiva del eje x. El otro vector normal unitario es —n y apunta en la direccidn negativa del eje x.

Definicion 5.3: Sea F un campo vectorial continuo cuyo dominio contiene una superficie S

orientada, entonces la integral de superficie de F sobre S se define como:
JfE(x,y,z)-dgz ﬂE(X, y,z)-ﬁdS
S S
donde n es el vector normal unitario a la superficie. Esta integral se llama también flujo de F a
través de S.
Teorema 5.5 :

i) Si S es la grafica de una funcion de dos variables: z=g(X,y) con (X,Y)eD,la cual tiene
derivadas parciales continuas, se tiene que

Vi(x,Y,2)

IE(X,y,2)-dS = [F(X,y,2)-ndS = [F(X,y,2) ——rd2 )
J (x,y,2) ! (x,y,2) ! |Vf(x,y,z)|

Y segun sea la orientacion de la superficie S:

FO, Y, 900 1) 0 (6, YD1 = gy (x, )G +K ) A
o)
1F(x.y,2)-03 =gF(x,y,g(x,y))-(gx(x,y)i+gy(x,y)j—k)dA

ijE(x,y,z)-dgz |

O=

ii) Si S es la grafica de una funcién de dos variables: y=h(x,z) con (X,z)eD, la cual tiene
derivadas parciales continuas, se tiene que
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Vi(x,Y,2)

Ex, ,z-d§=ﬂl_f X, ,z-ﬁdS:ﬂE(x,y,z)-—
ISJ (x,y,2) ! (x,y,2) ! VE(x,y.2)]

Y segun sea la orientacidon de la superficie S:

1F(x,y,2)-dS = [F(x,h(x,2),2)- [-hy (x, 2)i + =, (x, )k dA
S D
6

1F(x,y,2)-dS = [F(x,h(x,2),2)- [hy (x, 2)i -+, (x, 2)Kk) dA
S D

iii) Si S es la grafica de una funcién de dos variables: x=w(y,z) con (y,z)eD, la cual tiene
derivadas parciales continuas, se tiene que

= r R ~ = VE(x,y,2)
[F(x,y,z)-dS=JF(x,y,z)-ndS=[F(X,y,2)
5 S S |VE(x,y,2)|
Y segun sea la orientacidon de la superficie S:

ijE(x,y,z)~d§ =gl_f(w(y,z),y,z)-(i—wy(y,z)]—wz(y,z)ﬁ)dA
6
IF(x.y,2)-d3 =gF(W(y,z),y,z)-(—i+wy(y,z)j+wz(y,z)k)dA
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Problemas resueltos

1. Halle la ecuacién cartesiana e identifique la superficie S descrita por

ru,v)=(u-+v,4-v1+2u+4v)
Solucion:

Observe que

X=U+V y=4-v y z=1+2u+4v
De donde
4—v=y v=4-y
-
Uu+v=x U=x+y-4
Por lo tanto,

z=1+2u+4v=2=1+2(x+y—-4)+44-y)=2=2x-2y+9
En consecuencia S es el plano de ecuaciéon Z=2X-2y+9.

2. Halle unas ecuaciones paramétricas en términos de u y v de la esfera de ecuacién

X2 + y2 +2%2=36
Solucion:

Sean
X=6cosusenv y=6sen usenv z=6c0sv con 0<u<2n y O<v<nm

Observe que
x? +y? + 2% =36c0s” usen®v + 36senusen?v + 36¢0s’ v = 365en2v(coszu +sen 2u)+ 36c0s” v

=36sen?v +36¢0s’ v=36

3. Sea S la superficie mostrada en la figura. Si S es descrita por

r(u,v)=(u—v,u+v,uv) y D el disco unitario en el plano uv. Halle el

area de F(D).

Solucion:

— —

T, =i+]+vE y TV=—i+]+uE

88



Luego,

_ —

T, xT, =(U=V)i+(=v—u)j+2k

T xT, | =y (u=v) +(-v-u) +4=+2u +2v> + 4

En consecuencia
, - 271 T
Areade(r(D)):jj\/ZU2 +2v2+4 dA= ] [V2r?+4 rdrdH:E(G\/a—S)
D 00
4. Calcule el drea total de la superficie del sélido acotado por sus intersecciones con las superficies
cuyas ecuaciones son X% + y2 =4,7=0y z=4.
Solucion:
Sean S, la superficie inferior, S, la superficie superior y sea S; la superficie lateral.

a) S; es la superficie de ecuacién z=0 con (x, y)e D,, donde D; es la proyeccion de S; en el plano
Xy.

ds =\/(@T +(%j2 +1dA=dA=> A(S, )= [[ dA= A(D, )= 4n

b) S, es la superficie de ecuacion z=4 con (x, y)e D,, donde D, es la proyeccién de S,

ds =\/(%)2 +[%)2 +1dA=dA= A(S, )= [[ dA= A(D,)=4x

X

c) La superficie lateral puede ser descrita por

r(0,2)=(2cos0,25en0,z), con 0<0<2n y 0<z<4
ﬂz—ZSenei+2cosei y Tj:ﬁ
Luego,

ﬁxf:2cosei+23en9]: HT:xT_; =2

En consecuencia,

A(S3):Ij2d9dz:2Tjd9d2:16n
Dy 00

Por lo tanto, el area total es
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A(S)=4n+4n+16n = 24

5. Resuelva el problema anterior, sustituyendo la superficie superior por el plano de ecuacidn
Z=2+X.

Solucion:

El area de la superficie lateral, en este caso, la superficie viene descrita por

r(0,2)=(2c0s0,25en0,z), con 0<O<2m y 0<z<2+2c0s0
Luego,
27w 2+2cosé

AS;)= jj2d¢9dz—2j jdde 2](2+200549)d49 8n

D;

Si S, es la superficie de ecuacién z=2+ X con (x, y)e D,, donde D, es la proyeccién de S, se tiene
que

ds = \/(23 +(%j +1dA=~2dA = A(S, fﬂdA A(D,)=42n

Y el area total es

AS)=4m+ 42 +87 =12+ 42 )7 = 4n(3+2)

6. Halle el drea de la parte del plano de ecuacién X+Y+Z=1 que se encuentra dentro del

cilindro de ecuacién X2 + y2 =4,

Solucion:

Observe que S es la porcion del plano de ecuacion X+Yy+2z =1,

.-

que queda dentro del cilindro de ecuacidn x% + y2 =4. la
grafica de la superficie S se muestra en la figura.

Si se considera a S como la grafica de z= f(x, y)=1—x—y
con (X, y)e D, donde D es la region del plano xy limitada por

. . ., 2 2
la circunferencia de ecuacion X+ y° =4, la cual se muestra ————— CER(ER =R oAl
en la figura.
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Se tiene que:

AS)=[[J(-1)? +(-1)* +1dA=V3[[ dA= V3 A(D)= 43

7. Halle el area de la parte de la superficie de ecuacidon X= 2y2 +27° gue se encuentra dentro del

cilindro de ecuacién y* +z% =9.

Solucion:

La grafica de la superficie S se muestra en la figura.

En este caso, S es la graficade X= g(y, z):2y2 +2° con (y,z)e D,
donde D es la region del plano yz limitada por la grafica de la
circunferencia de ecuacion y2 +2° =9, la cual se muestra en la

figura.

Se tiene entonces que:

A(S)=[[y/(4y) +(4z) +1 dA= ch)n ir,/mr2 +1 drdo= 2—’1[(145)2 —1J

D

. . . .z 2 2 .
8. Halle el 4rea de la superficie de ecuacion Z=4—-X“—Yy° comprendida entre los planos de

ecuaciones =0, Xx=0y J§y—3x:0,

Solucion:

2 2 L . . .
Observe que Z=4-X"—-Y° es la ecuacién de un paraboloide que abre hacia abajo cuya

proyeccion en el plano xy se muestra en la figura.
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Como

«/§y—3x=0:>y=«/§x

En coordenadas polares

I|
y=\/§x:>tan0=\/§:>9=% N N 7

Se tiene entonces que

AS)=[1/4x* +4y? +1 dA=
D

w|y—N|3

2 3
fryl+4r? drdo= 1((17)2 —1j
0 72

1
9. Calcule J‘Iﬁds donde S es la parte del paraboloide de ecuacién X=4— y2 —2? , que se
SAY +2

encuentra frente al plano yz

Solucion:
Observe que se debe resolver la integral de superficie del

1

Donde S es la superficie que se muestra en la figura.

campo escalar f(x,y,z)z sobre la superficie S.

En este caso, S es la grafica de X= g(y,z)=4— y? —2% con
(y,z)e D, donde D es la regién del plano yz limitada por la

/e . . .2 2 2
grafica de la circunferencia de ecuacién Y“ +2° =4, la cual se
muestra en la figura.

Se tiene que:
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En coordenadas polares, la integral planteada es igual a:

}de

2n 2
I=jIV1+4r drde_J' [Zr\/1+4r +In‘2r+ 1+ 4r?
00

!ﬂ[ —In‘4+x/_” 2[4\/ﬁ_|n(_4+\/ﬁ)]

10. Evalde IIEdg, donde E(X,y,z)=3yi+X]+ZE. Si S es la parte del plano de ecuacidn
S

2 .
2X+ y+§ z =4 que se encuentra en el primer octante.

Solucion:

La grafica de la superficie sobre la cual se integra S se
muestra en la figura.

Observe que el vector normal al plano tiene su

componente j positiva.

Observe que se puede considerar a S como la grafica de

y:h(x,z):—2x—§z+4 con (x,z)eD, donde D es la

2
region del plano xz limitado por 2X+§Z:4, x=0 vy

z=0, la cual se observa en la figura.

El vector normal a dicha superficie es:

1

Y0, (6,2))? +1+(h, (x , 2))? (

n=

o= 2=
2i+ j+=Kk
3
En consecuencia,

ﬂE-d§=ﬂE(x,y,z)-ﬁdS= ﬂE(x,h(x,z),z)-(—hx(x,z)i+]—hz(x,z)E)dA
S

'[5[( (4 2X——ZJI+XJ+ij (2I+j+ k] dA= H( 4_%2 11xjdA
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o'—.N

6-3x
j (24 11x—9zJ dz dx = 60
) 3

11. Calcule el flujo del campo vectorial F dado porF(X,y,z)=Yy j—zk, a través de la superficie

cerrada formada por el paraboloide de ecuacién Yy = X% + 22, 0<y<1,yeldisco 0< x% +2z2%2<1,
y=1.

Solucion:

En este ejercicio se debe evaluar la integral de superficie del

campo vectorial F sobre la superficie S, es decir, debemos

calcular H F(x,y,z)-dS
s o
Sobre la superficie S se muestra en la figura. in

En este caso S es la unidon de dos superficies S; y S,.

a) Sea S, la parte del paraboloide Y = x> +2% con 0< y<1.S,
se puede considerar como la gréfica de y =h(x, z) = x? +z? B
con (x,z)e D, donde D es la region del plano xz limitado por

x? + 2% =1, la cual se observa en la figura. o e

Observe que el vector normal al paraboloide tiene su

componente | negativa, entonces que el vector normal a dicha
superficie es:

n 1 i -
"= 2xi—j+2zk
\/(hx(x, 7))’ +1+(h, (x ,2))? ( + )

J]F .dS = HF(X y,2)- nds = ﬁ F(x,h(x,2),2)- (h (x, z)| j+h (x, z)k)

Sy J‘J‘( +2° —Zk)(ZXI—j-i—ZZk)dA ”x +3z )dA

La integral planteada se puede resolver aplicando coordenadas polares,

- J'B[ (x2 + 32 1? '1. r2cos®0 + 3r?sen” 0 )r drdo = —%1? (0052 0 +3sen29)de =
—%Mﬂ:—
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b) Sea S, el disco definido por 0< x? +z2 <1, y=1
Observe que el vector normal al disco es j, entonces que

[[F-as- 0(Jy-zk)-(7)da= ® dA=A(D)=n

En consecuencia

IjE(x,y,z)~d§=ﬁE-d§+ HE.o@:o
S, S,

S

12. Evalte .UF'dS , donde E(X, y,Z):Xi+yj+ZE, si S es la parte de la esfera de ecuacién
S

2 2 2 2 . . . . s .
X" +Yy"+Z"=a", que esta en el primer octante, en direcciéon de la normal apuntando hacia
arriba.

Soluciodn:

La grafica de la superficie S se muestra en la figura

Observe que se puede considerar a S como la gréfica de v
z=9g(x,y)=+ya?—-x?>—-y? con (X,y)eD, donde Des la "’
region del plano xy que esta en primer cuadrante limitada s

2 2 2 .
por X“+Y“=a" y los ejes de coordenadas, la cual se
observa en la figura.

Observe que el vector normal al cono apunta hacia arriba,

luego su componente k es positiva, se tiene entonces que
el vector normal a dicha superficie es:
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. 1 ( . ~ *)
n= —0,(X,y)i-g,(x,y) j+k
Y, 009 + (o, 0y +1 y

n- X i Y j+k

+
Yo, 2 +g, 0 DF +1 Wa? xF —y? V2P —x -y

HE~d§=HE(x,y,z)~ﬁdS= HE(X,y,g(x,y))-(—gx(x,y)i—gy(x,y)i+ﬁ)dA
S D

S

v 2 _ 22y X H y i
=||[xi+yj+ya”—x"-y k)- i ik | da
J;__‘!( ’\/aZ_XZ_yZ \/a2_X2_y2
T n a .
2 G 2 2 3
:J‘ a? dA:aZJ.J. r drd9=32f|:— /az_rz} _ aSTdG:M
. a? —x% _y? 5 % a?_r? 0 X : 5

13. Calcule el flujo del campo vectorial F dado por F(X,Y,z) =—K, através del cono de ecuacién

2 2 . .z .
z=4x% +y?, X“ +Yy° <1, en direccién a la normal exterior.
Solucion:

En este ejercicio se debe evaluar la integral de superficie del

campo vectorial F(X,Y,z)=—Kk sobre la superficie S, es decir,

se pide calcular H F(x,y,z)-dS . La grafica de la superficie S
S

se muestra en la figura.

Observe que se puede considerar a S como la grafica de
z=0g(x,y)=+/x?+y? con (X,y)eD, donde D es la regién
del plano xy limitado por la circunferencia de ecuacién
X + y2 =1, la cual se observa en la figura.

En este caso, que el vector normal al cono n apunta hacia

abajo, luego su componente k es negativa, se tiene entonces
que el vector normal a dicha superficie es:

|10
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- 1 . -
n= g, (X, y)i+g,(x,y) j—k
J@ ) +g, (L yf +1 | e )

Al evaluar las derivadas parciales resulta:

- 1 XYk

\/(gx(x,z))z +(gy(x D)1 (W y? X ay?

Por lo tanto,

ﬂF s = HF(X y,2)-nds = ﬂF(x y,9(x,y))- (9 (X, Vi+g,(x,y)j- k)

-k dA:H dA=A(D) ==

T
'U( ) \/x +y? \/x2+y2J

14. Evalte Hl_fdg, donde F(X,Yy,z)=y? j—yzk, en direccién de la normal exterior. Si S es la
S

parte del cilindro parabdlico de ecuacién X = y2, —1<y<1, cortada por los planos z=0y z=1.

Solucion:

La grafica de la superficie sobre la cual se integra S se
muestra en la figura.

Observe que se puede considerar a S como la grafica de K
x=w(y,z)= y2 con (Y,2)eD, donde D es la regién del
plano yz limitada por y=-1, y=1, z=0vy z=1, lacual se
muestra en la figura.

Por lo tanto, el vector normal n a dicha superficie es:

1
\/l—i-(Wy (X, z))2 +(w, (x ,2))

S
I

(i—2y])
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Por lo tanto,

JIF-65 = [[F(x,y,2)ndS = [[F iy, 2, y,2)-(i-wy (y. 0w, (v, 2)k) 0
s S D

=£(y2]— yzk) (i—2])dA=£(—2y3)dA=—2i Jy®dydz=0

-1

15. Sea F el campo vectorial definido por F(X,y,z)=Xi+2y j+z?k y sea S la porcién del
plano de ecuacion 2x+Yy+z =1 que estd en el primer octante. Se sabe que

ﬂE(X’V'Z)'d§=Hf(x,y,g(x,y)) dA

s
Determine la funcién f y la regién D.
Solucion:

Observe que podemos considerar a S como la grafica de z=9(X,y)=1-2x-Yy con (x,y)eD,
donde D es la region del plano xy limitado por Xx=0, y=0y 2x+y=1.

Observe que el vector normal al plano apunta hacia arriba, luego su componente k es positiva, se
tiene entonces que el vector normal a dicha superficie es:

- 1 ( . - *)
n= _gx(x!y)l_g (va)J+k
J@, 06 ) +Hg, (L y)P +1 y

- 1 L
) 2i+ j+k
n \/(g><(x’z))2 +(gy(x ,Z))2 +1 ( )

De donde,

_[J'E-dgzﬂ.f(x,y,z)-ﬁds = _UE(X,y,g(x,y))-(—gx(x,y)i—gy(x,y)]+ﬁ)dA
S S D

Por lo tanto

f(x,y,z)= (xi+2y]+(1—2x—y)2 E)-(zi+]+E)=2x+2y+(1—2x—y)2
=4x% +y? +4xy —2x+1
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16. Una lamina tiene la forma de un cono truncado de ecuacién

z=+x?+y? ,situada entre los planos de ecuaciones z=4y z=9.
Si se sabe que en cada punto de la lamina la densidad de masa de la

A A 2
G0 A
: dﬁhﬂm‘%&ﬁ
W oo

_— 2
lamina es 0(X,Y,Z)=X"Z, halle su masa

La masa de una superficie S viene dada por la integral

M =II6(x,y,z)dS

Como
a___x , 2.y
OX x2 4 yz oy /Xz N yz
Se tiene que
X2 y2
dS= |55 + 5 +1dA=2dA
X°+y X“+y

Luego, la masa es

M =2 @a(x,y, 2dS=+2 @x’zdA=+/2 &x* /X +y dA=+/26 or’ cos® g xdr dg=11605,/2 p

e 2 2 o2 2
17. Una [dmina tiene la forma de una esfera de ecuacién X" + Y~ +Z" =a". Si se sabe que en cada
punto de la Idmina la densidad de masa de la ldamina (X, Yy z) esigual a la distancia que hay entre

ese punto y el plano xy, pruebe que la masa de la laminaes M =2na®.
Solucion:

Consideremos la parte superior de la esfera, como se
muestra en la figura.

La masa de una superficie S viene dada por la integral

M =jj8(x,y,z)d8
S

Luego,

M= 2ﬂ6(x, y,z)dS
S

Como
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5(X-va)=d(P(X.y,Z),PO(X,y,O):\/z_2:|z|:z, yaque z>0

Sabemos que

De manera que

Por otra parte,

2 2 2 ?
dS:\/[@j +(@J 1= | —=X ] —=Y | 114dA
X oy a? —x% —y? a? —x? —y2

ds=——2  ga=24da

/az_xz_yz z

Luego, la masa es
M :2]]5(x,y,z)dszzﬂzds=2ﬂz3dA
S s R Z

Donde R es la proyeccion de S sobre el plano xy.

En consecuencia,

M =2jRjz%dA:zajRjolA:2aA(R)=2a-na2 _2a%n
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Problemas propuestos

En los problemas del 1 al 3 halle la ecuacién cartesiana e identifique la superficie S de ecuaciones
paramétricas dadas.

1. X=U, y=v, z=vu?+v? con u>0,v>0
2. x=U, y=u?+v?, z=v
3. Xx=cosu, y=senu, z=V, 0<u<2n

Respuestas :1) Parte superior del cono de ecuaciéon Z = \/ X2 + y2 que estd en el primer octante.
2) Paraboloide circular de ecuacién y = x2 + 22 Y que estd por encima del plano xz.

3) Superficie cilindrica que se extiende paralela al eje z, de ecuacion X2 + y2 =1.

En los problemas del 4 al 7 halle unas ecuaciones paramétricas en término de u y v de la superficie
de ecuaciones cartesiana dadas.

4.37-x+4y=3 5. 4=x*+y?, 1<7<4
6. z=4x?+y?,6 1<2<2 7.2x+z=1, 0<y<1
u 4
Respuestas:4) X=U, y=V, z=§—§v+1 5) X=2C0SU, y=2%enu, z=V, 0<u<2m,1<v<4
6) X=U, y=v, z=vu?+v?, 1<u?+v?<4 7 x=u, y=v, z=1-2u, 0<v<1
8. Halle el area de la superficie que consta de la porcién del cono de ecuaciones paramétricas
X=ucosv, y=usenv, Zz=U con 0<u<my OSVSg

2 3
Respuesta: Tﬂ

. . L 2, .2
9. Halle el area de la parte del paraboloide de ecuaciéon Y =X" +Z° que se encuentra dentro del
cilindro de ecuacién x* +z%=9.

37 -1
Respuesta: T

10. Demuestre que el 4rea de la superficie de una esfera de radio R es 4nR?.

11. Calcule el area total de la superficie del sélido acotado por por las superficies de ecuaciones
x2+y?=1,72=0y z=x+2.

Respuesta: (5 + \/E)ﬂ

12. Encuentre el area de la porcién del paraboloide hiperbdlico de ecuacion z=Xxy que se
encuentra dentro del cilindro de ecuacion x? +y2 =9.
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2n 3
Respuesta: ? 102 -1

, .. .2 2 2 . .
13. Halle el 4rea de la superficie de ecuacién Y=X"+1Z", que se encuentra a la izquierda del
plano y=4.

Respuesta: g(l?x/ﬁ—l)

14. Halle el area de la superficie definida por X+ Yy+2z =1, con 2x2 + y2 <1.

3
Respuesta: | = T
2

15. Halle el area de las porciones de la esfera unitaria que se encuentran dentro del cilindro de
2 2
ecuacién X~ +Yy =X,

Respuesta: 27

16. Calcule nyzdS donde S es la parte del plano de ecuacion X+Yy+z=1 en el primer
S

cuadrante.

3
Respuesta: —
20

17. Calcule H(x+ y)dS donde S es la parte del plano de ecuacién 2x+3y+z2=6 en el primer
S

octante.
Respuesta: 3@

18. Calcule || (yzx + zzx)dS donde S es la semiesfera de ecuacién X° +y° +2° =4, x>0.
S

Respuesta: 167

19. Evalde || x?, donde S es la mitad superior de la esfera de ecuacién X2 + y2 +2°=8
S

128

Respuesta: —— TT
3

20. Calcule [[ XdS donde S es la parte del plano de ecuacién X+ y+2 =1, en el primer octante.
3

Respuesta: —
6
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21. Calcule [je*(z—3x)dS donde S es la superficie de ecuacion z=3x+4y, con 0<x<2,
S

0<y<2.
Respuesta: 8\/2_6 (62 —1)

22. Calcule jj dS donde S es la parte del paraboloide de ecuacidon x=4—y2 —22, que

1
S y?+122
se encuentra frente al plano yz.

Respuesta: 2[45-{_ In(4+\/ﬁ>]

23. Calcule [[ XdS donde S es la porcidn del plano de ecuacién Z =X, cuya proyeccién en el plano
S

xy es el conjunto {(X,y)eRz/—lSXSl y —1£y§1},

Respuesta: 0

24. Calcule jsz dS donde S es la parte del plano de ecuacién Z =X, interior al cilindro de
S

ecuacion x? +y% =1,

Respuesta: — Tt
4

25. Calcule [f x?dS donde S es la parte del cono de ecuacién 22 =x*+ y2, entre los planos de
S

ecuaciones z=1y z=2.

15142
4

Respuesta:

26. Calcule [ xzdS donde S es la parte del plano de ecuacidon z =X+3, que se encuentra dentro
S

del cilindro de ecuacion x2 +y? =1.
J2

Respuesta: — 7T
4

Si la densidad de masa (X, Y,Z) de una superficie S es conocida, entonces la masa total de S
viene dada por

M(S)=[d(x,y,z2)dS
S
Las coordenadas del centro de masa de S son:

Xy = M(S)jijES(x ,Y,2)dS Yu = M(S)jjyé‘)(x ,Y,2)dS  z,, = M(S)ISJZB(X ,Y,2)dS
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Las coordenadas del centroide de S son:

1 1 1
XC ngx dS yczmgy dS ZC ngz dS

Los momentos de inercia con respecto a los ejes son:

., :ﬂ(y2+22)8(x,y,z)d8 ly :jj(x2+22)6(x,y,z)d8 l, :jj(xz +y2)6(x,y,z)d8
S S S

27. Una superficie S tiene la forma de de un hemisferio z=+/R? —x? —y? con 0< x* +y? <R%.

La densidad de masa para en todo punto P(X,Yy,z) €S esta dada por d(X,Y,2) = X2 + y2 . Halle:
a) la masa total de S b) las coordenadas del centro de masa.

4
Respuesta: a) §7ZR4 b) Xy = Ym = Im =0

28. Halle el momento de inercia alrededor del eje y de la superficie S definida sobre el cono de
ecuacidn z=+/x? + y? que esté dentro de la esfera de ecuacién X% + y2 +2%2=6z. Suponga que
la densidad de masa es d(X,Y,z) =1

2432
4

Respuesta: T

29. Evalte [[ F-ndS, donde I_f(x, y,2)= Xi + y] + 2k y n es el vector normal unitario a la mitad
s

. Soy2 02 2
superior de la esfera de ecuacién X“ +Yy° +2° =8,

Respuesta: 32\/5 T

30. Determine el flujo del campo F(X,y,z)=Xi+Yy]+zKk a través de la parte del plano de
ecuacion 2x+3y+z=6 contenida en el primer octante.

Respuesta: 18

31. Evalte IJE-dg, donde E(x,y,z)z—i—]—ﬁ, si S es la parte del plano de ecuacién
S

X+Yy+2z=1, que estd en el primer octante, en direccién de la normal apuntando hacia arriba.
3

Respuesta: — —
2

32. Calcule el flujo del campo vectorial F(X,y,2)=xi+Yy j+2*K, a través del cono de ecuacién

2 2 o .
z=+/x?+y?, X" +Yy° <1, endireccién de la normal apuntando hacia afuera.

T
Respuesta: —
3

104




33. Calcule el flujo del campo vectorial E(x,y,z)=y]—zE, a través de la superficie cerrada

formada por el paraboloide de ecuacidn y=X2 +22, 0<y<1, y el disco determinado por
0<x?+2z%<1, y=1.

Respuesta: 0

34. Halle el flujo del campo eléctrico E(X,Yy,z)=2xi+2y j+2zk a través de la semiesfera de
ecuacion x? +y? +z2 =1 con >0, en direccién de la normal apuntando hacia arriba. Res. 47

35. Halle IjE~d§ , donde F(X,y,z)=x%i+y? j+z°K a través de la parte del cono de ecuacién
s

7% =x? +y2 donde 1<z<2, con H-E>0.
157

Respuesta: —
2

36. Evalle jjl_f-dg, donde F(X,y,zZ)=Xi—Yy ], si S es la parte de la esfera de ecuacién
S

2 2 2 2 . . . . s .
X" +Yy"+Z"=a", que esta en el primer octante, en direcciéon de la normal apuntando hacia
arriba.

Respuesta: 0
37. Evalle ﬂE-dg , donde F(x,y,z)=y2%i+zj—xk, si S es la parte del cilindro de ecuacién
s

y2 =1-X, que esta entre los planos de ecuaciones Z=0y Z=X,con x>0y n-i>0

4
Respuesta: —

38. Evalle 'UVX F-dS, donde E(X, y,2)= yi + Z]+ xK , si S es la porcién del paraboloide de
S

. 2 2 2 > T
ecuacién Z=1-X"-Yy“ conz>0y n-k>0

Respuesta: —TT

Si T(X,Y,2) eslatemperatura en un punto (X,Y,z)eW c RS, donde W es alguna region del

or or or
espacio, y T es una funcion C', se tiene que VT(x,y,2)= [&EEJ representa el gradiente

de la temperatura y el calor que fluye en la direccion del campo vectorial F dado por

E(x,y,z)z—kVT(x,y,z)

Donde k es una constante positiva y
[[F-ds
s

Es la tasa de flujo total de calor a través de la superficie S.
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39. La temperatura T en un punto P(X,Yy,z) de una bola cuya conductividad k es inversamente
proporcional a la distancia que hay desde el centro de la bola hasta el punto P, es decir,
c

T(X,Y,2)=—m———.
X2 +y? 422

a con centro el centro de la bolaes T(X,Y,z)=4nkc.

Demuestre que el flujo de calor ¢, a través de una esfera S de radio
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TEOREMAS DE STOKES Y GAUSS

Definiciones, propiedades y teoremas importantes

Definicién 6.1: Si E(X, Yy, Z): P(X, Yy, Z)I +Q(X, y,z)] + R(X, Y, Z)E define un campo vectorial en

R®, si existen las derivadas parciales de las funciones P, Q y R, entonces el rotacional de F es un
campo vectorial en R?, definido por

VxEorotE o[ R_R n(ﬁﬂjp Q_oPiy
oy oz 0z OX ox oy

Teorema 6.1: Si f es una funcién real de tres variables que tiene derivadas parciales continuas de

segundo orden, entonces I’Ot(Vf (x,vy, Z))=6.

Definicién 6.2: Si E(X, Yy, Z): P(x,y, Z)I +Q(X, y,z)] +R(x,y, Z)E define un campo vectorial en
R?, si existen las derivadas parciales Z—P, @y @, entonces la divergencia de F es una funcién
X

oy oz

real de tres variables, definido por

V-EzdivE=E+@+@
ox oy oz

Teorema 6.2: Si l_f(x,y,z)z P(x, y,z)i+Q(X,y,Z)j+R(X,y,Z)E define un campo vectorial en
R? si las funciones P, Q y R tienen derivadas parciales continuas de segundo orden, entonces
div rotF =0.

Teorema 6.3: (Teorema de Stokes) Sea S una superficie suave a trozos y orientada, que esta

limitada por una curva frontera C, cerrada, suave a trozos y positivamente orientada. Sea F un
campo vectorial cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales continuas en una region
abierta de R® que contiene a S, entonces:

JF-dr =[[rot F-dS = [ VxF -dS
c S S

Teorema 6.4: (Teorema de la divergencia o de Gauss) Sea E una region simple, sélida cuya

superficie frontera S tiene una orientacion positiva. Sea F un campo vectorial cuyas funciones
componentes tienen derivadas parciales continuas en una regién abierta de R® que contiene a S,
entonces:

[F(x,y,2)-dS = [[[divF dV = [[[V-F dv
S E E
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Problemas resueltos

1. En mecdnica de fluidos, se dice que un fluido es irrotacional si el campo vectorial F que genera

el flujo del fluido es tal que V x F =0. Halle las constantes a, b y ¢ de forma tal que el campo
vectorial definido por

I_f(x,y,z):(x2 +ay+4z)i+(2x—3y+bz)]+(cx—y+22)E

sea irrotacional.

Solucion:
i j k
VxF = 9 o 9 =(-1-bli+(d-c)j+(2-ak
OX oy oz
X’ +ay+4z 2x-3y+bz cx—y+2z
Luego,

— -

VxF=0oa=2 b=-1 c=4

2. Se dice que un campo vectorial F es solenoidal si V- F =0. Halle la constante g de forma tal
gue el campo vectorial definido por

E(x,y,z):;q(xﬁyiﬂﬁ), con (x,y,2)=(0,0,0)
(x2 +y2+z%)2
solenoidal.

Solucion:

Evaluemos la derivada parcial con respecto a x de la primera componente del campo:

X
0 (X2 + y2 + 22)g ()(2 + y2 +22)% _X‘%(Xz " y2 +22)%_1'2X
ox B (X2+y2+zz)q =

a

(x2 +y? + 22)% —qxz(x2 +y? +22)2(x2 +y? + 22)71

(x2 +y?+ ZZ)q

Por analogia:
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q a

(x2 +y? +22)% ~ (x2 +y?+ 22)5 —qy"'(x2 +y?+ 22)2(x2 +y?+ 22)71

oy (x2 +y? +22)q
5 z
(x2+y2+22)% ) (x2+y2+22)%—q22(x2+y2+22)%(x2+y2+22)71
0z B (Xz +y2+22)q
Luego,
o (x2 +y2+ 22)2[3—q(x2 +y? Jrzz)fl(x2 +y? +22)} . (Xz ry? s 22)%[3—q]
(x2+y2+zz)q (x2+y2+22)q
De donde,

V-F=0c3-q=0cq=3

3. Sea F(x,y,z)=3yi+4xj+k. HaIIe'[F-dl’, donde C es la curva de interseccion del
c
paraboloide de ecuacién z=4—-x?—y? con z>0, con el plano xy orientada positivamente.

Solucion:

La superficie S es la parte del paraboloide mostrado
en la figura, el cual interseca al plano xy en la
circunferencia de ecuacién

x?+y*=4
Como se observa en la figura, C es una cuerva simple,
cerrada, suave y positivamente orientada
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Ademds las componentes del campo F: "
Fi(X,y,2)=3y, F(x,y,2)=4x y F(x,y,z)=1

admiten derivadas parciales continuas en cualquier
conjunto abierto que contenga a S. /\
Luego, por el teorema de Stokes: k-/

jE-dF =ﬂvXE-d§
C S

Como la superficie S es la grafica de g(X,Y) =4-x? —y2 con (X, y)e D, donde D es el circulo
centrado en el origen de radio 2, se tiene que el vector normal a la superficie es:

- 1 ( > - -’)
n= -0, (x,y)i-g,(x,y)j+k
V@, 0 +(g, () +1 y

n= L (2xi+2y]+ﬁ)
J@, 0,0+, (x ) +1

Calculemos ahora el rotor del campo:

VxF =k
Tenemos entonces que:

HVXE-dg = ﬂVxE(x, y,z)-ﬁdS = 'UVXE(X, y,g(x, y))-(—gx(x, y)i—gy(x, y)]+ﬁ) dA
S S D
=ij-(2xi+2y]+E)dA=ﬂ dA=A(D)=4x
D D
4. Verifique el teorema de Stokes para el campo F dado por E(x, y,zZ)= yzi+xz]+xyE y la

superficie S es la parte de la esfera de ecuacion x? +y? +z? =4 que se encuentra dentro del

cilindro de ecuacién x? +y? =1y por encima del plano xy.

Solucion:

Se debe verificar:
jE-dF :ﬂvXE-o@
C s

Donde C es la curva frontera de S orientada positivamente.
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i) Calculemos IF -dr
c

La ecuacién de la curva C se obtiene intersecando ambas superficies:
Al sustituir x> +y? =1en x? +y? + 22 =4, resulta 1+22 =4=2=1/3 (z>0)

Por lo tanto, unas ecuaciones paramétricas de la curva C son X=cost, x=sent, Z=\/§ con
0<t<2m.

Observe que la curva C es la circunferencia de centro (0,0,\/5) y radio 1 ubicada en el plano de

ecuacion Z= \/§ .
Se tiene que

dx=-sentdt dy=costdt dz=0

Al aplicar la definicion de integral de linea, se obtiene:

i (cos? t —sen?t)dt
0

IE-dF :J.yzdx+ xzdy + xydz = ﬁ"(—\/§sen2t+\/§cos2 t)dt =3
C C
_ 3 Foos(2t)dt = @ fsen (20" =0
0

ii) Calculemos J.J. VXF -dS
S

Observe que se puede considerar a S como la gréficade z =g(x,y) =/4—x?>—y? con (X,y)eD

, donde D es la region del plano xy limitada por x% + y2 =1.

El rotor del campo es:

En consecuencia:

ﬂvXE-d§: [[o-nds =0
S S

De i) y ii) se obtiene que JEdF = H VXE-dg .
C s
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5. Verifique el teorema de Stokes para el campo I_f dado por
F(x,y,z)=(y+x)i+(y+2)j+(x+2)k sis dela parte del plano de
ecuaciébn x+y+z=1 que estd en el primer octante, como se

observa en la figura.

Solucion:

Se debe verificar:
jF.dr =j VXF -dS
c s

Donde C es la curva frontera de S orientada positivamente.

i) Calculemos jF -dr
C

jF-dr = IE-dF+ jE-dh jE-dF

C C, C, Cy
Donde C, es el segmento de recta que se obtiene al intersecar la superficie S con el plano xy, C, es
el segmento de recta que se obtiene al intersecar la superficie S con el plano yz vy, C; es el
segmento de recta que se obtiene al intersecar la superficie S con el plano xz.
C; puede ser parametrizada por x=1-t, y=t, z=0, con 0<t<1.
De donde:

dx=—dt dy=dt dz=0

Al aplicar la definicion de integral de linea, se obtiene:

- S 2
J.F-drz C1(—1+t)dt=—t+t— |l:—1+1=—1
! 2 22

C, puede ser parametrizada por x=0, y=1-1t, z=t, con 0<t<1.

De donde:
dx=0 dy=-dt dz=dt

Al aplicar la definicion de integral de linea, se obtiene:
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S 2
J.F-drz 3(—1+t)dt=—t+t— |1=—l
: 2 2

2
C; puede ser parametrizada por x=t, y=0, z=1-t, con 0<t<1.

De donde:
dx=dt dy=0 dz=-dt

Al aplicar la definicion de integral de linea, se obtiene:

—_ - 2
[Fedr= j(t— )dt =t |1=1—1=—l
: 2 2 2

Por lo tanto,
jE-szé[lE-dh [Fears jE.d;:_g

C C, Cs

ii) Calculemos J] VXE~d§
S

Observe que se puede considerar a S como la grafica de z=0(X,y)=1-Xx-Yy con (X,y)eD,
donde D es la regidn del plano xy limitada por X+ Y =1 y los ejes de coordenadas.

El rotor del campo es:

En consecuencia:

[JoxE-d8 = [[li-7-K)nas

S S

-

En este caso, que el vector normal a la superficie apunta hacia arriba, luego su componente k es
positiva, se tiene entonces que el vector normal a dicha superficie es:

e ! — 0,00 mi-g, 000 4K
J@, 06y +g, (L) +1

e L (i+7+k)

J0,,2) +(g, (x ,2)f +1
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[[V<F a5 = [[vxFx.y,2)-nds = [[VxF(x,y, ax, 1) (g, (x, y)i-g, (¢, ) +k ) da

S =g (—3)dA=—3A(D)=—3ej=-g

Por lo tanto

jEdF:ﬂv&Eu§=—g
C S

De i)y ii) se obtiene que J.EdF = ﬂ VxF -dS
c S

6. Una particula P se mueve por los bordes del rectangulo C, en el plano de ecuacién
z=vy, por accién del campo de fuerzas definido por F(X,y,z)=x?i+4xy? |+ xy?k.
Calcule el trabajo que se ejerce en el campo de fuerza dado para mover la particula P.

Solucién:

El trabajo realizado viene dado por la integral de linea
w=[F.dr
C

La evaluacién directa de esta integral requiere del célculo
de cuatro integrales de linea. Como C es una curva
cerrada simple, orientada positivamente, suave a trozos,
gue es la frontera de una superficie S, donde S es una
porcion del plano de ecuacién z=¥ , y ademas las
componentes del campo vectorial F admiten derivadas

parciales continuas en cualquier conjunto abierto que
contenga a la superficie S, por el teorema de Stokes

W= [Fodi = [[VxF a8
C S

donde

k
0| o5 27 27
—|=2xyi—-y°j+4y°k
oz

En este caso, que el vector normal a la superficie apunta hacia arriba, luego su
componente k es positiva, se tiene entonces que el vector normal a dicha superficie es:
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n= ! : (-a_z?-a_z}+%)=i(o,-1,1)
\/(az)z (62) dx  dy V2
— |+ = +1
dx ay
Como
dS =+/2dA
Se tiene que

W=[F-dr=[VxF-dS=(2xy,~y,4y")-(0,-1,1)dA
Donde R es la proyeccion del rectangulo sobre el plano xy,

W=[F-dr={VxF-dS=[(2xy,~y,4y")-(0,-1,1)dA = | (y +4y Jdydx = 45

7. Considere los campos vectoriales F y G definidos por
F(x,y,2)=[1-8y)i+(- 6x+3)]+(324 —Z)E
G(X,y,2) = (7 - yz)i + (2y + In(x2 —9))] + (2xyz2 +1)E

Y sea C la curva frontera de la superficie de ecuacién z=./x? + y> que queda dentro del cilindro

de ecuacion (X—l)2 +Yy? =1 en direccién de la normal apuntando hacia arriba.
a) Verifique si los campos cumplen con las hipotesis del teorema de Stokes.
b) Seleccione cualquiera de los campos que cumple con el teorema de Stokes en la parte a) para

calcular Il_f-d; o) jE—‘;-dF
C C

Solucion:

a) Las funciones componentes del campo F tjenen derivadas parciales continuas en todo R®, por
lo tanto, tienen derivadas parciales continuas en cualquier conjunto abierto que contenga a la
superficie Sy en consecuencia si cumple con las hipétesis del teorema de Stokes.

El campo G no cumple las hipétesis en cualquier regién del espacio tal que x? <9, es decir,
—-3<x<3.

ik
b) wE=l2 9 2| x
ox oy 0z
X2 4xy2 xy2
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S es la grafica de z=./x?+y?, cuya proyeccién en el plano xy es la circunferencia de centro
C(1,0) y radio 1.

- —X —
El vector normal a S es n=(—z yA 1)= y 1

Por lo tanto,

—_— — 2 2 : —: —_
8. Halle el flujo generado por el campo vectorial F, donde F(x,y,z)=e’ ** |+(X2 +y)j +zk a
través de la superficie frontera S del sélido Q acotado superiormente por la grafica de

z=+/32—x% —y? einferiormente por la grificade z =+/x? + y?.

Solucion:

Se pide evaluar H F-dS.
S
Donde S es una superficie cerrada mostrada en la figura.

S es frontera de un sélido simple Q, y ademads las componentes del

campo F admiten derivadas parciales continuas en cualquier
conjunto abierto que contenga a Q.

En efecto:

ol
OX oy 0z

Por el teorema de Gauss.

Como

Se tiene que
ij-d§:mQ v-Fav =2fffav
S Q

Para plantear la integral triple se puede proyectar el sélido sobre el plano xy. Para ello se debe
buscar primero la curva de interseccién de ambas superficies:
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\/32—x2—y2 = \/x2+y2 =32-x2-—y?=x?+y? =32=2x*+2y? = x* +y? =16.

Observe que la proyeccién de Q en el plano xy es el circulo
centrado en el origen y radio 4.

La integral se puede calcular usando coordenadas cilindricas.

La ecuaciéon z=,/32—x*—y? en coordenadas cilindricas se

escribe como

z=+/32-(rcos0)’ - (r send)? =+/32-r2

Las ecuaciones de las superficies que limitan al sélido retransforman en coordenadas cilindricas
en:

X=1rcos0 0<0<2rn
y=rsend donde 0<r<4

=1 r<z<+32-r?

Por lo tanto:
10— [, v-Fav—fffav -2 [ [razardo- 2" [risa—r7 - |ardo-
S Q r
_ 2]02“[—%(3242)2 —%} | &do = 2[%}(\/5 —1)[0259 = 5132" (\/5—1)

9. Calcule el flujo generado por el campo F dado por F(x,Y,z)=x%i+y® j+ 2%k através de la
superficie S. Donde S es la frontera del sélido acotado por las graficas de x?> +y? =4, z=0y
z =3, con orientacidn positiva.

Solucion:
Dado que:

e Sesuna superficie cerrada, que es la frontera de un sdlido simple E.

e Las componentes del campo F admiten derivadas parciales continuas en cualquier

=
conjunto abierto que contenga a E: Mz?)xz, Mz?;yz y
OX oy
5F3(X,y,2):322.
0z

Por el teorema de Gauss.
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Ljﬁo@:mE V-Fav

v.F.Rky.7) an(x,y,z))+ OF5(x,Y,2)
OX oy oz

J;[Edg =J.”E V-FdV = '”J (3X2 +3y? +322)dV

Como

=3x% +3y? +3z°

Se tiene que

Para calcular la integral triple, proyectemos E sobre el plano xy.

En consecuencia,

2n

.gE'dgz.”.[E V-Edvz_[g (3x2+3y2+322)dv 32[

r +22 rdzdrd9=180n

O ey N
o'-—.oo

10. Calcula el flujo generado por el campo F dado por

- _ yez+arctanx - ~

F(x,y,z)=e Ztactanxj 5 j + zk a través de la superficie S. Donde S es la frontera
+ X

del sdlido E acotado por las graficas de z = \/V, Xx=0, x=2,2=0y z+y=2, con orientacién
positiva.

Solucion:

e S es una superficie cerrada, que es la frontera de un sélido
simple E.

e Las componentes del campo F admiten derivadas parciales
continuas en cualquier conjunto abierto que contenga a E:
OF, eltarctanx o plHarctanz o
1_ _ T2 — v 3_1
ox x“+1 oy 1+x oz

Por el teorema de Gauss.

jsjﬁ-o@:mE V-Fav

Como
vE_ a(F, Xx,y,2) . a(F,)x,y,z) +6(F3)(x,y,z) 4
OX oy oz

ijE.o@:mE V-Fdv =j£jdv

Se tiene que
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Para calcular la integral triple, proyectemos E sobre el plano xy,
esta se muestra en la figura. & oo

A

En consecuencia, el

2 14y 2 2 20y
J.J.I_f-dg:.”].E V-FdVv =ﬂjdV :II Idzdydx+ j I I dzdydx
s E 000 01 0
2 1 22
=f f \/ydydx+“'(2— y)dy dx =£
00 01
11. Halle el flujo generado por el campo vectorial E, donde

I_f(x, y,z) =—x? i+(2xy+ez)]+( z-4y COSX)E a través de la superficie frontera S del sélido Q

acotado por las graficas de las superficies de ecuaciones: z=x?, z=1, y=1y y=0.

Solucion:

Se debe evaluar H F-dS, sobre la superficie cerrada S mostrada
S

en la figura.

La superficie S es una superficie cerrada, la cual es frontera de un

solido simple Q y, ademas las componentes del campo F admiten
derivadas parciales continuas en cualquier conjunto abierto que
contenga a Q, en efecto,

ol-x* _ox, 6(2xy+ez)=2X y 6(2—4ycosx):1
OX oy oz
Por el teorema de Gauss.
ij-dé’:mQ V-Fdv
s
Como
V.-F= 8(— X2)+ 6(2xy+ez)+ a(Z_4ycosx):—2x+2x+1=1
OX oy 0z
Se tiene que
IIE-dgzjij v-EdV = [[fav ()
S Q
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La proyeccion de Q en el plano xz se muestra en la figura. L,,

Por lo tanto:

[[7:65- [, v-F - [ - I I;J:dydzdx [ dex

S

:J’_ll[l—xz}ix:x—x—s3 | 11:1—%+1—%:g

12. Verifique el teorema de la divergencia para el campo vectorial F definido por

F(x,y,2)=x2i+yz j+xK

Y Q es el sélido acotado por las superficies de ecuaciones X+Y+2=1, x=0, y=0y z=0

Solucién

a) Primero calcularemos la integral de superficie. Sean:
Si: z=0con (x,y)eD,

S;: Xx=0 con (y,z)eD,

S3: Y=0 con (x,2) e D,

St Z=1-X-Yy con (X,y)eD, =D,

Sobre S;: N

S; es la superficie de ecuacién z=0 con (x,y) € D,, donde

D, es la proyeccién de de S; en el plano xy mostrada en la
figura.

ityal

— -

En S; el vector normal unitarioes n; =—K .

2 2
ds:\/(@j +[QJ +1dA=dA
X oy
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Foev -l i) (7)o

En consecuencia,

1-x

!xdydx:—é

O e

ﬂE-ﬁd3=—ﬂdi=—
s, D,

Sobre S,:
S, es la superficie de ecuacién x=0 con (y,z) e D,, donde

D, es la proyeccién de S, en el plano yz mostrada en la
figura.

—_— >

En S, el vector normal unitarioes N, =—i,y

2 2
ds =\/(g] J{Q] +1dA=dA
oy oz

I_f(X,y,Z)-n_z»:(xzi+yz]+xf<>)-(—i)=—x2

En consecuencia,

_Ul_f -n, dS =—ﬂ x2dA=—.l[ sz dydz=0
S, D, 0 0

Sobre S;: i

(L)

S; es la superficie de ecuaciéon Y =0 con (X, z) € D,, donde

D; es la proyecciéon de S; en el plano xz mostrada en la
figura.

—_ -

En S; el vector normal unitarioes Ny =—j,y

2 2
dsS = (gj J{gj +1dA=dA
OX oz

E(X,y,Z)~Hg:=(Xzi+yz]+xE)-(— j)z_yzzo

En consecuencia,
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ﬁE-n:dszo
S

Sobre S,:

[L4]

S, es la superficie de ecuacién z=1-X-Y con (x,y)eD,,
donde D, es la proyeccion de S, en el plano xy mostrada en
la figura.

w1

et
e XY ) L)

[ar (s

Y
2 2
e (2] (3 -
OX oz

Luego,

= — 1 X% +yz+X

F(x,y,2)-n, =\x*,yz,x)-—=(1,1,1)=—2—=

R
En consecuencia,
11-x

IJ.E Eds Hx +y1 X— y+x)jA Ijx +y—-Xy—y +x)1ydx——4

Luego:

ﬂF ndS_——+0+0+%=%

b) Ahora calcularemos la integral triple

V-F=2x+2
1-x 1-

I v.Edvﬂ

0

J (2x+2 dzdydx—1
0 8
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13. Calcule [F-dS para
S

F(xy.2)= (x2 +cos(y2)) +(22 - xy)] +(Xex2+y2 N y4F

si S es la frontera de la regidn acotada por las superficies de ecuaciones
7=5-x° —y2, z=1y z=4
en el primer cuadrante.

Solucion:

La superficie S es una superficie cerrada, la cual es frontera de un sélido simple Q y, ademas las

componentes del campo F admiten derivadas parciales continuas en cualquier conjunto abierto
gue contenga a Q, en efecto,

Ademas las componentes del campo F admiten derivadas parciales continuas en cualquier
conjunto abierto que contenga a Q, en efecto,

2 2 2 X2 +y? 4
a!x +cos!y n:Zx a!z xy.):_X v afxe +y -’:0

7’

OX oy oz

Por el teorema de Gauss.
JF-dS=[l, V-FdV = [f,xdV
S

En coordenadas cilindricas:

Observe que cuando 0<r <1 entonces 1<z<4 y cuando 1<r <2 entonces 1<z<5-r?. Por
lo tanto,
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Problemas propuestos

En los problemas de 1y 2 determine el rotor del campo vectorial F enel punto dado.
1. F(x,y,2)=x%i+2yz j + zK, P(\/§,1,2) 2. F(x,y,2)=e”i+j+xk, P(2,-3,0)

Respuestas: 1) — 25 2) —_j: - 2876_|£

En los problemas de 3 y 4 determine la divergencia del campo vectorial dado.

3. E(x,y,z):x2i+2yz]+zE 4. I_f(x,y,z):exyi+]+xE

Respuestas: 1) 2X+2Z+1 2) ye"y

5. Halle V-(Vxl_f) para el campo I_f(x,y,z)zxyziJr y]+ zk

Respuesta: 0

6. Halle la constante g de forma tal que el campo vectorial F definido por
F(x, y,z)=(2x3'yzq +8x2y% 2% 3xty?z9 —3x2y?z% - Axy®z9+ —2x4yzq+l)
sea solenoidal (V- F =0)

Respuesta: 2

— - 4

— z - - -

7. Calcule J.F -dr orientada positivamente, si F(x,Y,2) =(7+x3}+4x j +(sz +22)k ,y Ces
C

la curva frontera de la semiesfera de ecuaciéon z =/1—-x? —y? .

Respuesta: 47

8. Calcule JFdI’ orientada positivamente, si F(X,y,z)=e*i+e* j+e’k, y C es la curva
c
frontera de la parte del plano de ecuacién 2x +y+2z =2 que estd en el primer octante.

Respuesta: 2(8—1)
9. Calcule jF-drorientada positivamente, si E(X,y,z):xzi+(2xy+x)]+ZE, sea Cesla
c

circunferencia de ecuacién x?> +y? =1y S = {(x y,2)eR¥ /x> +y?<1l y z =O} .
Respuesta: TT

10. Verifique el teorema de Stokes para el campo F dado por F(X,y,z)=yzi+ XZ] +xyk vy la
superficie S es la parte del paraboloide de ecuacién z =2x?+2y? que se encuentra dentro del

cilindro de ecuacién x? +y? =1.

Respuesta: ambas integrales dan 0
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11. Verifique el teorema de Stokes para el campo F dado por I_f(X, y,2)= Xi + X] + 2%k ySesla
superficie de ecuacion z=,16—x* —y? .

Respuesta: Ambas integrales son iguales a 16 1
12. Verifique el teorema de Stokes para el campo F dado por F(X,y,z)=Xi+Yy j+zK ySesla

parte del plano de ecuacidn x+y+2z =1, que esta en el primer octante, en direccién positiva.

Respuesta: Ambas integrales son iguales a 0

13. Verifique el teorema de Stokes para el campo F dado por E(X, y,2)= yi + Z] +xK y donde S
es la parte del cilindro de ecuacién X2 + y2 =1 que estd entre los planos de ecuaciones z=0 vy
Z=X+2,con n-k>0.

Respuesta: Ambas integrales son igualesa —7C

—_

14. Verifique el teorema de  Stokes para el campo F dado  por
F(x,y,z):(—y+z)i+(x—z)j+(x—y)k y donde S es la semiesfera de ecuacién

X° + y2 +2°=1con z>0 y la normal apuntando hacia afuera.

Respuesta: Ambas integrales son igualesa 2 7t

15. Calcule [f F-ndS, donde E(x,y,z)=2x3i+2y3]+223E y S es la frontera del sdlido
s
acotado por las graficasde x> +z%2=9, y=0y y=2, con orientacion positiva.

Respuesta: 6307

16. Calcule [ F-ndS, con F(x,y,z)=xy’i+yz j+2x*Kk y S es la frontera del sélido acotado
s
por las gréficas de x? + y? =1,x* +y? =4, z=1y z=3, con orientacién positiva.

Respuesta: 27

17. Calcule [ F-nds, dondel_f(x,y,z)z(—x2 +cosy)i+(2xy+22)]+(z+8y3exﬁ yS esla
S

frontera del sélido Q acotado por las superficies de ecuaciones: Z= y2 ,2=2,X=1y x=0.

82

Respuesta:

>

18. Calcule [f F-ndS, con E(X, y,z) = x> I+(— 2xy+cosz)]+eXE y S es la frontera del sélido
s

Q acotado por las graficas de las superficies de ecuaciones: X2 + y2 =1,y+z=4,x=0,2=0
y Y=0 en el primer octante.
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Respuesta: 0

19. Determine el flujo del campo F dado por E(X, Y,2) = 3xi + XZ] +22K através de la superficie
frontera de la regidn del espacio acotada por la gréficade z=4— x° — y2 y el plano xy.

1
Respuesta: T T

20. Evalte || E-ﬁdS, donde I_f(x,y,z):(x2 +sen yz)i+(y—xe_Z )]+22E y N es el vector normal
S

unitario a la superficie frontera de la regidon acotada por las graficas de X2 + y2 =4, x+z=2y
z=0

Respuesta: 207

21. Verifique el teorema de Gauss para el campo F dado por F(X,y,z)=xi+yj+zK ySes
frontera de la regidn del espacio acotada por la gréficas de z =36—-x?—y? y z=0.

Respuesta: Ambas integrales son igualesa 432

22. Verifique el teorema de Gauss para el campo F dado por F(X,y,z2)=-yi+Xxj+zk ySes
frontera de la region del espacio acotada por la gréficasde z=,6-x?>—-y? y z=0.

Respuesta: Ambas integrales son iguales a 4\/€7T

23. Verifique el teorema de Gauss para el campo F dado por I_f(x, y,2)= xi+2y]+32 k ,siSes
el cubo de vértices (il,il, il), en direccidn de la normal apuntando hacia afuera.

Respuesta: Ambas integrales son iguales a 48

24. Verifique el teorema de Gauss para el campo F dado por I_f(x, y,2)= 2xi +3y] —4ZE, siSes

2 2, 52 . - .
la esfera de ecuacion X° +Y“ +2° =4 en direccidn de la normal apuntando hacia afuera.

Respuesta: Ambas integrales son iguales a

—

25. Verifigue el teorema de Gauss para el campo F dado  por

E(x, y,z) :;S(ZE + x_j + yR), si S es la frontera del sélido Q acotado interiormente
x2+y2+2z%)

por la grafica de X2 + y2 +22=1 y exteriormente por la grafica de X2 + y2 +7° =4, direccidn

de la normal apuntando hacia afuera.

Respuesta: Ambas integrales son iguales a 0
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26. Sea Q el sélido limitado por las superficies de ecuaciones:

2=4— x> +y%, X°+y?=4, x¥*+y*=1, z=0
Halle el flujo generado por el campo vectorial

— 2\~ -

F(x,y,z):(x3+arctany)+[y3+eZ jj+(ex+y)k

que sale de Q.

264
Respuesta: Ambas integrales son iguales a ?7[

27. Sea Q una regién del espacio con frontera S donde es aplicable el teorema de Gauss. Sea f un
campo escalar que admite derivadas parciales continuas en algin conjunto abierto D que

contenga a Q, y sea F un campo vectorial cuyas funciones componentes admiten derivadas
parciales continuas en D. Demuestre que

[ fEndS=[] fV-FdV+[] Vf-Fdv
S Q Q
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