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INTRODUCCIÓN 

 
 
La presente publicación ha sido elaborada con el propósito de contribuir y facilitar el aprendizaje 
de los distintos temas del cálculo vectorial. 
 
Al principio de cada capítulo se presenta un resumen de las definiciones, teoremas y propiedades 
más importantes que se requieren para la resolución de los ejercicios y problemas. En la solución 
de los problemas se ha tratado de utilizar un lenguaje sencillo, claro y preciso que facilite la 
comprensión de conceptos, propiedades y teoremas importantes, y que además propicie la 
adquisición de las destrezas necesarias para realizar cálculos con precisión. Los ejercicios resueltos 
han sido escogidos de tal forma que involucren los aspectos más importantes de los temas a 
estudiar en este curso. Se incluyen además ejercicios integradores de asignaturas previas que 
permitan establecer relaciones entre ellas. 
 
La sección “Problemas propuestos” tiene por finalidad incentivar en el estudiante la revisión y 
aplicación de los conceptos estudiados  y además, que adquiera destrezas técnicas y compruebe 
por sí mismo el progreso alcanzado.  
 
El libro consta de seis capítulos, contiene 89 ejercicios resueltos y 224 ejercicios propuestos con 
sus respuestas. Además se incluyen algunas gráficas de regiones planas y superficies en el espacio 
que son indispensables para visualizar de forma más simple la resolución de algunos problemas. 
Los contenidos que se desarrollan en cada uno de los seis capítulos se especifican a continuación. 
 
El capítulo 1 contiene un breve estudio de ecuaciones paramétricas. El capítulo 2  trata funciones 
vectoriales y curvas en el espacio. Luego, en el capítulo 3  se estudian las integrales de línea con 
algunas de sus aplicaciones. En los capítulos 4 se estudia el teorema de Green. El capítulo 5 trata 
las integrales de superficie con algunas de sus aplicaciones. Finalmente, el capítulo 6 estudia el 
teorema de Stokes y el teorema de Gauss. 
 
Por último, queremos expresar nuestro agradecimiento a los profesores y estudiantes que con sus 
observaciones y sugerencias  a la guía de Matemática V, contribuyeron a mejorar el material. 
 
 
 
Nota: Las figuras en tres dimensiones fueron elaboradas con el software MAPLE 12, y las gráficas 
en dos dimensiones se hicieron con el software GEOGEBRA. 
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ECUACIONES PARAMÉTRICAS 

 

 
Definiciones, propiedades y teoremas importantes  

 
 
Definición 1.1: Si f y g son funciones continuas de t en un intervalo I , entonces las ecuaciones 

 )(tfx      y   )(tgy   

se denominan ecuaciones parámetricas y a t se le denomina parámetro. Al variar t se obtiene un 

punto  de la forma    )(,)(, tgtfyx   que cambia de posición y describe una curva C en el plano 

llamada curva paramétrica. 
 

Teorema 1.1: Si la curva C está dada por las ecuaciones paramétricas )(tfx      y   )(tgy  , 

entonces la pendiente de C en  yx, es 

dt

dx
dt

dy

dx

dy
    si 0

dt

dx
 

Y además, 

dt

dx

dx

dy

dt

d

dx

yd










2

2

 
 

Definición 1.2: Una curva C representada por )(tfx      y   )(tgy   en un intervalo I se denomina 

suave si las funciones f ´ y g´ son continuas en I y no simultáneamente nulas, excepto quizás en los 
puntos terminales. La curva es suave a trozos, si existe alguna partición del intervalo en la cual la 
curva es suave en todo subintervalo de dicha partición. 

 

Teorema 1.2: Sea C la gráfica de una ecuación  de la forma 0)(  xFy , si C es una curva suave 

dada por las ecuaciones paramétricas )(tfx      y   )(tgy   y C no se corta a sí misma, excepto 

quizás en los puntos terminales, cuando t crece de   hasta   entonces el área bajo la curva está 

dada por 

dttftgA )´()(



  si  )(,)(  gf  está en el extremo izquierdo. 

 

Teorema 1.2: Si la curva C está dada por las ecuaciones paramétricas )(tfx      y   )(tgy  , 

  t , donde  f´y g´son continuas en   ,  y C no se corta a sí misma (excepto quizás en los 

puntos terminales) cuando t aumenta de de   hasta  , la longitud de arco de C es  
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dt
dt

dy

dt

dx
L  






















22
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Problemas resueltos 
 
 

1. Dada la curva con ecuaciones paramétricas ty sen4  y tx cos9 , con π20  t . 

a) Halle los puntos de la curva donde la recta tangente es horizontal.  
b) Halle los puntos de la curva donde la recta tangente es vertical. 
c) Elimine el parámetro t e identifique la ecuación cartesiana de la curva obtenida. 
d) Plantee la integral que da la longitud de la curva. 
 
Solución: 
 

a)                t
dt

dy
ty cos4sen4                 t

dt

dx
tx sen9cos9   

Luego,        
t

t

dx

dy

sen9

cos4
 ;   

2

π3
ó

2

π
0sen0cos0  tttyt

dx

dy
 

 

Los puntos de la curva donde la recta tangente es horizontal son:  4,01P  y  4,02 P . 

 

b)                      
dx

dy
 si  π2π0cos0sen  tottyt  

 

Los puntos de la curva donde 
dx

dy
 no existe, y por lo tanto la recta tangente es vertical son: 

 0,93P  y  0,94 P . 

 

c) Observe que t
y

sen
4
   y   tos

x
c

9
 , 

luego 1
8116

22


xy

, la cual corresponde a la 

ecuación de una elipse de centro el origen, 
que interseca al eje x en los puntos de 

coordenadas  0,93P  y  0,94 P  e 

interseca al eje y en los puntos de 

coordenadas  4,01P  y  4,02 P , 

mostrada en la figura. 
 

 

d)                                              
2

π

0

22 cos1681sen4 dtttL  

 

2. Dada la curva con ecuaciones paramétricas tby sen  y tax cos , con π20  t . 

a) Halle los puntos de la curva donde la recta tangente es horizontal.     
b) Halle los puntos de la curva donde la recta tangente es vertical. 
c) Elimine el parámetro t e identifique la ecuación cartesiana de la curva obtenida. 
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Solución: 
 

a)                tb
dt

dy
tby cossen                 ta

dt

dx
tax sencos   

Luego,            
ta

tb

dx

dy

sen

cos
 ;   

2

π3

2

π
0sen0cos0  tottyt

dx

dy
 

 

Los puntos de la curva donde la recta tangente es horizontal son:  bP ,01  y  bP ,02 . 

 

b)                      
dx

dy
 si  π2π0cos0sen  tottyt  

 

Los puntos de la curva donde la recta tangente es vertical son:  0,3 aP  y  0,4 aP  . 

 

c) Observe que t
b

y
sen   y   tos

a

x
c , luego 1

2

2

2

2


a

x

b

y
, la cual corresponde a la ecuación de 

una elipse de centro el origen, que interseca al eje x en los puntos de coordenadas  0,3 aP  y 

 0,4 aP   e interseca al eje y en los puntos de coordenadas  bP ,01  y  bP ,02 . 

 
3. Sea C la curva de ecuaciones paramétricas  
 

ttx 43                  26ty          

 
a) Halle, si es posible, los puntos de la curva C donde la recta tangente es paralela a la recta L de 

ecuaciones 
2

7t
x   , 106  ty . 

b) Estudie la concavidad de la curva. 
     
Solución: 

a)                                       26ty t
dt

dy
12     y     ttx 43

43 2  t
dt

dx
 

 

Luego, la pendiente de la recta tangente a la curva C en un punto     00 , tytxP  es: 

43

12

2
0

0




t

t

dt

dx
dt

dy

m  

Para hallar la pendiente de la recta de ecuaciones 
2

7t
x   , 106  ty , se elimina el parámetro t 

como sigue: 

7

2

2

7 x
t

t
x  , de donde 10

7

12
10

7

2
6 








 x

x
y  
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Por lo tanto la pendiente de la recta L es: 
7

12
 . 

Ambas rectas son paralelas si: 
 

6

17

6

48497
0473437

7

12

43

12
00

2
0

2
002

0

0 






ttttt

t

t

1
3

4
00  tót . 

Si  
3

4
t   entonces  

27

208

3

4
4

3

4
3


















x   y   

3

32

3

4
6

2









y  

Si  1t   entonces      5141
3

x   y     616
2
y  

 

Por lo tanto, la recta tangente a la curva C en los puntos  6,51 P   y 









3

32
,

27

208
2P  es paralela a 

la recta L. 
 

b) Para estudiar la concavidad de la curva se debe calcular 
2

2

dx

yd
. 

 

 
 

0

43

3412

32

2

2

2



















t

t

dt

dx
dt

dx

dy
d

dx

yd
 

 

Como 0
2

2


dx

yd
 para 










3

2
,

3

2
t  y 0

2

2


dx

yd
 para 

















 ,

3

2

3

2
,t , la curva es 

cóncava hacia arriba para 









3

2
,

3

2
t  y es cóncava hacia abajo si 


















 ,

3

2

3

2
,t . 

 

4. Dada la curva C de ecuaciones paramétricas: 










tty

tx
3

2 2
. Determine, si existe, el punto de C, 

donde su recta tangente es perpendicular  a la recta L de ecuación 033  xy .                                                 

 
Solución: 
 

La pendiente de la recta L es 3m .  

 
En un punto cualquiera de la curva C se tiene que: 
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t
dt

dx
tx 222      y    13 23  t

dt

dy
tty  

 

Luego, la pendiente de la recta tangente en un punto de la curva C de coordenadas      tytx ,  es 

t

t

dt

dx
dt

dy

dx

dy

2

13 2 
  

 
La recta  tangente es perpendicular  a la recta L  si y sólo si 
 


3

1

dx

dy
03233

3

1

2

13 2
2




tt
t

t
 

 
Como la ecuación anterior no tiene raíces reales, se concluye que en ningún punto de la curva C la 
recta tangente es perpendicular a la recta L. 
 

5. Si las ecuaciones paramétricas tcosx , t2cosy  dan la posición de un punto ),(P yx al 

tiempo t, describa el movimiento del punto durante el intervalo de tiempo 
2

π
t

4

π
 . Justifique su 

respuesta. 
 
Solución: 

t
x

x sen
dt

d
tcos     y   t

y
y 2sen2

dt

d
t2cos  . 

Para  
2

π
t

4

π
   se tiene que 0sen

dt

d
 t

x
, luego, el punto P se desplaza hacia la izquierda. 

 

Por otra parte,  si  
2

π
t

4

π
   se tiene que πt2

2

π
 , luego 02sen2

dt

d
 t

y
, en consecuencia, 

el punto P se desplaza hacia abajo. 
 

Por lo tanto, el punto P parte de 












0,

2

2
 y  baja hacia 

la izquierda hasta llegar al punto   1,0  , como se 

muestra en la figura. 
 

 

 
 
6. Sea C la curva de ecuaciones paramétricas:  
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tx                  ty ln        con 0t  

 
a) Halle, si es posible, los puntos de la curva donde la recta tangente es horizontal y donde la recta 
tangente es vertical. 
b) Determine la ecuación de la recta tangente a la curva cuando 1t . 
c) Halle la ecuación de C en coordenadas cartesianas. 
 
Solución: 
 

a)                                              ty ln
tdt

dy 1
     y     tx 1

dt

dx
 

Luego  

,
1

1

1

t

t

dt

dx
dt

dy

m    para 0t  

 
En ningún punto de la curva la recta tangente es horizontal y en ningún punto de la curva la recta 
tangente es vertical. 
 
b) Si  1t , se tiene que:   

1x  ,     0y       y   1m  

Luego, 
 
La ecuación de la recta tangente cuando 1t  es: 
 

1 xy  

 

c)                                                       tety y  ln  

 
Luego,  

yex     ó  xy ln , 0x  

 
7. Sea C la curva de ecuaciones paramétricas:  

 1ln 2  tx                 
1

1

2

2






t

t
y       

 
a) Halle, si es posible, los puntos de la curva donde la recta tangente es horizontal y donde la recta 
tangente es vertical. 
b) Determine la ecuación de la recta tangente y de la recta normal a la curva cuando 1t  
c) Halle la ecuación de C en coordenadas cartesianas. 
 
Solución: 
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a)                 1ln 2tx
1

2

2 


t

t

dt

dx
    y    






1

1

2

2

t

t
y

   
   2222

22

1

4

1

1221










t

t

t

tttt

dt

dy
 

 
Luego,  

 
1

2

1

2

1

4

2

2

22









t

t

t

t

t

dt

dx
dt

dy

m , para 0t  

 
En ningún punto de la curva la recta tangente es horizontal y en ningún punto de la curva la recta 
tangente es vertical. 
 
b) Si  1t , se tiene que:   

2lnx  ,     0y       y   1m  

Luego, 
 
La ecuación de la recta tangente cuando 1t  es: 
 

2ln xy  

 
La ecuación de la normal tangente cuando 1t  es: 
 

 2ln xy  

 

c)                                                         111ln 222  xx ettetx  

 
Luego,  

x

x

e

e

t

t
y

2

1

1

2

2 





  

O también 
xey  21  

 
8. Halle una ecuación paramétrica de la recta de ecuación 032  xy . 

 
Solución: 
 
Sea ty  , entonces tx 23 . Luego, unas ecuaciones paramétricas de la recta son: 

 
ty  ,   tx 23   con  Rt  

 

9. Halle una ecuación paramétrica de la circunferencia de ecuación     3635
22
 yx . 

 
Solución: 
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Observe que si se realiza el cambio 
 

tx cos65    y    ty sen63   

Se satisfacen la ecuación: 
 

    36sen36cos3635 2222
 ttyx  

 
En consecuencia, unas ecuaciones paramétricas de la circunferencia son: 
 

tx cos65 ,   ty sen63   con  π20  t  

 

10. Halle una ecuación paramétrica de la parábola de ecuación   31
2
 xy . 

 
Solución: 
 

Sea tx  , entonces   31
2
 ty . Luego, unas ecuaciones paramétricas de la parábola son: 

 

tx  ,     31
2
 ty   con  Rt  

11. Halle una ecuación paramétrica de la hipérbola de ecuación 
 

1
4

1
2

2 



y

x . 

Solución: 
 
Observe que para 1x  

tx cosh    y    t
y

senh
2

1



            ¿Por qué debe ser 1x ? 

Satisfacen la ecuación: 
 

 
1senhcosh

4

1 22
2

2 


 tt
y

x  

 

Para 1x , basta considerar tx cosh    y    t
y

senh
2

1



 

 
En consecuencia, unas ecuaciones paramétricas de la hipérbola son: 
 

Para 1x : tx cosh ,   ty senh1   con  Rt  

 

Para 1x : tx cosh ,   ty senh1   con  Rt  

 

12. Halle una ecuación paramétrica de la elipse de ecuación 
   

1
9

2

4

1
22





 yx

 

Solución: 
Observe que  
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t
x

cos
2

1



   y    t

y
sen

3

2



 

Satisfacen la ecuación: 
 

   
1sencos

9

2

4

1 22
22







tt
yx

 

 
En consecuencia, unas ecuaciones paramétricas de la circunferencia son: 
 

tx cos21 ,   ty sen32    con  π20  t  

 

13. Parametrice la curva C de ecuación      14242
2

 xxyxy . 

 
Solución:  
 

       44484414242 222
xyxyxyxyxxyxy  

 4484 22 xyxy 04484 22  xxyy    444124 22  xxyy

     4214
22

xy  
 

1
4

2
1

2
2





x

y  

Observe que  se obtiene la ecuación de una elipse, y 

t
x

cos
2

2



   y    ty sen1  

satisfacen la ecuación: 
 

 
  1sencos1

4

2 222
2




tty
x

 

 
En consecuencia, unas ecuaciones paramétricas de la curva C son: 
 

tx cos22 ,   ty sen1   con  π20  t  

 
14. Bosqueje la gráfica del movimiento de una partícula que se desplaza sobre la curva cuyas 

ecuaciones paramétricas son tex 1   y   2ty  . 

 
Solución: 
 
Observe que  

0 te
dt

dx
   y  00

2
2  t

e

t

dx

dy
t

dt

dy

t
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 
10

12

22

2

2

2

2



















 t
e

t

e

e

tee

dt

dx

dt

dx

dy
d

dx

yd

tt

t

tt

 

 

Si 0t  entonces 2x  y  0y , y  si 1t  entonces ex 1  y  1y , 

 
Luego, la partícula se desplaza hacia abajo para 

 0,t  y luego se desplaza hacia arriba para 

  ,0t  . 

 

La curva tiene concavidad hacia arriba para  1,t  

y concavidad hacia abajo para   ,1t . 

 

 
 

15. Una cicloide es la curva que traza un punto P en el borde de una rueda de radio a cuando ésta 
gira a lo largo de una recta, sin resbalar. Se puede demostrar que las ecuaciones paramétricas  de 
la cicloide son ax  , ay  donde θ  es la medida en radianes del ángulo en el sentido de las 

manecillas del reloj que ha girado el segmento que une el punto P y el centro de la rueda desde su 
posición vertical. 
 
a) Determine la longitud de un arco de cicloide con 1a . 
b)  Determine el área de la región comprendida entre un arco de cicloide y el eje x con 1a .  
 
Solución: 
 

a)                                                      


cos1
d

dx
 y   


sen

d

dy
    

Luego, 
 









2

d

dx









2

d

dy
  










2
sen4sencos1 222 

  

 
En consecuencia, 
 

  8cos0-πcos4
2

cos4
2

sen2
2

sen2
2

4
2

0

2

0

2

0

2

0

2 


































 

 









dddsenL
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b)                    
 




 
dθ

θ
θcos1

2

0

send
A


   θθcos1

2

0

2
d

    θθcosθcos21
2

0

2 d


 

                          π3θ2sen
4

1
θ2sen-θ

2

3
θ

2

θ2cos1
θcos21

2

0

2

0








 
 


d  

 

16. Sea C  la curva intersección de la superficie de ecuación 4124 22  yyx  con el plano de 

ecuación yz 2 . Parametrice la curva C. 

 
Solución: 
 
Observe que  

 
 

1
4

1
4144124

2
22222 




y
xyxyyx  

 
Luego, la curva C puede ser parametrizada como: 
 

tx cos ,   ty sen21 ,  tz sen42 ,  con  π20  t  
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Problemas propuestos 
 
 
En los problemas del 1 al  6 elimine el parámetro y obtenga una relación entre x y y. 
 

1. 1 sx , 2sy                                   2. cos3x ,  sen2y          3. tx sec3 ,  ty tan2  

4. 322  ttx , 12  tty           5. sex  ,  sey                       6. tx ln ,  tey 2  

 

Respuestas:  1)  21 xy           2) 1
49

22


yx

       3)  1
49

22


yx

     4) 011672 22  yxyxyx          5) 1xy         

6)   2lnlnln  yx  

 

En los problemas del 7 al  12 calcule 
dx

dy
  y   

2

2

dx

yd
. 

 

7. 23  tx , ty 54               8. 12  tx ,  tty 23            9. sen4x ,  cos2y  

10. 22  tx , tey 23            11. sen2x ,  sen2y        12.  sex  -sey  

Respuestas: 7) 
3

5


dx

dy
, 0

2

2


dx

yd
          8) 

t

t

dx

dy

2

23 2 
 ,

3

2

2

2

4

23

t

t

dx

yd 
          9) tan

2

1


dx

dy
 , 3

2

2

sec
8

1


dx

yd
    

10) 
t

e

dx

dy t23
 ,  

 
3

2

2

2

2

123

t

te

dx

yd t 
           11) 





cos

2cos


dx

dy
 , 

θ2cos

2θsen2cosθ-θsenθ2cos

32

2


dx

yd
      12) 

s

ss

e

ee

dx

dy
22


 , 













 


s

s

e

e

dx

yd

5

2

2

2
3

4

1
 

 
 
En los problemas del 13 al  18 halle la ecuación de la recta tangente y la ecuación de la recta 
normal en el punto correspondiente al valor del parámetro dado 
 

13. 12  tx , tty 23  ,   2t                14. tex 2 ,  22  ty ,     1t          

15. osx c4 ,  sen2y ,   
6


                16. ssx 24 2  , 34sy  ,   

2

1
s           

17. sex 2 ,  ss eey   ,  0s                   18. 3c2 osx  ,  3sen2y , 
4


   

Respuestas: 13)  Tangente: 01172  xy ; Normal: 09427  xy        14) Tangente: 02 22  exye ; 

 Normal: 03 42  exey               15) Tangente: 0832  xy ; Normal: 03323  xy               

 16)  Tangente: 012  xy ; Normal: 0
4

9
2  xy        17)  Tangente: 02 y ; Normal: 01x                    

18)   Tangente: 02  xy ; Normal: 0 xy         

 
En los problemas del 19 al  24 encuentre los valores del parámetro en los cuales x y y son 
crecientes y en los que son decrecientes. 

19. 23  tx , ty 54   ,  Rt                         20. 12  tx ,  tty 23  , Rt            
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21. sen4x ,  cos2y ,              22. 22  tx , tey 23             

23. cos2x ,  , 



2

          24.  sex 2 , ss eey  , Rs  

 

Respuestas: 19)  x  crece para todo t,  y decrece para todo t        20) x crece para 0t  y decrece para 0t ; y crece   para todo t     

21) x  crece para todo 









2
,

2


  y decrece para 










2
,π


  y para 








 π,

2


 , y  crece para   0,   y decrece para 

  ,0  

 22)  x  crece para 0t  y decrece para 0t ; y  crece   para todo t           23) x  crece para 







 0,

2


  y decrece para    ,0 ; 

y  crece para    









4

π
,

4

π
 y para 








 π,

4

3π
 ; y decrece para  










4

π
,

2

π
  y para 










4

π3
,

4

π
           24) x  crece para 

todo s;  y crece para 0s  y decrece para  0s  

 
 
En los problemas del 25 al  30 encuentre los valores del parámetro en los cuales la curva es 
cóncava hacia arriba y en los que es cóncava hacia abajo. 
 

25. 23  tx , ty 54   ,  Rt                          26. 12  tx ,  tty 23  ,  2,0t            

27. sen4x ,  cos2y , 
4

π

4

π
            28. 22  tx , tey 23    ,  0,t          

29. cos2x ,  y , 0                           30. sex 2 ,  ss eey  , Rs  

Respuestas: 25) la curva es una recta         26) cóncava hacia abajo  para  















3

2
,0t   y cóncava hacia arriba para














 2,

3

2
t   

27) cóncava hacia abajo para 









4

π
,

4

π
       28) siempre es cóncava hacia abajo        29)  cóncava hacia arriba para 










2

π
,0  y 

cóncava hacia abajo para 







  ,

2

π
          30) siempre es cóncava hacia arriba para 










2

3ln
,s  y cóncava hacia abajo para 









 ,

2

3ln
s  

 
 

En los problemas del 31 al  34 halle la longitud del arco dado. 
 

31. cos3x , sen3y ,  20             32. tex t cos ,   tey tsen , 40  t  

33.  2

2

1
tx  ,  2

3

96
9

1
 ty , 40  t            34.  tx  ,  236 ty  , 30  t  

 

Respuestas: 31) 6     32)  12 4 e     33) 20     34)   

 
En los problemas del 35 al  38 halle el área de la región comprendida entre el arco dado y el eje x. 
 

35. 23tx  , 32ty  , 10  t                             36. tex 2 , tey  , 4ln0  t  

 2seny
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37. tx sen3 , ty cos , 
2

0


 t                     38. tx  , 24 ty  , 20  t  

Respuestas: 35) 
5

12
    36) 6     37) 

4

3
    38)   

 
En los problemas del 39 al 42 halle los puntos de la curva donde la recta tangente es horizontal, y 
los puntos donde es vertical. 
 

39. ty sen2 , tx cos2 , π20  t           40. ty 3sen2 , tx 3cos2 , π20  t  

41. 12  ty , ttx  3                                  42. 
t

tx
1

 , 1 ty ,   t0  

Respuestas:  39) horizontal:  2,01P ,   2,02 P  ;  vertical:  0,23P ,  0,24 P    40) horizontal:  no hay puntos;       vertical: 

 2,01P ,   2,02 P ,  0,23P ,  0,24 P          41) vertical: 















3

2
,

9

3
1P , 
















3

2
,

9

32
2P ;   horizontal:  1,03 P          

42) horizontal: no hay puntos ;    vertical:  2,2P  

 
En los problemas del 43 al  48 halle una ecuación paramétrica de las ecuaciones cartesianas dadas. 
 

43. 01132  yx                      44.     1623
22
 yx           45. 1

4925

22


yx

 

46. 
   

1
49

3

25

4
22





 yx

         47. 1
912

22


yx

                         48. 
   

1
16

2

9

1
22








yx

           

 

 Respuestas:  43)  tx  , 
3

211 t
y


     44) cos43x , sen42y    45) cos5x ,  sen7y      

46) cos54x , sen73y     47) cosh32x , senh3y     48) cosh42y  , senh31x                                       

 
En los problemas 49 al 52 parametrice la curva C. 
 

49. C es la curva de intersección del cilindro de ecuación       913
22
 yx  con el plano de 

ecuación 4z . 
 

50. C es la curva de intersección del cilindro de ecuación       412
22
 yx  con el plano de 

ecuación yz 3 . 

 

51. C es la curva de intersección del cilindro de ecuación   1622  zx  con el plano de ecuación 
yx  .  

52. C es la curva de intersección de la superficie cilíndrica de ecuación   
 

1
9

2 2
2




z
y

 con el 

plano de ecuación zx 2 . 
Respuestas: 49) cos33x , sen31y  ,   4z    50) cos22x , sen21y  ,   sen63z      

51) cos4x ,  sen4z  ,   cos4y    52) cos32y ,  senz  ,   sen2x  
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FUNCIONES VECTORIALES Y CURVAS EN EL ESPACIO 

 

 
Definiciones, propiedades y teoremas importantes  
 
 

Definición 2.1: Una función vectorial r


de variable real sobre un dominio RD es una regla que a 

todo número real t contenido en D le asigna un único vector del espacio denotado por  tr


.   Si 

 tr


 es un vector de R3, y  tf ,  tg   y  th  son las componentes del vector , entonces f, g y h 

son funciones reales de variable real llamadas funciones componentes de  y se escribe  
                                      

    kthjtgitfthtgtftr )()()()(),(),( 


 

 

El dominio de la función   es la intersección de los dominios de las funciones f, g y h. 
 

Teorema 2.1: Si     kthjtgitfthtgtftr )()()()(),(),( 


 entonces 

 












)(lim,)(lim,)(lim)(lim thtgtftr

atatatat


kthjtgitf

atatat





























)(lim)(lim)(lim  

 
siempre que existan los límites de sus funciones componentes.  

 

Teorema 2.2: Una función vectorial r


es continua en a si y sólo si las funciones componentes f, g y 
h son continuas en a. 
 

Definición 2.2: Dada una función vectorial r


 definida  )(,)(,)()( thtgtftr 


. Si las funciones 

componentes f, g y h son continuas en un intervalo I. Entonces el conjunto C de los puntos del 

espacio,  zyx ,,  , donde )(tfx  , )(tgy   y )(thz   con t variando en I, se llama curva en el 

espacio. Las ecuaciones  
)(tfx  , )(tgy   y )(thz   

 
representan una parametrización de la curva, a t se le llama parámetro. 
 

Definición 2.3: La derivada  ´r


de una función vectorial r


 es la función vectorial definida por 
 

h

trhtr

dt

rd
tr

ah

)()(
lim)´(





 

si el límite existe.  
 

Teorema 2.3: Si  )(,)(,)()( thtgtftr 


 y las funciones componentes f, g y h son derivables 

entonces 
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    kthjtgitfthtgtftr )´()´()´()´(),´(),´(´ 


 

 

El vector  tr´


 se llama vector tangente a la curva C definida por r


en el punto P siempre que  tr´


 

exista y   0´ tr


. 

 

Definición 2.4: El vector  
)(́

)(́

tr

tr
tT   se denomina vector tangente unitario.  

 

Teorema 2.4: Sean u  y w  dos funciones vectoriales derivables en un dominio RD , sea   un 

escalar y sea f una función real de una variable derivable. Entonces 
 

   )´()´()()( twtutwtu
dt

d
  

   )´()( tutu
dt

d
   

   )´()()()´()()( tutftutftutf
dt

d
  

   )´()()()´()()( twtutwtutwtu
dt

d
  

   )´()()()´()()( twtutwtutwtu
dt

d
  

       )´()(´)( tftfutfu
dt

d
  

 

Definición 2.5: Si     kthjtgitfthtgtftr )()()()(),(),( 


 entonces 

 









  dtthdttgdttfdttr

b

a

b

a

b

a

b

a

)(,)(,)()(


kdtthjdttgidttf
b

a

b

a

b

a


























  )()()(   

 

Teorema 2.5: Sea una curva C una curva dada por     kthjtgitfthtgtftr )()()()(),(),( 


, la 

cual es recorrida una sola vez cuando t varía de a a b. Entonces la longitud L de arco es 
 

      dttrdtthtgtfL
b

a

b

a
  )´()´()´()´(

222
 

 
Definición 2.6: Sea una curva C suave una curva descrita por 
 

    kthjtgitfthtgtftr )()()()(),(),( 


 con bta   

 

y al menos una de las funciones f, g o h es uno a uno sobre  ba , . Se define la función longitud de 

arco s como 
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duurts
t

a
 )´()(  

Luego, )(ts  es la longitud de la parte de C entre )(ar  y )(tr .  

 

Teorema 2.6: La variación de la longitud de arco es igual a la magnitud de )(́tr , es decir,  

)(́tr
dt

ds
   

 

Definición 2.7: Dado )(tT el vector tangente unitario a una curva C, la curvatura k de la curva se 

define como 
ds

Td
k  . 

 

Teorema 2.7: La curvatura de la curva descrita por     kthjtgitfthtgtftr )()()()(),(),( 


 es  

)(́

)´(
)(

tr

tT
tk 

3
)(́

)(´´)´(

tr

trtr 
  

 

Definición 2.8: Sea C  curva descrita por     kthjtgitfthtgtftr )()()()(),(),( 


 el vector 

normal unitario )(tN  es  
)(́

)(́

tT

tT
tN  . 

 

Definición 2.9: Si )(tT y )(tN  son los vectores tangente unitario y normal unitario a una curva C. El 

vector )()()( tNtTtB  , se llama vector binormal y es perpendicular a los vectores )(tT  y )(tN . 

 
Definición 2.10: El plano determinado por los vectores normal y binormal en un punto P sobre una 
curva C se llama plano normal de C en P. 
 
Definición 2.11: El plano determinado por los vectores tangente unitario y normal en un punto P 
sobre una curva C se llama plano osculador de C en P. 
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Problemas resueltos 
 
 

1. Sea C la curva descrita por    tettr t ln,,1 2


 

a) Determine el domino de r


. 

b) Determine. )(lim
1

tr
t





. 

c) ¿Para cuáles valores de t es la función vectorial r


 continua? 

d) Halle . 

 
Solución: 
 

a) Las funciones componentes definidas por y  son las que nos restringen 

a la variable t. El dominio para cada una de ellas es:  
 

 Y . 

Por tanto:  

 

b)  

 
c) Las tres funciones componentes son continuas en su dominio, por tanto la función   es 
continua en su dominio. 
 

d)  

 

2. Sea C la curva descrita por , determine la longitud L de arco de C para  

. 
 
Solución: 

 

 

 

3. Sea C la curva descrita por . 

 
a) Grafique la curva C e indique su orientación. 

b) Grafique, en el mismo gráfico de la parte a), los vectores  y . 

Solución: 
 

)(' tr

  1 ttf   tth ln

 1RDom  ttf  1RDom  tth

 1tRDom  tr


   0,,0lim 2

1
etr

t






r












tt
e

t
tr t

ln2

1
,2,

1-2

1
)(' 2

   tttr 2sen,2cos,2


π0  t

      dttt


0

22
2cos22sen2L 



224
0

0

 tdt

    22,82 2  tjtittr


 2r











2

3
r

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De la ecuación dada se obtiene que unas ecuaciones 
paramétricas de la curva C son 
 

    y   

 
Si despeja t de la ecuación  y el valor obtenido 

se sustituye en la ecuación , se obtiene la 

ecuación , cuya gráfica se muestra en la 

figura.  
 

4. Demuestre que la curva  C descrita por   está contenida en 

el cono de ecuación . Realice un bosquejo de la curva C e indique la orientación de 

la misma a medida que t crece. 
 
Solución: 
 
Unas ecuaciones paramétricas de la curva C son: , 

, , con . 

 

Luego, al sustituir los valores de x  y  y en  resulta, 

 

 

 
Es decir, los valores de x, y y z satisfacen la ecuación del cono, y 
en consecuencia la curva C está contenida en el cono, como se 
muestra en la figura  

 
 

5. Sea C la curva descrita por , determine una ecuación paramétrica de la 

recta tangente a la  curva C en el punto . 

 
Solución: 
 

 de manera que el vector tangente en el punto dado es 

 y una ecuación de la recta tangente es:  

 

tx 2
28 ty 

tx 2
28 ty 

4
8

2x
y 

  0,2sen2cos  tktjttitttr


224 yxz 

ttx cos

tty sen2 tz 2 0t

224 yx 

ztttttttyx  224sen4cos44 2222222

  ttttttr ,cos,sen











2

π
,0,

2

π
P

   1,sencos,cossen tttttttr 















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


 1,

2
,1

2


r

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, cuya gráfica se muestra en la figura. 

 

 

6. Dado el vector de posición , de una partícula en el tiempo t. 

a) Halle el vector velocidad y el vector aceleración. 
b) Halle la rapidez de la partícula. 
c) Halle la ecuación de la recta tangente para  . 
 
Solución: 
 

a)       y      

 

b)  

 

c) . Como el vector velocidad en  es tangente a la 

curva descrita por  en el punto , las ecuaciones paramétricas de la recta 

tangente son: 
 

 

 

7. Halle la función  tal que  y . 

 
Solución: 
 

 

Como  se debe cumplir que  

 

 

 

En consecuencia . 

 

R
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4sen44cos
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Por lo tanto, 

 

 

8. Pruebe que si  es el vector de posición de una curva C en R3 con aceleración nula entonces 

C es una recta o un punto. 
 
Solución: 
 

Sea  entonces . 

 

Si   se debe cumplir que . Integrando se obtiene: 

 

 

 
Al integrar nuevamente, resulta: 
 

 

 
Si C1, C2 y C3 no son todos nulos 
 

 

 
Es la ecuación vectorial de una recta. 
 
Si C1, C2 y C3 son todos nulos 
 

 

Es un punto. 
 

9. Dada la curva C con ecuaciones paramétricas   

 

a) Halle los vectores tangente unitario , normal unitario  y binormal  en el punto 

. 

b) Halle la ecuación de la recta tangente  a la curva C en el punto P. 
c) Determine las ecuaciones del plano normal y del plano osculador en el punto P. 
d) Halle el ángulo que forma el vector tangente unitario en P con el semieje positivo de z. 
 
Solución: 














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3
1,6,

2
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t
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a) Primero se determina el valor del parámetro t para el cual se obtiene el punto . 

 

Observe que C puede ser descrita por la función vectorial . 

El vector tangente  es: 

 

Y su magnitud viene dada por:  
 

 

Por lo tanto, el vector tangente unitario  es el vector 

 

 

 

El vector tangente unitario en el punto  es el vector . 

El vector  viene dado por 

 

 

Y su magnitud es  

 

Luego, el vector normal unitario  es el vector 
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El vector normal unitario en el punto  es . 

 

Finalmente, el vector binormal  en el punto  se obtiene mediante  

 

b) El vector director de la recta tangente en el punto  tiene la dirección del vector 

. Luego, la ecuación de la recta es:  

       ó            

 
c) El plano normal es el plano determinado por los vectores normal y binormal, es decir, el vector 
director del plano tiene la dirección del vector tangente. Por lo tanto, la ecuación del plano normal 

en el punto  es: 

 

      o         

 
El plano osculador es el plano determinado por los vectores tangente y normal, es decir, el vector 
director del plano tiene la dirección del vector binormal. Por lo tanto, la ecuación del plano 

osculador en el punto  es: 

 

            o                

 
d) Puesto que  

 

 

donde  es el ángulo que forma el vector tangente unitario con el vector  el cual tiene la 
dirección del semieje positivo de z, luego, al sustituir los valores conocidos, resulta 
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En la figura se observa la curva, el plano normal y el plano 
osculador. 

 
 
 

10. Dada curva C descrita por  determine los puntos de la 

curva donde el plano normal es ortogonal al plano π de ecuación . 
 
Solución: 
 

El vector tangente  a la curva C es:  

 

 

 
El plano normal es el plano cuyo vector normal tiene la dirección del vector tangente. 
 

Por otra parte, el vector normal del plano  π es .   

 
Los dos planos serán ortogonales si sus vectores normales son ortogonales, es decir, si 
 

  

 

Para hallar el punto de la curva, debemos hallar . 

 

Por lo tanto, en el punto  de la curva el plano normal a la curva es ortogonal al plano 

dado. 
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11. ¿En qué puntos de la curva descrita por  el plano normal es paralelo al 

plano de ecuación ? 

 
Solución: 
 
El plano normal es el plano determinado por el vector  normal y el vector binormal, es decir, el 
vector director del plano tiene la dirección del vector tangente.  
 

 

 

El vector normal al plano de ecuación  es .  

 
Ambos planos son paralelos para aquellos valores de t para los cuales existe un número α tal que 

, es decir, si 

 

 

 

De donde se obtiene que , por lo tanto, el sistema anterior tiene como 

única solución  .  
 

En consecuencia, el punto de la curva descrita por  en el cual el plano normal 

es paralelo al plano de ecuación  es el punto . 

 

12. Sea curva C descrita por  . 

 
a) ¿Es la curvatura de C constante? 
b) Halle la curvatura cuando  

c) Determine la curvatura en el punto . 

 
Solución: 
 
a) El vector tangente es el vector: 

  

Y su magnitud viene dada por: 
 

 

 

Y el vector  es el vector 
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Y 

 

 

Al aplicar  la definición . Se obtiene, 

 

 
Dado que la curvatura depende del parámetro t, no es constante, es decir, varía en cada 

punto de la curva. 
 

b)                                                        

 

c) Para calcular la curvatura en el punto  se debe determinar primero el valor del 

parámetro t, para ello se debe resolver el sistema de ecuaciones: 
 

 

 

Cuya solución es . Por lo tanto, la curvatura en el punto  es: 

 

 

13. Sea C  la curva intersección de la superficie de ecuación  con el plano de 

ecuación .  

 
a) Parametrice la curva C. 

b) Determine los puntos de la curva donde la curvatura es igual a  

 
Solución: 
 
a) La curva C puede ser parametrizada por (ejercicio 16 resuelto  del capítulo 1)  
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Y puede ser descrita por   . 
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El vector tangente es el vector: 

  

Y su magnitud viene dada por: 
 

 

 

Y el vector  es el vector 

 

 
Y 

 

 

Al aplicar  la definición . Se obtiene, 

 

 

 

 

 

Los puntos de la curva donde la curvatura es igual a  son:  y . 

 

14. a) Halle la ecuación del plano que contiene a las rectas L1 y L2 de ecuaciones  y 

. 

 

b) Dada la curva C descrita por  determine los puntos de la curva 

donde el vector tangente es ortogonal al plano π obtenido en a). 
 
Solución: 
 

a) Observe que ambas rectas son paralelas con vector director . Para hallar el vector 

normal al plano se requiere de otro vector que esté contenido en el plano, para ello tomemos un 

punto en cada recta. Por ejemplo  y ,  el vector   y 
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el vector  determinan el plano buscado. Por lo tanto, el vector  es 

ortogonal al plano. 
 

 

 
La ecuación del plano que contiene a las rectas de L1 y L2 es 
 

 

 
 

 

b) El vector tangente  a la curva C es:  

 

 

El vector tangente es ortogonal al plano π si  es paralelo al vector director del plano. 

 
Luego, 
 

 

Para hallar el punto de la curva, se debe hallar . 

 

 

Por lo tanto, en el punto  de la curva el vector tangente es ortogonal al plano π 

obtenido en a). 
 

15. La curva de ecuación  en el punto de coordenadas  tiene curvatura 

, halla . 

 
Solución: 
 
Se sabe que para el caso de una curva plana 
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Se tiene entonces que 
 

 

y 

 

 

16. Suponga que una partícula sigue la trayectoria dada por  hasta que sale 

por la tangente para , ¿dónde estará la partícula en  
 
Solución: 

 

y 

 

 
Luego, unas ecuaciones paramétricas de la recta tangente en  son  
 

 

 

Observe que cuando  se obtiene , luego para hallar la posición de la partícula en  

se debe hacer . 

Por lo tanto, en  la partícula estará en el punto . 

 

17. Dada la función vectorial definida por  

  

a) Determine el dominio de la función . 

b) Halle la longitud de arco de la  parte de la curva descrita por  desde el punto  hasta 

el punto . 

c) Halle la ecuación de la recta tangente  a la curva C en el punto P. 

d) Determine la curvatura de la curva descrita por  en el punto . 

e) Halle la ecuación del plano osculador en el punto . 
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Solución: 
 

a)   

b) Primero hay que determinar el valor del parámetro t  para el cual se obtiene el punto 

. 

 

 

En forma análoga, se obtiene que para  se obtiene el punto . 

 

El vector tangente  es: 

 

Se tiene entonces que: 
 

 

 

c) El vector director de la recta tangente en el punto  tiene la dirección del vector 

. Luego, la ecuación de la recta tangente es:  

 

 

 
d) Se sabe que  

 

Y 

 

 
Luego, en , se tiene que: 

 

 ,   ,   

 

,  

 
Por lo tanto 

  ,0Dom
f

 2,0,1P

1220ln,12  ttytt

et   eeQ 2,1,2

 tf ´

  







 2,

t

1
,2´ ttf

 dttfL
e

C
1

)(' 2

1

1
2 edt

t
t

e

 









 2,0,1P

   2,1,21´ f

R

z

y

x
















,

22

21

3

)´(

)´´()´(
)(

tf

tftf
tk




  







 2,

t

1
,2´ ttf   








 0,

t

1
,2´´

2
tf

1t

   2,1,21´ f    0,1,21´´ f   34141´ f

      0,1,22,1,2)1´´(1´ ff  4,4,2    616164)1´´(1´  ff



 

 
 

 

 

 

38 

 

 
e) El plano osculador es el plano determinado por el vector tangente unitario y el vector normal, 
es decir, el vector director del plano tiene la dirección del vector binormal.  
 

   

 
Luego,  

  

 

  

 

 
En consecuencia, 

 

 

En el punto  se tiene que:  

 

   y      

Y 

  

 

Por lo tanto, la ecuación del plano osculador en el punto  es: 

 

 

o 
 

 

18. Sea C la curva descrita por  . 

 
a) ¿Es la curvatura de C constante? 
b) Halle el punto de la curva donde la curvatura tiene su máximo valor. 
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c) El radio de curvatura se define como . Con base al resultado obtenido en    

la parte a) diga si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones. Justifique su respuesta. 
c.1) Si  ó  entonces . 

c.2) Si  entonces  

 
Solución: 
 
a) El vector tangente a la curva es el vector: 

 

  

Y su magnitud viene dada por: 
 

 

Y el vector  es el vector 

 

 
Luego, 

 

 

Al aplicar  la definición . Se obtiene, 

 

 
Dado que la curvatura depende del parámetro t, no es constante, es decir, varía en cada 

punto de la curva. 
 
b)  Para hallar el punto donde la curvatura es máxima debemos hallar    

 

 

 

Se tiene que . Como  para   y  para , k 

es creciente en  y es decreciente en , por lo tanto la curvatura es máxima para 

, es decir, en el punto . 
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c.1) Verdadero, ya que  

 

c.2) Verdadero, ya que   y si   entonces . 

 
19. Una mosca camina a lo largo de un alambre en forma de hélice, la cual se encuentra dentro de 

un globo centrado en el origen y tiene radio 10. Su vector posición está dado por 

 con . 

a) Justifique que la trayectoria tiene forma de hélice. 
b) ¿En cuál punto la mosca chocaría con el globo esférico? 
c) ¿Qué tanto viajó, desde su inicio, hasta que chocó con el globo? 
d) ¿Qué puede decirse sobre su vector velocidad con respecto a la aceleración? 
 
Solución: 
 

a) Dado que la posición de la mosca viene dada por , se tiene que 

, , , con . 

 
Como   

 

 
La trayectoria tiene forma de hélice. 
 

b) La ecuación de un globo esférico centrado en el origen y de radio 10 es  , 

reemplazando las coordenadas de la trayectoria de la mosca en la ecuación del globo se tiene: 
 

 

 
El punto en el cual la mosca choca con el globo es la imagen de 4, es decir, 
 

 

 
c) la distancia recorrida es la longitud de arco: 
 

 

 
d)  Observe que 
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Luego, 

 

 
En consecuencia el vector velocidad y el vector aceleración son ortogonales. 
 
 
20.  Considere la curva C descrita por: 

 

a) Encuentre la ecuación del plano normal a la curva C en el punto  . 

b) Halle el valor o los valores, si existen,  de la constante k para que la recta L que tiene como 

vector director al vector   sea  paralelo al plano normal obtenido en 

el apartado a) 

c) ¿Existe algún valor t en los reales que cumpla ? 

 
Solución: 
 

a)                                           

 

La ecuación del plano normal en el punto  es: 

 

   ó                

 
b)   El vector director de la recta es paralelo al plano si y sólo si el vector director de la recta es 
perpendicular al vector normal del plano, luego 
 

 

  ya que  

 

  c)                                    
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Problemas propuestos 
 
 
En los problemas  del 1 al 4, halle una función vectorial que describa la curva cuyas ecuaciones 
paramétricas se dan. 
 

1.                                     2.     

3.                            4.   

 

Respuestas: 1)      2)     3)      4)   

 
En los problemas  del 5 al 8, halle una función vectorial que describa la curva dada en ecuaciones 
cartesianas. 
 

5.              6.          7.            8.   

 

Respuestas:  5)         6)         7)       8)   

 
En los problemas del 9 al 12  determine el dominio de la función vectorial dada 
 

9.                              10.        

11. 

        

12.   

 

Respuestas:  9)  2,1rDom         10)           11)        12)  

 
En los problemas  del 13 al 16, evalúe el límite, si existe. 
 

13.                            14.    

15.                16.  

 

Respuestas: 13)       14)       15)      16)  

 
En los problemas  del 17 al 20, determine los intervalos en los que la función vectorial es continua. 
 

17.                       18.  

19.                      20.  
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Respuestas: 17)       18)       19)      20)  

 

En los problemas  del 21 al 24, encuentre los valores de  y   para los valores de t dados. 

 

21. ,                     22. ,    

23. ,                24. ,  

Respuestas: 21) ;         22)  ;   

23) ;            24) ;        

 

En los problemas  del 25 al 28, se da el vector de posición   de una partícula que se mueve en 

el espacio encuentre los vectores  y   en el tiempo  t. 

 

25.                                           26.  

27.                        28.  

 

Respuestas: 25) ;         26)  ;   

         27) ;                  

 28) ;        

 

29. Dado el vector de posición  de una partícula en el tiempo t,  

 
a) Halle el vector velocidad y el vector aceleración. 
 
b) Halle la rapidez de la partícula. 
 

Respuestas:  a)  ;        b)  

 
30. Las ecuaciones paramétricas de un punto en movimiento son , , 

. Encuentre el vector velocidad, la rapidez  y  el vector aceleración en el tiempo . 

Respuesta: ;   ;      

 
En los problemas del 31 al 34, halle las integrales indefinidas. 
 

31.                        32.  
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33.         34.    

Respuestas:  31)   32)      

33)       34)  

 
En los problemas del 35 al 38, determine la longitud del arco de  curva  descrita por la función 
vectorial en el intervalo dado. 
 

35. ,                  36. ,   

37. ,             38. ,  

 

Respuestas: 35)         36) 14         37)    38)  

 
En los problemas del 39 y 40, determine una ecuación paramétrica de la recta tangente a la  curva  
descrita por la función vectorial  en el punto dado. 
 

39.  ,      40. ,  

Respuestas:  39)            40)    

 
En los problemas del 41 al 44, determine, si existen, para el valor particular de t dado,  los vectores 

, y ; la curvatura k; las ecuaciones de la recta tangente; y la ecuación del plano osculador a 
las curvas descritas por el vector de posición dado. 
 

41. ,            42. ,  

 

43. ,        44. ,   

Respuestas: 41) ,      ,  ,      ,      ecuación de la  recta tangente: ,    

plano osculador: no está definido.  

42) ,   ,   , ,    ecuación de la  recta tangente: 

, ecuación del  plano osculador: . 
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43) ,       ,     ,      ,              ecuación de la  recta tangente: , 

ecuación del  plano osculador: . 

44) ,   ,   , ,     ecuación de la  recta tangente: 

,  ecuación del  plano osculador: . 

 

45. Una partícula P se mueve a lo largo de la curva C descrita por , . 

a) Pruebe que la trayectoria descrita por el movimiento de la partícula P es una circunferencia. 
b) ¿La partícula se mueve en sentido antihorario? 
c) Halle la velocidad y la aceleración. 
d) ¿Son los vectores velocidad y aceleración perpendiculares? 
e) ¿La partícula se mueve con una rapidez constante? 

Respuesta: b) Si    c) ,    d) Si    e) Si 

 
46. Demuestre que en el movimiento circular en el plano los vectores velocidad y aceleración son 
perpendiculares. 
 

47. Sea C la curva descrita por . 

a) Verifique que el ángulo θ que la recta tangente en cualquier punto de la curva forma con el eje z 
es constante. 
b) Demuestre que el vector normal en cualquier punto de la curva es perpendicular al eje z. 
c) Demuestre que el ángulo α que forma el vector binormal con el eje z es constante. 
d) Calcule la curvatura k. 

Respuesta: a)        c)          d)  

 
En los problemas 48 y 49 demuestre que la curva descrita por la función vectorial  está 
contenida en un plano. Determine la ecuación del plano que lo contiene. 
 

48. ,       

49.  

 
Respuestas : 48)    49)   

 

50. Dada la curva C  en el plano de ecuación . 

a) Encuentre una parametrización para la curva C. 
b) Determine para cuales valores  del parámetro en el intervalo la curvatura de C es igual a 

¼. 
c) Halle los puntos de la curva correspondientes a los valores del parámetro obtenidos en la parte 
b). 

Respuestas: a)      b)     c)  y  
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51. Sea C la curva de intersección del cilindro de ecuación  con el 
plano de ecuación . 

a) Halle una ecuación paramétrica para la curva C. 
b) Determine los puntos de la curva donde el vector tangente es paralelo a la recta L de ecuación 

. 

c) Halle la ecuación del plano normal en el punto obtenido en la parte b) que está más próximo al 
origen. 

Respuesta: a)              b)    y            c)  

 
52.Considere la curva C dada por: 

  con  

a) Determine los puntos de la curva C donde la rapidez es igual a 4. 
b) Determinar el valor de la curvatura y  los vectores de T y N de la curva C  en el punto P(1,0,0). 

 

Respuesta: a) 

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2

1
P   b)   ;  ;     

 

53. El vector de posición de una partícula es en función del tiempo es , 

 
a) Halle el vector velocidad y el vector aceleración. 
b) ¿Existe algún valor de t para el cual la rapidez sea máxima? 

c) Determine el valor de la curvatura y de la torsión en el punto  de la trayectoria. 

d) Calcule la longitud de la trayectoria recorrida por la partícula desde el punto   hasta el 

punto . 

Respuesta: a) ,        b) No         c) ,    d)  

 

54. Un águila inicia su vuelo en el punto  siguiendo la trayectoria dada por 

, hasta que choca con el plano de ecuación . A partir de ese 

momento comienza a descender a una velocidad constante  hasta que llega al 

suelo ubicado en el plano . Determine la ecuación total de la trayectoria del vuelo del águila, 
desde su inicio hasta que toca el suelo e indique las coordenadas del punto final. 

Respuesta:  
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55. El vector de posición de una partícula es en función del tiempo , para 

. Determine el vector velocidad, el vector aceleración y la rapidez cuando dicha partícula 
choca con el plano de ecuación , para  . 

 

 Respuesta: , ,  

 
56. Las ecuaciones paramétricas 

,   

Donde  es la velocidad inicial,  es la altura inicial, g es la aceleración de gravedad y t es el 

tiempo, modelan el movimiento de un proyectil a lo largo de una curva en el plano. 
 
a) Pruebe que la trayectoria descrita es una parábola. 

b) El proyectil es disparado con un cañón desde el suelo con una velocidad inicial de 700  y el 

ángulo de elevación de 30. ¿En cuál instante el proyectil impacta contra el suelo, si se toma 

? 

Respuesta: b) 70s 

 
57. Un proyectil se dispara desde el nivel del suelo a una velocidad inicial de 75 pies por segundos 
con un ángulo de 30° con la horizontal. Halle el alcance el proyectil. 
 

Respuesta: 152 pies 
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INTEGRALES DE LÍNEA 

 

 
Definiciones, propiedades y teoremas importantes  
 
 
Definición 3.1: Sea f una función real de dos variables continua cuyo dominio contiene una curva 
suave y plana C dada por las ecuaciones paramétricas: 
 

,      ,   

 
La integral de línea de f  a lo largo de C es:  
 

    dt
dt

dy

dt

dx
tytxfyxf

b

aC

22

)(,)(sd, 
















   

 
Definición 3.2: Sea f una función real de tres variables continua cuyo dominio contiene una curva 
suave C dada por las ecuaciones paramétricas, 
 

,      ,  ,  

 
La integral de línea de f  a lo largo de C es, 
 

    dt
dt

dz

dt

dy

dt

dx
tztytxfzyxf

b

a

222

C

)(,)(,)(sd,, 

























   

 
Teorema 3.1: Sea f una función real de dos variables continua cuyo dominio contiene una curva 
suave y plana C dada por las ecuaciones paramétricas: 
 

,      ,   

Entonces 
 

 El valor de la integral de trayectoria no depende de la parametrización de la curva. 

 Si C es una curva suave a trozos, es decir si C es la unión de un número finito de curvas 
suaves C1, C2, …, Cn, donde el punto inicial de Ci+1 es el punto final de Ci. Entonces, 

  

  
C

sd, yxf   

1C

sd, yxf    
2C

sd, yxf  

nC

sd, yxf  

 Si , se llama integral de f a lo largo de C con respecto a x y en este caso, 

 

 Si , se llama integral de f a lo largo de C con respecto a y en este caso, 

)(txx  )(tyy  bta 

)(txx  )(tyy  )(tzz  bta 

)(txx  )(tyy  bta 

1 iii xxS

  

b

a

ttxtytxfxyxf d)´()(),(d),(

C

1 iii yyS
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  denota  

 Si –C denota la curva formada por los mismos puntos de C pero con orientación opuesta, 
entonces, 
 

   dxyxfdxyxf
C



 ,,
C

,    dyyxfdyyxf
C



 ,,
C

 y    dsyxfdsyxf
C



 ,,
C

 

 Para el caso especial , se tiene que, 

Lds 
C

  

            donde L es la longitud de la curva. 
 
Nota: Todas las propiedades dadas anteriormente para integrales de trayectoria en el plano se 
satisfacen para integrales de trayectoria en el espacio. 
 

Definición 3.3: Un campo vectorial F  en un dominio del plano es una función que asigna un único 
vector a cada punto del dominio, puede tener la fórmula como 
 

      kyxNiyxMyx ,,,F   

 
Teorema 3.2: El campo vectorial en un dominio del plano es continuo si las funciones 
componentes M y N son continuas. 
 

Definición 3.4:  Sea F  un campo vectorial en R2 continuo cuyo dominio contiene una curva suave C 

definida por la función vectorial jtyitxtr )()()(   con . Se define a integral de línea de 

 a lo largo de C  por la fórmula: 
 

 

 

Definición 3.5: Un campo vectorial F  en un dominio del espacio es una función que asigna un 
vector a cada punto del dominio, puede tener la fórmula como 
 

        kzyxPkzyxNizyxMzyx ,,,,,,,,F   

 
Teorema 3.3: El campo vectorial en un dominio del espacio es continuo si las funciones 
componentes M, N y P son continuas. 
 

Definición 3.6: Sea  un campo vectorial en R3 continuo cuyo dominio contiene una curva suave C 

definida por la función vectorial ktzjtyitxtr )()()()(  , con . Se define a integral de 

línea de  a lo largo de C  por la fórmula, 
 


C

dy),( yxf  
b

a

dttytytxf )´()(),(

yyxQxyxP d),(d),(

C
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Teorema 3. 4  Sea  un campo vectorial continuo cuyo dominio contiene una curva suave C 
 

 El valor de la integral línea no depende de la parametrización de la curva si preserva la 
orientación de la curva. 

 Si C es una curva suave a trozos, es decir si C es la unión de un número finito de curvas 
suaves C1, C2, …, Cn, donde el punto inicial Ci+1 es el punto final de Ci, entonces, 

…  

 Si –C denota la curva formada por los mismos puntos de C pero con orientación opuesta, 
entonces:  

 

 Si  es un campo vectorial, entonces en notación de formas diferenciales 

escribimos, 

 
Cc

RdzQdyPdxrdF  

 

Definición 3.7: Un campo vectorial  es conservativo se llama conservativo si es el gradiente de 
alguna función escalar. 
 

Teorema 3.5: Sea una curva C una curva suave dada por  tr


, con bta  . Sea f una función real 

diferenciable de dos o tres variables. Entonces 
 

   )()( arfbrfrdf
C

  

 
 
  

  ttrtrrd
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Problemas resueltos 
 
 

1. Evalúe la integral  
C

22 dsy+x+1lnx , donde C es la  parte de la circunferencia unitaria de 

centro  0,0  que está en el primer cuadrante. 

  
Solución: 
 
Observe que la integral planteada es una integral de línea del campo 

escalar  22 ++1ln),( yxxyxf  , definido sobre la curva C, donde C es 

la curva de ecuaciones paramétricas tx cos , ty sen , con 
2

π
0  t , 

mostrada en la figura. 
 
La integral de f  a lo largo de C se define como 
 

 

 
C

syxf d),( 
C

ttrtytxf d)´())(,)(( t
t

y

t

x
yxf

C

d
d

d

d

d
),(

22

 
















  

 

Con jtyitxtr )()()(  . 

 
Se tiene  

















22

dt

d
+

dt

d yx     1cos(t)+sen(t)-
22
  

 
Al aplicar la definición, y al hacer las sustituciones respectivas, resulta: 
 

  
C

22 ds++1ln yxx       tttt

π

dsen+cos+1lncos
2

0

22       2lnsen2lnd2lncos 2

π

0

2

0

 ttt

π

 

 

2. Evalúe la integral 
C

dsyzex , donde C es el segmento de recta que une el punto  0,0,01P  con 

el punto  3,2,12P . 

 
Solución: 
 

Observe que la integral planteada es una integral de línea del campo escalar yzexzyxf ),,( , y C 

es el segmento de recta de ecuaciones paramétricas tx  , ty 2 , tz 3  con 10  t . 

 
La integral de f  a lo largo de C se define como 
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 
C

Szyxf d),,( 
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















  

 
Se tiene  
 

222

d

d
+

d

d
+

d

d

























t

z

t

y

t

x
 14941   

 
Al aplicar la definición de integral de trayectoria, y al hacer las sustituciones respectivas, resulta 


C

dsyzex   1
12

14

12
14dt14 6

1

0

261

0

26 














  e
e

et
t

t  

 

3. Calcule dyyxdxxy
C

)(  , donde C está formada por los segmentos de recta de  0,0  a 

 1,2  y de  1,2  a  4,2 .  

 
Solución: 
 
 
Observe que la integral planteada es una integral de 

línea del campo vectorial   j-+i=),(F yxxyyx , 

sobre la curva C mostrada en la figura. 
 

 
Se tiene  

    ttrtrrd
b

aC

d)(')(FF yyxxyx
C

d),(Qd),(P   

 
Y además, como C es la unión de dos curvas suaves C1 y C2 donde el punto inicial C2 es el punto 
final de C1, entonces, 
 


C

rdF 

1

F
C

rd  

2

F
C

rd  

Luego,  

 dyyxdxxy
C

)(  dyyxdxxy
C

)(

1

 dyyxdxxy
C

)(

2

 

 

a) Sea C1 la parte de C que corresponde al segmento de recta de  0,0  a  1,2 . 
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Unas ecuaciones paramétricas de C1  son tx 2 ,  ty  , con 10  t . 

 
Luego,   

dt2=dx      y      dt=dy  

 
Al aplicar la definición de integral de línea, al hacer las sustituciones respectivas, resulta 
 

 dttttdyyxdxxy
C

)2(4)( 2
1

01

    dttt  
2

1

0

4
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11

2

1

3

4

2

t
t

3

4
1

0

2
3 














  

 

b) Sea C2 la parte de C que corresponde al segmento de recta que va de  1,2  a  4,2  

Unas ecuaciones paramétricas de C2  son 2x ,  ty  , con 41  t . 

Luego,   

0=dx     y    dt=dy  

 
Al aplicar la definición de integral de línea de un campo vectorial y al hacer las sustituciones 
respectivas, resulta 
 

    dttdyyxdxxy
C

2)(
4

12
2

3

2

t
2

4

1

2















t  

 
En consecuencia, 

 dyyxdxxy
C

)(
3

1

2

3

6

11
             

 

4. Evalúe la integral  
C

F rd , si ji),(F 33 xyyx   y C es la circunferencia unitaria de centro 

 0,0 . 

 
Solución: 
 
Observe que la integral planteada es una integral de línea del campo 

vectorial dado por ji),(F 33 xyyx  , sobre la circunferencia unitaria 

mostrada en la figura. 
 
La curva C viene descrita por  
  

 tttr sen,cos=)( ,  2π≤≤0 t  

 

 

Como 

  ttrtrrd
b

a

d)(')(FF
C

   
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Para aplicar la definición de integral de línea hay que evaluar, 
 

 tttr cos,sen-=)('  

 

  =)(F tr  tt 33 cos,sen  

y 

  )(F tr )(' tr    tt 33 cos,sen  tt cos,sen-  tt 44 cossen-   

 
En consecuencia, 
 


C

F rd   0dcossen-∫
2
0

44  ttt   

 

5. Evalúe la integral      
C

dd2 y2yxx+yx , donde C consiste del arco de parábola 2xy   que 

va de   0,0  a  1,1  y del segmento de recta que va de  1,1 a  0,0 . 

 
Solución: 
 
 
Observe que la integral planteada es una 

integral de línea del campo vectorial F  

dado por     j2-+i2=),(F yxyxyx  , 

sobre la curva C mostrada en la figura. 
 

 
 

a) Sea C1 la parte de C que corresponde al arco parábola 2xy   que va de   0,0 a  1,1  y 

calculemos la integral a lo largo de C1,  

 

C1  puede ser parametrizado por las ecuaciones tx  ,  
2ty  , con 10  t . 

 
De donde,   

dt=dx      y      dt2t=dy . 

 
Al aplicar la definición de integral de línea, y al hacer las sustituciones respectivas, se tiene que: 

    
1C

dd2 y2yxx+yx      
6

5
dt222tt∫

1
0

22  ttt  
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b) Sea C2 la parte de C que corresponde al segmento de segmento de recta que va de  1,1 a  0,0  

y calculemos la integral a lo largo de C2.  

 

- C2  puede ser parametrizado por las ecuaciones tx  ,  ty  , con 10  t . 

 
De donde,   

dtdx =     y    dtdy =  

 
Al aplicar la definición de integral de línea de un campo vectorial, y al hacer las sustituciones 
respectivas, resulta: 
 

    
2C

dd2 y2yxx+yx   1d22∫
1

0

 ttttt  

 
Dado que, 

    
C

dd2 y2yxx+yx     
1C

dd2 y2yxx+yx     
2C

dd2 y2yxx+yx  

 
se tiene que: 

   
6

1
1

6

5
dd2

C

 y2yxx+yx    

 

6. Evalúe la integral  

C

F rd , para el campo F  dado por kxzyxzyx  jcosisen),,(F  a lo 

largo de la curva descrita por 10,)( 23  tktjtittr .  

 
Solución: 
 
Observe que la integral planteada es una integral de línea del campo 

vectorial kxzyxzyx  jcosisen),,(F ;  sobre la curva C descrita por  

 ttttr ,-,=)( 23 ,  1≤≤0 t  

Que se muestra en la figura. 

 
 
Como 

  ttrtrrd
b

a

d)(')(FF
C

   

 
Se debe calcular, 

 1,2,3=)(' 2 tttr   

 

  )(F tr     423 ,cos,sen ttt   

y 
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    4232 cos2sen3)(')(F ttttttrtr   

 
Al aplicar la definición de integral de línea, se obtiene: 
 


C

F rd             
5

6
1sen1cos

5
sentcos-dcos2sen3

1

0

5
231

0
4232

∫ 









t
ttttttt  

            )1(sen)1(cos
5

6
  

 
 
7. Evalúe la integral  

C

zdzxdyydx , si C es la curva de intersección de las superficies de 

ecuaciones 
22 yxz    y  0222  yyx , recorrida en sentido positivo. 

Solución: 

 

Observe que 
22 yxz   corresponde a la ecuación del 

paraboloide mostrado en la figura. 

 

 

Además, como 

  1102
2222  yxyyx  

Se tiene que   11
22  yx  es la ecuación del cilindro 

mostrado en la figura. 

  

Luego, la curva C se obtiene al intersecar el cilindro de ecuación 

  11
22  yx  con el paraboloide de ecuación 

22 yxz  , 

mostrada en la figura. 

Al resolver el sistema:  








0222

22

yyx

yxz
    

Resulta yz 2 , y C puede ser entonces parametrizada como:   
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C: π20,

sen22z

sen1

cos
















t

t

ty

tx

 

De donde, 

tdtdzytdtdytdtdx cos2cos,sen   

Luego, 


C

zdzxdyydx   
2

0

sencos4cos41 dtttttsen   
2

0

2sen2sen4cos tttt π2  

8. Demuestre que el campo vectorial F  definido por j
x

iyxyxF
3

),(
3

2   es conservativo. 

Solución: 

2

3

3
x

x

x



















   y   
  2

2

x
y

yx





 

Como 



















x

x

3

3

 
y

yx



 2

 

El campo F  es conservativo. 

 

9. Suponga que un campo de fuerza F  está dado por 

j
x

iyxyxF
3

),(
3

2   

Determine  el trabajo que realiza  F  al desplazar un 
objeto desde A hasta B a lo largo de la curva C mostrada 
en la figura. 

 
 

Solución: 
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El trabajo que realiza F  sobre el objeto es 
 

 

C

rdFW  

Por el problema anterior el campo vectorial F  es conservativo, en consecuencia,  

C

rdFW  no 

depende de la trayectoria. 
 

Sea C1 el segmento de recta que une los puntos  0,2A  y  3,1B , el cual puede ser descrito por 

  jtittr  2)(  con 12  t . 

 
Luego  
 

 

C

rdFW  

1C

rdFW  

 

jitr )(́     y      j
t

itttrF
3

2))((
3

2   

En consecuencia, 
 

1
33

2

3
2

1

2

431

2

3
32

1





















tt

dt
t

ttrdFW

C  
 

10. Dado el campo vectorial F   definido por jexieyyxF xyxy ),(  

 

a) Determine si el campo vectorial  F   es conservativo. 

b) Determine el valor  de  

C

F rd   si C es la curva descrita por:  

jtittr 









4
sensec)(


    con 

4

π
0  t  

c) Sea  G  un campo vectorial conservativo definido por jyxixyyxG 22 22),(  . 

Halle el valor de  









C

rdGF 5
3

4
 si C es la elipse de ecuación     12914

22
 yx .  

Solución: 
 

a) Dado que la derivadas parciales:   
  xyxy

xy

exye
y

ye





   y 

  xyxy
xy

exye
x

xe





 son 

iguales, el campo F  es conservativo. 
 

b) Como el campo F   es conservativo, existe una función escalar f tal que  
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 yxfyxF ,),(   

 
Luego,  
 

  xyey
x

yxf




 ,
    y    

  xyex
y

yxf



 ,
     (1) 

 
 

  )(,
,

ygedxyeyxfey
x

yxf xyxyxy 



  

Derivando ambos miembros de   )(, ygeyxf xy   con respecto a y:  

 
 

)´(
,

ygex
y

yxf xy 



   (2) 

 

De (1) y (2):   kygyg  )(0)´(  

 

Por lo tanto, una función potencial es   xyeyxf ,  

 
Además, 
















2

2
,1)0(r   y  1,2

4









r  

 
En consecuencia,  

  2

2

2

C 2

2
,11,2F eeffrd 














  

 

c) La curva C es cerrada y los campos F   y G  son conservativos, por lo tanto  
 

 









CCC

rdGrdFrdGF 5
3

4
5

3

4
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Problemas propuestos 
 

 

1. Evalúe la integral 
C

4 dsyx ,  donde C es la mitad superior de la circunferencia de ecuación 

922  yx .  

Respuesta: 
5

1458
 

 

2. Evalúe la integral   
C

2 ds23 zyx ,  donde C es el segmento de recta que une los puntos 

 0,0,1P  y  2,2,1Q . 

Respuesta: 0 

 

 

Si la densidad de masa ),,( zyx  de un alambre  o resorte que está sobre una curva C es conocida, 

entonces la masa total  viene dada por 
 

 dszyxCM
C
 ,,)(   

 
Las coordenadas del centro de masa de C son: 
 

 dszyxx
CM

x
C

M  ,,
)(

1
         dszyxy

CM
y

C
M  ,,

)(

1
      dszyxz

CM
z

C
M  ,,

)(

1
  

 
Las coordenadas del centroide de S son: 
 


C

C dsx
Cl

x
)(

1
                  ds

Cl
yC

)(

1
          

C
C dsz

Cl
z

)(

1
 

 
Los momentos de inercia con respecto a los ejes son: 
 

   dszyxzyI
C

x   ,,22          dszyxzxI
C

y   ,,22         dszyxyxI
C

z   ,,22   

 

 
3. Un resorte en forma de espiral está sobre la hélice circular descrita por

ktjtittr  2sen2cos)(  con  20 t , si   1,,  zyx . Halle la masa, las coordenadas del 

centro de masa y los momentos de inercia con respecto al eje z del resorte. 
 

Respuesta: π52M ; 0 MM yx , Mz , π52zI  

 
4. Un arco de metal delgado, con densidad mayor en su parte inferior  que en su parte superior, se 

representa a lo largo del semicírculo de ecuación  222  yz  con 0z , en el plano yz, si 

  zzyx  3,, . Halle la masa, las coordenadas del centro de masa en cada punto del arco. 
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Respuesta: 423  M ; 0 MM yx , 
4-π23

212 
Mz . 

 

5. Evalúe la integral  
C

dd yxx+2yyx , donde C consiste del arco de círculo de ecuación 

122+yx  de  0,1 a  1,0  y del segmento de recta que va de  1,0 a  3,4  . 

Respuesta:  33266
5

1
    

 

6. Evalúe la integral  
C

F rd , para el campo F  dado por kzyxzyx  j2i),,(F  a lo largo de la 

curva descrita por k)( tjtittr   con 10  t . 

Respuesta: 2 

 

7. Evalúe  dsyx
C
 3 , si C es la curva con la ecuación paramétrica 10;,3 3  ttytx . 

Respuesta:   12214   

 

8. Evalúe   xdydxyx
C

 , si C es la gráfica de  
2yx   entre  2,4   y  2,4 . 

Respuesta: 
3

16
  

 

9. Evalúe la integral  
C

F rd , para el campo F  dado por ji),,(F 22 xyzyx   a lo largo de la 

curva descrita por jtittr 2)(   con 10  t . 

Respuesta: 
10

7
 

 

10. Evalúe   dzxdyzydxxz
C

 , si C es la gráfica de  ;,, 2ttt ezeyex  
 con 10  t . 

Respuesta:  581263
12

1 524   eeee  

 

11. Evalúe dzzydydxx
C

 , si C es la gráfica de  ;,sen,cos



t

ztytx  con  20 t . 

Respuesta: 2 

 

12. Evalúe la integral  
C

F rd , para el campo F  dado por   kxyzzxyxzyx  ji),,(F 2  a lo 

largo de la curva descrita por kjtittr 2)( 2   con 10  t . 

Respuesta: 
15

17
  
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13. Evalúe  dyyxdxxy
C

 , si C es la curva 

mostrada en la figura. 
 

 
 
Respuesta: 6 

 

14. Evalúe dyyxdxyxxy
C

2223

3

2









 , si C es el triángulo de vértices  0,0A ,  0,1B  y  1,1C  

recorrido con sentido positivo. 

Respuesta:
4

1
 

 

15. Evalúe la integral  
C

F rd , para el campo F  dado por   kzxxzyx  j3i33),,(F 2  a lo 

largo de la curva de intersección de las gráficas de 422  yx  y 229 yxz   recorrida en 

sentido positivo. 
 
Respuesta: 0 

 

16. Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerza F  definido por 

j3i2),,(F 2

3

yxyzyx   al desplazar un objeto desde el punto  1,1P  al punto  4,2Q . 
Respuesta: 30 

 

17. Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerza F  definido por 

   kzyzyxzyx  j2i2),,(F  al desplazar un objeto a lo largo de la curva de ecuaciones 

paramétricas ;,
2

sen,
2

sen tz
t

y
t

x 






 








 
  10  t . 

Respuesta: 


2
2   

 

Si una curva suave C descrita por )(tr  en el dominio de un campo de velocidades continuas F   el 

flujo    a lo largo de la curva C que va desde  at    hasta bt    es: 

 

dsTF
C
   
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Donde T  es el vector tangente unitario, y esta integral se conoce como la integral de flujo. Si la 
curva es cerrada, el flujo se conoce como circulación alrededor de la curva. 
 

 

18. El campo de velocidades de un fluido F  está dado por kzyxzyx  ji),,(F . Halle el flujo 

alrededor de la hélice descrita por k4)4()4cos()( tjtsenittr   con 
2

0


 t . 

Respuesta: 2π2  

 

19. Demuestre que la circulación generada por el campo vectorial F  dado por 

  ji),(F xyxyx   alrededor  de la curva descrita por jtsenittr )2()2cos()(   con  t0  

es cero. 
 
En los problemas del 20 al 23 decida si el campo vectorial dado es conservativo. 
 

20. jcosi),(F yxysenyx                     21. j
1

i),(F
2 xx

y
yx   

22. j
2

i
2

),(F
2

22

y

xe

y

e
yx

y

x

y

x

                    23. jsenicos),(F yeyeyx xx   

 
Respuestas: 20) Conservativo    21) No conservativo    22) Conservativo   23) No conservativo 

 
24. Determine los valores de a y b para que el campo vectorial 

 axexbyeaxyx byby 22,2),(F 2   sea conservativo. 

Respuesta: 2 ba      

 

25. Evalúe la integral  
C

F rd , para el campo F  dado por j
2

i
2

),(F
2

22

y

xe

y

e
yx

y

x

y

x

  a lo largo 

de la circunferencia de centro 







 2,

3

7
-C  y radio 2 . 

Respuesta: 0 

 
 

26. Evalúe la integral  
C

F rd , para el campo F  dado por 

jcosi),(F yxysenyx   a lo largo de la curva C mostrada 

en la figura. 
 
Respuesta: 0 
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27. Sea C la parte de la parte de la curva de intersección en el primer cuadrante de las superficies 

de ecuaciones 2216 yxz   y   42
22  yx  que parte desde el punto  22,2,2P  hasta 

el punto  0,4,0Q . 

a) Encuentre una parametrización para la curva C. 

b) Evalúe la integral ds

yx

y






C 2 164

4
 

 

Respuesta: a) 














tsenz

tseny

tx

c

88

22

cos2

:   b) 
2


 

 

28. Verifique que el campo vectorial F  dado por ji),(F
2222 yx

y

yx

x
yx





  es conservativo. 

Determine una función potencial para él. 
 

Respuesta: kyxyxf  1ln),( 22  

 

29. Demuestre que el campo vectorial F  dado por ji2),(F
22 2 yxyx exxyeyx   es conservativo. 

Determine una función potencial para él. 
 

Respuesta: 2),(
2

 yxeyxf  

 

30. Demuestre que el campo vectorial F  dado por ji),(F
2222 yx

x

yx

y
yx





  es 

conservativo. Determine una función potencial para él. 
 

Respuesta: k
y

x
yxf 










 arctan),(  

31. a) Demuestre que el campo vectorial F  dado por 

 
 zyx

zyx

zyx ,,
1

),,(F

2

3
222 

  es 

conservativo. Determine una función potencial para él. 

b) Sea C la curva intersección de las superficies de ecuaciones     132
22
 yx  y zy  . Halle 

el trabajo realizado por el campo para trasladar una partícula desde el  punto  4,4,2A  al punto 

 3,3,3B . 

 

Respuesta: a) k

zyx

yxf 




222

1
),(     b) 

36

32 
W  
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TEOREMA DE GREEN 

 
 
 

Definiciones, propiedades y teoremas importantes  
 
 
Teorema 4.1:  (Teorema de Green) Sea C una curva plana, suave y cerrada que acota una región D 

del plano. Sea  j)(i)(),(F y,xQy,xPyx   un campo vectorial  cuyas funciones componentes 

admiten derivadas parciales continuas en un conjunto abierto que contiene a D. Entonces, 
 

dA
y

P

x

Q
dyyxQdxyxPrd

DC
 

















 ),(),(F

C
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Problemas resueltos 
 

 

1. Verifique el teorema de Green para la circunferencia con centro en  0,0C  y radio 2 orientada 

positivamente y el campo vectorial ji2),(F xyyx  .  

 
Solución: 
 
La integral planteada es una integral de línea del campo 

vectorial F  dado por j+i2=),(F xyyx ; sobre la curva C 

que se muestra en la figura. 
 
Evaluemos primero la integral como integral de línea. 
 

Sea C la circunferencia de ecuación 422  yx , la cual 

puede ser parametrizada como 
  
 

C:





 ty

tx

sen2

2cos=
 ,  2≤≤0 t  

 
De donde,   

ttx d-2sen=d  y ty dcost2=d . 

 
Al aplicar la definición de integral de línea y al hacer las sustituciones respectivas, resulta, 
 

∫
C

d+d2 yxxy    ttctt dcos2ost2+sen2sen4∫
2

0
 

      42sen32d2cos62 π2
0∫

2
0

 tttt  

 
Por otra parte, dado que curva C es una curva suave, cerrada, simple y positivamente orientada 

del plano, y las funciones yyx 2),(P   y xyx ),(Q  tienen derivadas parciales continuas 



















2

P
,1

Q

yx
 en cualquier región abierta que contenga a la región D limitada por la curva C, 

se cumple el Teorema de Green. Vamos a verificarlo, para ello se debe calcular ahora, 
 

dA
y

P

x

Q

D

















  

 


















 dA

y

P

x

Q

D

   
DD

DAdAdA π4)(21  
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2. Evalúe la integral        
C

632 dy21l+dx7sen5 xynxxy , donde C consiste del 

segmento de recta que va del punto )0,3(0P al punto )2,0(1P , seguido del arco del círculo de 

centro )1,0(C  y radio 1 que va de )2,0(1P   al punto )1,1(2 P , seguido del segmento de recta 

que va del punto )1,1(2 P al punto )0,0(3P , seguido del segmento de recta que va de )0,0(3P al 

punto )0,3(0P , orientada positivamente. 

 
Solución: 
 
La integral planteada es una integral de línea del 

campo vectorial F  dado por 
 

     j2-1yn+i7sen5=),(F 632 xlxxyyx   

 
sobre la curva C que se muestra en la figura. 
 

 
 

 Puesto que C es una curva plana, simple, cerrada, suave a pedazos y orientada en sentido 
positivo, y 

 

 Además, como las funciones componentes P y Q del campo vectorial, 
 

   32 7sen-5=,P xxyyx       y          xyx 21yln=,Q 6   

 

tienen derivadas parciales continuas 

















5

P
,2

Q

yx
sobre cualquier región abierta 

que contenga a D, donde D es la región del plano limitada por C.  
 
Por el teorema de Green, 

 

      

C

632 dy21l+dx7sen5 xynxxy   dA
y

P

x

Q

D

















   

Por lo tanto, 
 

      

C

632 dy21l+dx7sen5 xynxxy    dA
D

52  

      )(2525 DAdA
D

   
4

π14
252

2

3

2

1
π

4

1
25











  
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3. Evalúe la integral  

C

33 dd yxxy , donde la curva C es la frontera de la región del plano cuyos 

puntos satisfacen 2222 byxa  , 0x , 0y , con ba 0 , orientada en sentido 

antihorario.  
 
Solución: 
 
La integral planteada es una integral de línea 

del campo vectorial F  dado por 
 

j+i=),(F 33 xyyx   

 
sobre la curva C que se muestra en la figura. 
 
Puesto que C es una curva plana, simple, 
cerrada, suave a pedazos y orientada 
positivamente. 
 
Y además las funciones P y Q definidas por 
 

 

 

  3=,P yyx      y         3=,Q xyx  

tienen derivadas parciales continuas 
















 22 3
P

,3
Q

y
y

x
x

 sobre cualquier región abierta que 

contenga a D, donde D es la región del plano limitada por C.  
 
Por el teorema de Green, 
 


C

33 dd yxxy   dA
y

P

x

Q

D

















  

 
Por lo tanto, 


C

33 dd yxxy   dAyx
D

22 33    dAyx
D

223    

 
Al aplicar coordenadas polares para resolver la integral, resulta 
 

    dAyx
D

223   
2

π

0

b

a

2 dθd3 rrr 






2

π

0

4 dθr
4

3 b

a

 




2

π

0

44

dθ
4

3 ab  44

8

3
ab 


 

 

4. Verifique el Teorema de Green para calcular ∫
C

2d+d yxxxy , donde C es la curva frontera de la 

región limitada por 2= xy   y 3= xy  en sentido antihorario. 
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 Solución: 
 
La integral planteada es una integral de línea del 

campo vectorial F  dado por j+i=),(F 2xxyyx ; 

sobre la curva C que se muestra en la figura. 
 
Observe que C es una curva plana, simple, cerrada, 
suave a pedazos y orientada positivamente. 
 
Y además las funciones P y Q definidas por, 
 

  y=,P xyx     y         2=,Q xyx  

 
 

tienen derivadas parciales continuas 

















x

y
x

x

P
,2

Q
 sobre cualquier región abierta que 

contenga a D, donde D es la región del plano limitada por C. Por lo tanto, es aplicable el teorema 
de Green. 
 
Evaluemos primero la integral como integral de línea. 

 

a) Sea C1 la parte de C que corresponde a 3= xy  y calculemos la integral a lo largo de C1.  

C1  puede ser parametrizada como tx  , 3ty  , con  1≤≤0 t . 

 
De donde,   

tx d=d    y   tty d3=d 2 . 

 
Al aplicar la definición de integral de línea, y al hacer las sustituciones respectivas, se tiene que, 
 

∫

1
C

2d+d yxxxy   
5

4
d3+∫

1
0

223  ttttt  

 

b) Sea C2 la parte de C que corresponde a 2= xy  y calculemos la integral a lo largo de C2.  

−C2  puede ser parametrizado como tx  , 2ty  , con  1≤≤0 t . 

 
De donde,   

tx d=d    y  tty d2=d . 

 
Al aplicar la definición de integral de línea de un campo vectorial, y al hacer las sustituciones 
respectivas, se tiene que, 
 

∫

2C

2d+d yxxxy  
4

3
d2+∫

1
0

22  ttttt  
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Por lo tanto, 

∫
C

2d+d yxxxy ∫

1
C

2d+d yxxxy  ∫

2C

2d+d yxxxy
20

1

4

3

5

4
  

 
Calculemos ahora, 

dA
y

P

x

Q

D

















  

 


















 dA

y

P

x

Q

D

 dAxx
D

 2 dAx
D
  ∫

1

0
∫

2

3
dd

x

x

xyx  
20

1
d-∫

1

0

43 xxx  

 
 

5. Evalúe   
C

dyxdxy 22
, donde C es la curva de ecuación 1 yx , con orientación positiva. 

a) Por definición 
b) Aplicando el teorema de Green. 
 
 
Solución: 
 
a) La integral planteada es una integral 

de línea del campo vectorial F  dado 

por j+i=),(F 22 xyyx , sobre la 

curva C que se muestra en la figura. 
 
Observe que la curva C es la unión de 
cuatro segmentos. 
 

 
 
 

Sea C1 el segmento que corresponde a 1 yx , 1≤≤0 x .  - C1  puede ser parametrizado como 

tx  , ty 1 , con  1≤≤0 t . 

 
De donde,   

tx d=d   y  ty d-=d   

 
Al aplicar la definición de integral de línea, y al hacer las sustituciones respectivas, se tiene que, 
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∫

1
C

22 d+d yxxy     01

1

0

22
  dttt  

 

Sea C2 el segmento que corresponde a xy 1 , 0≤≤1 x . - C2  puede ser parametrizado como 

tx  , ty 1 , con  0≤≤1 t . 

 
De donde,   

tx d=d   y  ty d=d   

 
Al aplicar la definición de integral de línea, y al hacer las sustituciones respectivas, se tiene que, 

∫

2
C

22 d+d yxxy    
3

2
1

0

1

22
 



dttt  

 

Sea C3 el segmento que corresponde a 1 xy  , 0≤≤1 x . C3  puede ser parametrizado como 

tx  , ty  1 , con  1≤≤0 t . 

 
De donde,   

tx d=d   y  ty -d=d   

 
Al aplicar la definición de integral de línea, y al hacer las sustituciones respectivas, se tiene que, 
 

∫

3
C

22 d+d yxxy     01

0

1

22




dttt  

 

Sea C4 el segmento que corresponde a 1 xy  , 1≤≤0 x  . C4  puede ser parametrizado como 

tx  , 1 ty , con  1≤≤0 t . 

 
De donde,   

tx d=d   y  ty d=d   

 
Al aplicar la definición de integral de línea, y al hacer las sustituciones respectivas, se tiene que, 
 

∫

4
C

22 d+d yxxy    
3

2
1

1

0

22
 dttt  

Dado que,  
 

∫
C

22 d+d yxxy ∫

1
C

22 d+d yxxy  ∫

2C

22 d+d yxxy ∫

3
C

22 d+d yxxy ∫

4C

22 d+d yxxy  

Resulta,  

0
3

2
0

3

2
0d+d∫

C

22 yxxy  
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b)  Dado que la curva C es una curva en el plano, suave a trozos, cerrada, simple y positivamente 

orientada, y además las funciones componentes P y Q definidas por 2),(P xyx   y 2),(Q yyx   

tienen derivadas parciales continuas 

















y

y
x

x
2

P
,2

Q
 en cualquier región abierta que 

contenga a la región D limitada por las curvas, se cumple el Teorema de Green. Vamos a 

verificarlo, para ello calculemos, dA
y

P

x

Q

D

















 . 

 


















 dA

y

P

x

Q

D

   dAyx
D

22  






1

0

1

1

)(2
x

x

dydxyx  








0

1

1

1

0
3

2

3

2
)(2

x

x

dydxyx  

 
 

6. Evalúe   




 

C

dyyxydxyxxy 22222 , donde C es la curva frontera de la región del 

plano acotada por las gráficas de 211 xy    y 21
2

1
1 xy  , con orientación positiva. 

 
Solución: 
 

La integral planteada es una integral de línea del campo vectorial F  dado por 
 

jx+i2-=),(F 2222 yyyxxyyx 




   

 
Observe que 
 

  1111 222  xyxy     y      

 21
2

1
1 xy

 
1

4

1

1 2
2




x
y

 

Por lo tanto, la curva C corresponde a la parte 
superior de la circunferencia de centro el 

punto de coordenadas  1,0  y radio 1, unida a 

la parte inferior de la elipse de centro  1,0 , la 

cual se muestra en la figura. 
  

 
 

Dado que la curva C es una curva en el plano, suave a trozos, cerrada, simple y positivamente 
orientada, y además es posible encontrar un conjunto abierto E que contenga a C y a la región D 

limitada por las curvas, tal que las funciones 222),(P yxxyyx   y 
22),(Q yxyyx   
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tienen derivadas parciales continuas 




























2222
2

P
,

Q

yx

xy

yyx

yx

x
 en E, se puede 

aplicar el Teorema de Green, por lo tanto, 
 

 




 

C

dyyxydxyxxy 22222 dA
y

P

x

Q

D

















      dA

D

2 










1

1

211

2

21
1

2
x

x

dydx

dxxdxx  



1

0

2

1

1

2 1613  

Sea θsenx , entonces dθθcosdx   , 0θ0 x   y  
2

π
θ1 x  

Luego, 

 dxx

1

0

216  θθcos6
2

π

0

2 d  
2

3
2sen

2

1
3θθ2cos13 2

0

2

π

0















 d  

 

7. Si en el problema anterior, la curva 21
2

1
1 xy   se sustituye por 2121 xy  , ¿es 

aplicable el teorema de Green? 
 
Solución: 
 
En este caso la gráfica de la curva C es la que se 
observa en la figura. 

 
No es aplicable el teorema de Green para 
evaluar la integral planteada. ¿Por qué? 
 

 
 
 
8a.  Pruebe que el área acotada por una curva cerrada simple C es 
 

 

C

C xyyxA dd
2

1
 

b) Use a) para hallar el área de la región acotada por la elipse 1=+
2

2

2

2

b

y

a

x
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Solución: 
 

a) Sean   yyx -=,P  y   xyx =,Q , las cuales tienen derivadas parciales continuas sobre cualquier 

región abierta limitada por la curva C, dadas por 1-
∂

P∂


y
 y 1

∂

Q∂


x
. Luego, por el teorema de 

Green: 
 


C

xyyx dd    dA
D

)1(1    dA
D

2  dA
D
2  

donde D es la región acotada por C. 
 
Por lo tanto,  

C

C

Axyyx 2dd   

es decir, 

 

C

C xyyxA dd
2

1
 

 

b) La elipse C  puede ser parametrizada como: C:





θsen=

θcos=

by

ax
 ,  π2≤θ≤0  

 
De donde,   

dθθsen-=d ax     y    dθθcos=d by . 

Por a) se tiene que: 
 

 
C

C xyyxA dd
2

1
    dθθsen-θsen-θcosθcos

2

1
∫

2

0



abba  

                                                       dθθsenθcos
2

1
∫

2

0

22


 abab  

                                                      dθ
2

1
∫

2

0
ab



 πab2π
2

1
 ab   

 

9. Halle el trabajo realizado por el campo de fuerzas F  dado por 

jx
x

ixy
x

yxF 


























 4

22
),(

23

 para transportar una partícula P a lo largo de la trayectoria 

siguiente: parte del origen y sigue hasta el punto  2,0A  atravesando el semicírculo de ecuación 

yyx 222  , luego llega hasta el punto  0,2B  a través del segmento de recta que une estos 

dos puntos, y baja a lo largo del segmento de recta que va desde el punto  0,2B  hasta el punto 

 1,0 C , finalmente regresa al origen por el eje y. 

 
Solución: 
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Observe que  
 

  11022
222222  yxyyxyyx  

 
Y la trayectoria C es la mostrada en la figura. 
 

 

 

El trabajo realizado por el campo F  es  

 
C

rdF  

 
Como la curva C es cerrada, simple, orientada positivamente y suave a trozos; y las funciones 

componentes de F  tienen derivadas parciales continuas en cualquier conjunto abierto que 
contenga a C y a la región D acotada por C se puede aplicar el teorema de Green. Entonces 
 

dA
y

P

x

Q
rdF

DC
 

















  

 
Con  

xy
x

yxP 
2

),(
3

     y    x
x

yxQ 4
2

),(
2

  

 
Luego, 

  44 








xx

y

P

x

Q
 

Por lo tanto, 
 

 623
2

412
2

1
22

2

1

2
4)(444 









































  DAdAdAdA

y

P

x

Q
rdF

DDDC

 
 

10. Use el teorema de Green para probar que 0124 23 
C

dyxydxy , donde C es cualquier 

contorno cerrado, simple con orientación positiva. 
 
Solución: 
 

Observe que la curva C y las funciones componentes del campo vectorial F  dado por 

jxyiyyxF 23 124),(   satisfacen las hipótesis del teorema de Green, y además el campo es 

conservativo, ya que 
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  2
3

12
4

y
y

y





   y   

  2
2

12
12

y
x

xy





 

Luego, por el teorema de Green 

   
0

412 32























  dA

y

y

x

xy
rdF

DC

 

 

11. Halle el valor de     

C

dyyxdxyx 23  donde C es la curva frontera de la región común  

interior  a las curvas de ecuaciones  senr  y  osr c , recorrida en sentido positivo. 

 
Solución: 
 
Observe que  
 

yyxrrr  222 sensen  

xyxosrrosr  222 cc  

2

1

2

1
0

2

22222 







 yxyyxyyx  

2

1

2

1
0 2

2

2222 







 yxxyxxyx  

La trayectoria C se muestra en la figura. 
 

 

 

Como la curva C es cerrada, simple, orientada positivamente y suave a trozos; y las funciones 

componentes de F  tienen derivadas parciales continuas en cualquier conjunto abierto que 
contenga a C y a la región D acotada por C se puede aplicar el teorema de Green.  
 
Con 

yxyxP 3),(       y    yxyxQ  2),(  

 
Luego, 

5)3(2 









y

P

x

Q
 

Por lo tanto, 
 

 2
8

5
cos

2

5
sen

2

5
55

2

4

2

0

2

4


















 







dddAdAdA
y

P

x

Q
rdF

DDDC
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12. Sea R la región del plano exterior  a la circunferencia de ecuación 122  yx  e interior a la 

circunferencia de ecuación   11
22  yx . 

 
a) Grafique la región R. 

b) Determine el trabajo realizado  campo de fuerzas F  dado por  
 

  jx
yx

x
xyyix

yx

yy
xyxF 

































 4

2
34ln

2

3
5),(

22

222

22

3
2  

 
sobre un objeto que recorre la curva C en sentido antihorario, si C es la frontera de la región R. 
 
Solución: 
 
La curva C es cerrada, simple, orientada positivamente y suave a trozos. 
 

Además las funciones componentes de F   
 

 2

22

3
2 4ln

2

3
5),( x

yx

yy
xyxP 


   y  x

yx

x
xyyyxQ 4

2
3),(

22

22 


  

 
tienen derivadas parciales continuas en cualquier conjunto abierto que contenga a C y a la región 
R acotada por C . 
 
Luego,  por el teorema de Green: 
 

dA
y

P

x

Q
rdF

RC
 

















  

 

Al evaluar las derivadas parciales  
x

yxQ



 ),(
  y  

y

yxP



 ),(
resulta: 

 

 222

22
2 22),(

yx

yx
y

x

yxQ









  y 

 
4

22),(
222

22
2 










yx

yx
y

y

yxP
 

Luego, 

)(44 RAdArdF
RC

   

 
Al resolver la integral en coordenadas polares, resulta 
 

1122  ryx   y    senryx 211
22   

 

Las cuales se intersecan en 
6


     y  

6

5
     ¿por qué? 
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Por lo tanto, 

32
3

4
24)(44

2

1

2

6

 









sen

RC

ddrrRAdArdF   (realice los cálculos) 

 
13. Sean f  y g dos funciones reales de clase C1 en un conjunto abierto R del plano xy que contiene 

a una curva simple y cerrada C, entonces  
CC

rdfgrdgf  

 
Solución: 
 
Se tiene que:   










y

g

x

g
g

∂

∂
,

∂

∂
=∇      y     









y

f

x

f
f

∂

∂
,

∂

∂
=∇  

por lo tanto,   
 










y

g
f

x

g
fgf

∂

∂
,

∂

∂
=∇       y     









y

f
g

x

f
gfg

∂

∂
,

∂

∂
=∇  

 
Sea D es la región acotada por C. 
 

Evaluemos primero  
C

rdgf  

 
Sean  

 
x

g
fyx



=,P     y    

y

g
fyx



=,Q  

luego,  

 










x

g
f

yy

yx

∂

∂

∂

∂
=

∂

,P∂
 





















xy

g
f

x

g

y

f

∂

∂

∂

∂ 2

 

y   

 










y

g
f

x

yx

∂

∂

x∂

∂
=

∂

,Q∂
 















yx

g
f

y

g

x

f

∂∂

∂

∂

∂

∂

∂ 2

 

 
Por el teorema de Green, se tiene que,  
 

 
C

rdgf A
yx

d
∂

P∂
-

∂

Q∂
∫∫
D









 A

xy

g
f

x

g

y

f

yx

g
f

y

g

x

f
d∫∫

D

22









































  

                                 A
x

g

y

f

y

g

x

f
d∫∫

D

























   (1) 
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Evaluemos  ahora  
C

rdfg . 

Sean  

 
x

f
gyx



=,P     y   

y

f
gyx



=,Q  

Por lo tanto, 

 










x

f
g

yy

yx

∂

∂

∂

∂
=

∂

,P∂





















xy

f
g

x

f

y

g

∂

∂

∂

∂ 2

 

y   

 










y

f
g

xx

yx

∂

∂

∂

∂
=

∂

,Q∂
 















yx

f
g

y

f

x

g

∂∂

∂

∂

∂

∂

∂ 2

 

 
Por el teorema de Green, se tiene que,  
 


C

rdfg A
yx

d
∂

P∂
-

∂

Q∂
∫∫
D









A

xy

f
g

x

f

y

g

yx

f
g

y

f

x

g
d∫∫

D

22









































  

 

                                 A
x

f

y

g

y

f

x

g
d∫∫

D

























 A

x

f

y

g

y

f

x

g
d∫∫

D

























     (2) 

 
De (1) y (2) resulta:  

 
CC

rdfgrdgf
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Problemas propuestos 
 
 

1. Evalúe la integral      

C

sen(2y)42 dy3e+dxarctan xxxy . 

a) Si C consiste del segmento de recta que va del punto )0,0(0P al punto )1,1(1 P y del arco del 

círculo de centro )1,1(C  y radio 2 que va del punto )1,1(1 P   al punto )1,3(3P  seguido del 

segmento de recta que va del punto )1,3(3P al punto )0,0(0P , orientada positivamente. 

b) C es la trayectoria que se obtiene al cambiar 3P  por )3,1(3P  en la parte a). 
 

Respuesta: a)  1π8    b) π4  

 

2. Calcule ∫
C

22 d3-d yyxyx , donde C es la circunferencia unitaria recorrida en sentido antihorario. 

 

Respuesta: 
4

π
-   

 

3. Evalúe la integral       

C

2cos(2y)423 dy93+dx2sen35 xyxxy , donde C consiste de los 

segmentos de recta que van del punto )10,1(0 P  al punto )2,1(1 P , del punto )2,1(1 P  al 

punto )1,3(2 P  del punto )1,3(2 P  al punto )6,3(3 P  y del punto )6,3(3 P  al punto 

)10,1(0 P , orientada positivamente. 
 
Respuesta: 0 

 

4. Evalúe la integral       

C

sen(2y)422 dy43+dx2cos23 xyxxyy , donde C consiste del 

arco del círculo de centro )2,2(C  y radio 2 que va desde el punto )2,0(0P  al punto )4,2(1 P

seguida de los segmentos de recta que van del punto )4,2(1 P  al punto )2,4(2 P , del punto 

)2,4(2 P  al punto )2,2(3 P  y del punto )2,2(3 P  al punto )2,0(0P , orientada 

positivamente. 
 

Respuesta:  10π3    

 

5.a) Sea C la curva que consta de la parte de la circunferencia de ecuación 122  yx  que está en 

el primer cuadrante, seguida por el segmento de recta que va desde el punto )1,0(0P  hasta el 

punto )0,1(1 P , seguido del  segmento de recta que va desde el punto )0,1(1 P  hasta el punto 

)0,1(2P . Calcule ∫
C

d+d yyxx , como una integral de línea. 

b) ¿Es aplicable el teorema de Green para calcular la integral planteada en la parte a)? Justifique 
su respuesta. Si la respuesta es afirmativa, verifique el teorema de Green para el caso de la 
integral planteada.  
 

Respuestas: a)  0          b) Si es aplicable 
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6. Evalúe dyxydx
x

y

C

arctan2
1 2

2




 , si C es la gráfica de  13

2

3

2

 yx  . 

Respuesta:  0 

 

7. Evalúe    dyxydxyx
C

2 , donde C es frontera de la región del plano comprendida entre 

las gráficas de 122  yx  y  422  yx . 

Respuesta:  3 . 

 

En los problemas del 8 al 13 verifique el teorema de Green para el campo vectorial F  y la curva 
dada. 
 

8. jxiyyxF 33),(    y C es la circunferencia unitaria positivamente orientada. 

Respuesta: ambas integrales dan 
2

3
  

 

9. jxyixyyxF 2),(   y C es la curva frontera de la región B definida por  

 

 30,21/),( 2  yxRyxB  

positivamente orientada. 

Respuesta: ambas integrales dan 
2

27
  

 

10. jyeiyeyxF xx cossen),(   y C es la curva frontera de la región B definida por  







 


2

0,10/),( 2 yxRyxB  

positivamente orientada. 
 
Respuesta: ambas integrales dan 0 

 

11. jxyxF ),(  y C es la curva frontera de la región B limitada exteriormente por la gráfica de  

422  yx  e interiormente por las gráficas de  
4

1
1 22

 yx  y    
4

1
1 22

 yx , 

positivamente orientada. 

Respuesta: ambas integrales dan 
2

π7
 

 

12.     jyxiyxyxF 6224),(   y C es la elipse de ecuaciones paramétricas tx cos2 , 

ty sen , con  20 t . 
 

Respuesta: ambas integrales dan 8  

 

13.     jxyeixeyxF yx 22),(   y C es la circunferencia de ecuaciones paramétricas 

tx cos5 , ty sen5 , con  20 t . 
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Respuesta: ambas integrales dan 
4

π625
  

 

14. Demuestre que 0
22

2222





 dy
yx

y
dx

yx

x

C

 para es cualquier trayectoria simple cerrada C 

del plano que no encierre al origen, ni pase por el origen. 
 

15. Evalúe  dyeedxyyex yx

C

x 32214 2 




  , donde C es la curva de ecuación 

 cos2r  orientada positivamente. 
Respuesta:   . 

 

16. Evalúe   dyxxyxdxxyx

C









 2sen3

3

4
cos 3342 , donde C es la curva descrita por 

jsen9cos4)( tittr   con   20 t . 

Respuesta:  12 . 

 

17.  Evalúe   dyxydx
x

x
xsen

C

22

2
32ln

34
4 










  

Si C es la frontera de la región R que está en el primer cuadrante limitada por las curvas de 

ecuaciones  222 byx    y 222 ayx  , con ba 0 y los ejes de coordenadas, recorrida en 

sentido antihorario. 
 

Respuesta:  332 ab   

 
18. Calcule la integral de línea 

    
C

yx dyyexydxxex 242  

Donde C es la curva frontera (recorrida en sentido positivo) de la región encerrada por las gráficas 

de:  1y , 20  x , 
212 yx   

Respuesta: 
2

4


  
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INTEGRALES DE SUPERFICIE 

 
 
 

Definiciones, propiedades y teoremas importantes  
 
 

Definición 5.1: Dada una función vectorial continua r


 definida en una región D del plano uv por  

 ),(,),(,),(),( vuhvugvufvur 


. Entonces el conjunto S de los puntos del espacio,  zyx ,,  , 

donde ),( vufx  , ),( vugy   y ),( vuhz   con ),( vu  variando en D, se llama superficie en el 

espacio. Las ecuaciones  
),( vufx  , ),( vugy   y ),( vuhz   

 
representan una parametrización de la superficie, las variables u y v se llaman parámetros. 
 

Definición 5.2: Una superficie S parametrizada por  ),(,),(,),(),( vuhvugvufvur 


 es suave, si 

las funciones ur   y  vr son continuas y  vu rr   nunca se anula en el dominio de los parámetros. 

 
Teorema 5.1: El plano tangente a una superficie suave parametrizada por 
 

  kvuhjvugivufvuhvugvufvur ),(),(),(),(,),(,),(),( 


 

 

Contiene los vectores ur   y  vr , y  vu rr   es el vector normal al plano tangente. 

 
Definición 5.3: Si una superficie parametrizada suave S está descrita por  
 

  kvuhjvugivufvuhvugvufvur ),(),(),(),(,),(,),(),( 


,  Dvu ),(  

 

y S se cubre sólo una vez cuando ),( vu  varía en D entonces el área superficial de S es 

 

dArrSA
S

vu )(  

 
Teorema 5.2:   
 

i) Si S es la gráfica de una función real de dos variables:  yxgz ,  con   Dyx , , la cual tiene 

derivadas parciales continuas, se tiene que 
 
El área de S está dada por 
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   


























D

dA
y

z

x

z
SA 1

22

 

 

ii) Si S es la gráfica de una función real de dos variables:  zxhy ,  con   Dzx , , la cual tiene 

derivadas parciales continuas, se tiene que 
 
El área de S está dada por 

  A
z

y

x

y
SA

D

d1

22


























   

 

iii) Si S es la gráfica de una función real de dos variables:  zywx ,  con   Dzy , , la cual tiene 

derivadas parciales continuas, se tiene que: 
 
El área de S está dada por 

 

  A
z

x

y

x
SA

D

d1

22


























   

 
Teorema 5. 2:  Sea f una función continua de tres variables cuyo dominio incluye una superficie S 
parametrizada por  
 

  kvuhjvugivufvuhvugvufvur ),(),(),(),(,),(,),(),( 


, con   Dzy ,  

 

si ur   y  vr son no nulos y no paralelos en el interior de D, entonces 

 

  dArrvurfdSzyxf vu
DS

  ),(),,(  

 
Teorema 5.3:  
 

i) Si S es la gráfica de una función real de dos variables:  yxgz ,  con   Dyx , , la cual tiene 

derivadas parciales continuas, se tiene que  
 

     A
y

z

x

z
yxgyxfSzyxf

S D

d1,,,d,,

22


























   

 

ii) Si S es la gráfica de una función real de dos variables:  zxhy ,  con   Dzx , , la cual tiene 

derivadas parciales continuas, se tiene que   
 

     dA
z

y

x

y
z,z,xh,xfdSz,y,xf

S D

1

22


























   
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iii) Si S es la gráfica de una función real de dos variables:  zywx ,  con   Dzy , , la cual tiene 

derivadas parciales continuas, se tiene que   
 

   dA
z

x

y

x
z,,yz,ywfdSz),y,f(x

S D

1

22


























   

 
Definición 5.4: Una superficie S de R3 es orientable, si se puede decidir sin ambigüedad cual es 

cada uno de los lados de la superficie.  En cada punto de S hay dos vectores unitarios normales 1n  

y 12 nn  . Se dice que S es orientada si es posible escoger un vector unitario normal n  en cada 

punto de S, de modo que n  varía continuamente. La elección de n  le dá la orientación a la 
superficie S.  
 

 Si la superficie es cerrada, se dice que la orientación es positiva si el vector normal unitario 

n  apunta hacia “fuera”, y se dice que S tiene orientación negativa si n  apunta hacia 
“adentro”. 

 Si S no es cerrada decimos que S tiene orientación positiva si al recorrer la frontera de S de 
modo que la superficie quede a nuestra izquierda el vector normal apunta hacia nuestra 
cabeza. 

 
Teorema 5.4 : 
 

i) Si S es la gráfica de una función de dos variables: ),( yxgz   con Dyx ),( , la cual tiene 

derivadas parciales continuas, podemos considerar a S como la gráfica de la superficie de nivel 
0),(),,(  yxgzzyxf  para hallar así el vector normal unitario. Entonces un vector normal 

unitario es:  
 







),,(

),,(

zyxf

zyxf
n

   
 kjyxgiyxg

yxgyxg
yx

yx




















),(),(

1),(),(

1

22
 

 

En este caso, dado que la componente k  es positiva, el vector unitario indica la orientación 
positiva de la superficie. 

El otro vector normal unitario es n  y apunta hacia la orientación negativa de la superficie. 

 

ii) Si S es la gráfica de una función de dos variables: ),( zxhy   con Dzx ),( , la cual tiene 

derivadas parciales continuas, podemos considerar a S como la gráfica de la superficie de nivel 
0),(),,(  zxhyzyxf para hallar así el vector normal unitario. Entonces un vector normal 

unitario es:  
 







),,(

),,(

zyxf

zyxf
n

   
 kzxhjizxh

zxhzxh
zx

zx

),(),(

),(1),(

1

22



















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En este caso, dado que la componente j  es positiva el vector unitario apunta en la dirección 

positiva del eje y. El otro vector normal unitario es n  y apunta en la dirección negativa del eje y. 

 

iii) Si S es la gráfica de una función de dos variables: ),( zywx   con Dzy ),( , la cual tiene 

derivadas parciales continuas, podemos considerar a S como la gráfica de la superficie de nivel 
0),(),,(  zywxzyxf para hallar así el vector normal unitario. Entonces un vector normal 

unitario es:  







),,(

),,(

zyxf

zyxf
n

   
 kzywjzywi

zxwzxw
zy

zy

),(),(

),(),(1

1

22




















 

 

En este caso, dado que la componente i  es positiva el vector unitario apunta en la dirección 

positiva del eje x. El otro vector normal unitario es n  y apunta en la dirección negativa del eje x. 

 

Definición 5.3: Sea F  un campo vectorial continuo cuyo dominio contiene una superficie S 

orientada, entonces la integral de superficie de F   sobre S se define como:  
 

 
S

SzyxF d),,(  
S

SnzyxF d),,(  

 

donde n  es el vector normal unitario a la superficie. Esta integral se llama también flujo de F  a 
través de S. 
 
Teorema 5.5 : 
 

i) Si S es la gráfica de una función de dos variables: ),( yxgz   con Dyx ),( ,la cual tiene 

derivadas parciales continuas, se tiene que 
 

 
S

SzyxF d),,( 
S

SnzyxF d),,( 





S

S
zyxf

zyxf
zyxF d

),,(

),,(
),,(  

 
Y según sea la orientación de la superficie S: 
 

 
S

SzyxF d),,(    AkjyxgiyxgyxgyxF yx
D

d),(),()),(,,(   

ó 

 
S

SzyxF d),,(   AkjyxgiyxgyxgyxF yx
D

d),(),()),(,,(    

 

ii) Si S es la gráfica de una función de dos variables: ),( zxhy   con Dzx ),( , la cual tiene 

derivadas parciales continuas, se tiene que 
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 
S

SzyxF d),,( 
S

SnzyxF d),,( 





S

S
zyxf

zyxf
zyxF d

),,(

),,(
),,(  

 
Y según sea la orientación de la superficie S: 

 

 
S

SzyxF d),,(   AkzxhjizxhzzxhxF zx
D

d),(),(),),(,(    

ó 

 
S

SzyxF d),,(   AkzxhjizxhzzxhxF zx
D

d),(),(),),(,(    

 

iii) Si S es la gráfica de una función de dos variables: ),( zywx   con Dzy ),( , la cual tiene 

derivadas parciales continuas, se tiene que 
 

 
S

SzyxF d),,( 
S

SnzyxF d),,( 





S

S
zyxf

zyxf
zyxF d

),,(

),,(
),,(  

 
Y según sea la orientación de la superficie S: 

 

 
S

SzyxF d),,(   AkzywjzywizyzywF zy
D

d),(),(),,),((    

ó 

 
S

SzyxF d),,(   AkzywjzywizyzywF zy
D

d),(),(),,),((    
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Problemas resueltos 
 
 
1. Halle la ecuación cartesiana e identifique la superficie S descrita por  
 

 vuvvuvur 421,4,),(   

Solución: 
 
Observe que 
 

vux           vy  4      y    vuz 421   

De donde 
 

4

44














yxu

yv

xvu

yv
 

Por lo tanto, 
 

    92244421421  yxzyyxzvuz  

 

En consecuencia S es el plano de ecuación 922  yxz . 

 
2. Halle unas ecuaciones paramétricas en términos de u y v de la esfera de ecuación 

36222  zyx  

 
Solución: 
 
Sean  

vux sencos6    vuy sensen6          osvz c6   con    20 u    y     v0  

 
Observe que  
 

vvuvuzyx 22222222 cos36sensen36sencos36    vuv 2222 cos36senucossen36 

36cos36sen36 22  vv  
 
 
3. Sea S la superficie mostrada en la figura. Si S es descrita por 

 uvvuvuvur ,,),(   y D el disco unitario en el plano uv. Halle el 

área de )(Dr . 

 

 
Solución: 

kvjiTu      y    kujiTv   
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Luego,  

    kjuvivuTT vu 2  

Y 
 

    4224 2222
 vuuvvuTT vu  

En consecuencia 
 

   8.66
3

42422)(
2

0

1

0

222   





ddrrrdAvuDrdeÁrea
D

 

 
4. Calcule el área total de la superficie del sólido acotado por sus intersecciones con las superficies 

cuyas ecuaciones son 422  yx , 0z  y  4z . 

 
Solución: 
 
Sean S1 la superficie inferior, S2 la superficie superior y  sea S3 la superficie lateral. 
 

a) S1 es la superficie de ecuación 0z  con   1, Dyx  , donde D1 es la proyección de S1 en el plano 

xy. 
 


























 dAdA

y

z

x

z
dS 1

22

      411

1

DAdASA

D

 

 

b) S2 es la superficie de ecuación 4z  con   2, Dyx  , donde D2 es la proyección de S2 


























 dAdA

y

z

x

z
dS 1

22

      412

2

DAdASA

D

 

 
c) La superficie lateral puede ser descrita por 
 

   zzr ,sen2,cos2,  ,    con  20   y  40  z  

 

jiT  cos2sen2     y    kTz   

Luego,  

 jiTT z sen2cos2 2 zTT  

En consecuencia,  
 

  π1622

2

0

4

0

3

3

  


 dzddzdSA

D

 

 
Por lo tanto, el área total es 
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  π24π16π4π4 SA  

 
5. Resuelva el problema anterior, sustituyendo la superficie superior por el plano de ecuación 

xz  2 . 
 
Solución: 
 
El área de la superficie lateral, en este caso, la superficie viene descrita por 
 

   zzr ,sen2,cos2,  ,    con  20   y   cos220 z  

Luego, 

    π8cos22222
2

0

2

0

cos22

0
3

3

  
  

 dddzdzdSA
D

 

 

Si S2 es la superficie de ecuación xz  2  con   2, Dyx  , donde D2 es la proyección de S2 se tiene 

que 
 

dAdA
y

z

x

z
dS 21

22


























       242 12

2

DAdASA

D

 

 
Y el área total es 

     23π424128π24π4  SA  

 

6. Halle el área de la parte del plano de ecuación  1 zyx  que se encuentra dentro del 

cilindro de ecuación 422  yx . 

 
Solución: 
 

Observe que S es la porción del plano de ecuación 1 zyx , 

que queda dentro del cilindro de ecuación 422  yx . La 

gráfica de la superficie S se muestra en la figura. 
 

 
 

Si se considera a S como la gráfica de   yxyxfz  1,  

con   Dyx , , donde D es la región del plano xy limitada por 

la circunferencia de ecuación 422  yx , la cual se muestra 

en la figura. 
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Se tiene que: 
 

    dA)()(SA

D

111 22   π3433  DAdA

D

 

 

7. Halle el área de la parte de la superficie de ecuación 22 22 zyx   que se encuentra dentro del 

cilindro de ecuación 922  zy . 

 
Solución: 
 
 
La gráfica de la superficie S se muestra en la figura. 
 

 
En este caso,  S es la gráfica de   222, zyzygx   con   Dzy , , 

donde D es la región del plano yz  limitada por la gráfica de la 

circunferencia de ecuación 922  zy , la cual se muestra en la 

figura. 
 
Se tiene entonces que: 
 

 

 

        AzySA
D

d144
22

 

 

8. Halle el área de la superficie de ecuación  comprendida entre los planos de 

ecuaciones ,  y . 

 
Solución: 
 

Observe que  es la ecuación de un paraboloide que abre hacia abajo cuya 

proyección en el plano xy se muestra en la figura. 
 

 
π2

0

3

0

2 dθd116 rrr   







1145

24

π
2

3

224 yxz 

0z 0x 033  xy

224 yxz 
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Como 

 

 
En coordenadas polares 
 

 

 
 
Se tiene entonces que  

 

 

 

9. Calcule  donde S es la parte del paraboloide de ecuación , que se 

encuentra frente al plano yz    
  
 
Solución: 
 
Observe que se debe resolver la integral de superficie del 

campo escalar  sobre la superficie S. 

Donde S es la superficie que se muestra en la figura. 
 

 

En este caso,  S es la gráfica de  con 

, donde D es la región del plano yz  limitada por la 

gráfica de la circunferencia de ecuación , la cual se 

muestra en la figura. 
 

 
Se tiene que: 
 

 

 

xyxy 3033 

3
3tan3


  xy

    AyxSA
D

d144 22
 

2

π

3

2

0

2 dθd41


rrr   







117

72

π
2

3

dS
zyS


 22

1 224 zyx 

 
22

1
,,

zy
zyxf




  224, zyzygx 

  Dzy ,

422  zy

    dAyz
zy

dS
zy

I

DS

22

2222
221

11






 
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En coordenadas polares, la integral planteada es igual a: 
 

 

                          

 

10. Evalúe , donde . Si S es la parte del plano de ecuación 

 que se encuentra en el primer octante. 

 
Solución: 
 
La gráfica de la superficie sobre la cual se integra S se 
muestra en la figura. 

 
Observe que el vector normal al plano tiene su 

componente  positiva. 

 
 
Observe que se puede considerar a S como la gráfica de 

 con , donde D es la 

región del plano xz limitado por ,  y 

, la cual se observa en la figura. 
 
El vector normal a dicha superficie es: 

 

 

 

En consecuencia, 
 

 

                           

  


dθd41
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2 rrI dθ412ln412
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1
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
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S

dSF kzjxiyzyxF  3),,(

4
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2
2  zyx
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4
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2
2),(  zxzxhy Dzx ),(

4
3

2
2  zx 0x
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   
















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






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zxhzxh zx
3

2
2

),(1),(

1
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
S

dSF 
S

SnzyxF d),,(   AkzxhjizxhzzxhxF zx

D

d),(),(),),(,( 

AxzAkjikzjxizx
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d11
3
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243  





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


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11. Calcule el flujo del campo vectorial  dado por , a través de la superficie 

cerrada formada por el paraboloide de ecuación , , y el disco , 

.  

 
Solución: 
 
En este ejercicio se debe evaluar la integral de superficie del 

campo vectorial  sobre la superficie S, es decir, debemos 

calcular  

Sobre la superficie S se muestra en la figura. 
 
En este caso S es la unión de dos superficies S1 y S2. 
 

 

a) Sea S1 la parte del paraboloide  con  . S1 

se puede considerar como la gráfica de  

con , donde D es la región del plano xz limitado por 

, la cual se observa en la figura. 
 
Observe que el vector normal al paraboloide tiene su 

componente  negativa, entonces que el vector normal a dicha 

superficie es: 
 

 

 

Y 

 

                                          

La integral planteada se puede resolver aplicando coordenadas polares, 
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b) Sea S2 el disco definido por ,  

 

Observe que el vector normal al disco es , entonces que  

 


2S

dSF
D

òò dA= A(D) = π  

 
En consecuencia  
 

 
 

12. Evalúe , donde , si S es la parte de la esfera de ecuación 

, que está en el primer octante, en dirección de la normal apuntando hacia 

arriba.      
 
Solución: 
 
 
La gráfica de la superficie S se muestra en la figura 
 

 
 
Observe que se puede considerar a S como la gráfica de 

 con , donde D es la 

región del plano xy  que está en primer cuadrante limitada 

por  y los ejes de coordenadas, la cual se 

observa en la figura. 
 
Observe que el vector normal al cono apunta hacia arriba, 

luego su componente  es positiva, se tiene entonces que 
el vector normal a dicha superficie es: 
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13. Calcule el flujo del campo vectorial  dado por , a través del cono de ecuación 

, , en dirección a la normal exterior. 

 
Solución: 
 
En este ejercicio se debe evaluar la integral de superficie del 

campo vectorial  sobre la superficie S, es decir, 

se pide calcular .  La gráfica de la superficie S 

se muestra en la figura. 
 
 

 
Observe que se puede considerar a S como la gráfica de 

 con , donde D es la región 

del plano xy  limitado por la circunferencia de ecuación 

, la cual se observa en la figura. 

En este caso,  que el vector normal al cono  apunta hacia 

abajo, luego su componente  es negativa, se tiene entonces 
que el vector normal a dicha superficie es: 
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Al evaluar las derivadas parciales resulta: 
 

 

Por lo tanto, 
 

 

                              

 
 

14. Evalúe , donde , en dirección de la normal exterior. Si S es la 

parte del cilindro parabólico de ecuación , , cortada por los planos  y . 

 
Solución: 
 
 
 
La gráfica de la superficie sobre la cual se integra S se 
muestra en la figura. 
 

 
Observe que se puede considerar a S como la gráfica de 

 con , donde D es la región del 

plano yz limitada por , ,  y , la cual se 

muestra en la figura. 
. 

Por lo tanto, el vector normal  a dicha superficie es: 
 

  
 

 

n

   
 kjyxgiyxg

yxgyxg
yx

yx




















),(),(

1),(),(

1

22

n

    



































kj
yx

y
i

yx

x

zxgzxg yx

222222
1),(),(

1


S

dSF 
S

SnzyxF d),,(   AkjyxgiyxgyxgyxF yx

D

d),(),()),(,,( 

  π)(dd
2222





















  DAAAkj

yx

y
i

yx

x
k

DD

 
S

dSF kyzjyzyxF  2),,(

2yx  11  y 0z 1z

2),( yzywx  Dzy ),(

1y 1y 0z 1z

n

n

   
 jyi

zxwzxw zy

2

),(),(1

1

22






















 

 
 

 

 

 

98 

Por lo tanto, 
 

 

                            

                              

 

15. Sea  el campo vectorial  definido por  y sea S la porción del 

plano de ecuación  que está en el primer octante. Se sabe que 

 

 

 
Determine la función f  y la región D. 

 
Solución: 
 
Observe que podemos considerar a S como la gráfica de  con , 

donde D es la región del plano xy  limitado por ,  y . 

 

Observe que el vector normal al plano apunta hacia arriba, luego su componente  es positiva, se 
tiene entonces que el vector normal a dicha superficie es: 
 

 

 

De donde, 
 

 

 
Por lo tanto 
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16. Una lámina tiene la forma de un cono truncado de ecuación 

  , situada entre los planos de ecuaciones  y . 

Si se sabe que en cada punto de la lámina la densidad de masa  de la 

lámina es , halle su masa 

 

 
 
La masa de una superficie S viene dada por la integral 
 

 

Como 

                   y                  

 
Se tiene que 
 

 

Luego, la masa  es 
 

M = 2 d(x, y, z)
S

òò dS= 2 x2zdA
R

òò = 2 x2

R

òò x2 + y2 dA= 2 r 2

4

9

ò
0

2p

ò cos2 q × r × rdr dq =11605 2 p  

 

17. Una lámina tiene la forma de una esfera de ecuación . Si se sabe que en cada 

punto de la lámina la densidad de masa  de la lámina  es igual a la distancia que hay entre 

ese punto y el plano xy, pruebe que la masa de la lámina es . 
 
Solución:  
 
Consideremos la parte superior de  la esfera, como se 
muestra en la figura. 
 
La masa de una superficie S viene dada por la integral 
 

 

Luego, 

 
 

 
Como 
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,       ya que  

 
Sabemos que 

 

De manera que 
 

                   y                  

 
Por otra parte, 
 

 

 

 

Luego, la masa  es 
 

 

 
Donde R es la proyección de S sobre el plano xy. 
 
En consecuencia, 
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Problemas propuestos 
 
 
En los problemas del 1 al 3 halle la ecuación cartesiana e identifique la superficie S de ecuaciones 
paramétricas dadas. 
  

1. ,  ,     con   ,                                

2. ,  ,       

3. , , ,  

Respuestas :1) Parte superior del cono de ecuación  que está en el primer octante. 

2) Paraboloide circular de ecuación  y que está por encima del plano xz.    

3) Superficie cilíndrica que se extiende paralela al eje z, de ecuación . 

 
En los problemas del 4 al 7 halle unas ecuaciones paramétricas en término de u y v de la superficie 
de ecuaciones cartesiana dadas. 

 

4.                                        5. ,                                         

6. ,                            7. ,   

Respuestas: 4)  ,  ,     5) , , , ,  

6) ,  , ,     7) ,  ,  ,  

 
8. Halle el área de la superficie que consta  de la porción del cono de ecuaciones paramétricas 

, ,  con   y   

Respuesta: 
3

4

2
  

 

9. Halle el área de la parte del paraboloide de ecuación  que se encuentra dentro del 

cilindro de ecuación . 

Respuesta: 
6

1373 
 

 

10. Demuestre que el área de la superficie de una esfera de radio R es . 
 
11. Calcule el área total de la superficie del sólido acotado por por las superficies de ecuaciones 

,  y . 

Respuesta:  25  

 
12. Encuentre el área de la porción del paraboloide hiperbólico de ecuación  que se 

encuentra dentro del cilindro de ecuación . 

ux  vy 
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Respuesta:  

 

13. Halle el área de la superficie de ecuación , que se encuentra a la izquierda del 

plano .  

Respuesta:  

 

14. Halle el área de la superficie definida por , con .  

Respuesta:  

 
15. Halle el área de las porciones de la esfera unitaria que se encuentran dentro del cilindro de 

ecuación .  

Respuesta:  

 

16. Calcule  donde S es la parte del plano de ecuación  en el primer 

cuadrante. 
 

Respuesta: 
20

3
 

 

17. Calcule  donde S es la parte del plano de ecuación  en el primer 

octante. 
 

Respuesta:   143  

 

18. Calcule  donde S es la semiesfera de ecuación , . 

Respuesta:  

 

19. Evalúe , donde S es la mitad superior de la esfera de ecuación  

Respuesta:  

 

20. Calcule  donde S es la parte del plano de ecuación , en el primer octante.  

Respuesta: 
6

3
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21. Calcule  donde S es la superficie de ecuación , con , 

 .  

Respuesta:  

 

22. Calcule  donde S es la parte del paraboloide de ecuación , que 

se encuentra frente al plano yz.  

Respuesta:  

 

23. Calcule  donde S es la porción del plano de ecuación , cuya proyección en el plano 

xy es el conjunto .  
Respuesta: 0 

 

24. Calcule  donde S es la parte del plano de ecuación , interior al cilindro de 

ecuación .  

Respuesta:  

 

25. Calcule  donde S es la parte del cono de ecuación , entre los planos de 

ecuaciones  y .  

Respuesta:  

 
26. Calcule  donde S es la parte del plano de ecuación , que se encuentra dentro 

del cilindro de ecuación .  

Respuesta:  

 

 
Si la densidad de masa  de una superficie S es conocida, entonces la masa total de S 

viene dada por 
 

 

 
Las coordenadas del centro de masa de S son: 
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Las coordenadas del centroide de S son: 
 

                            

 
Los momentos de inercia con respecto a los ejes son: 
 

          

 

 

27.  Una superficie S tiene la forma de de un hemisferio  con . 

La densidad de masa para en todo punto  está dada por . Halle: 

a) la masa total de S   b) las coordenadas del centro de masa. 

Respuesta: a)    b)  

 
28. Halle el momento de inercia alrededor del eje y de la superficie S definida sobre el cono de 

ecuación  que está dentro de la esfera de ecuación . Suponga que 

la densidad de masa es  

Respuesta:    

 

29. Evalúe , donde  y  es el vector normal unitario a la mitad 

superior de la esfera de ecuación . 
 

Respuesta:  

 

30. Determine el flujo del campo  a través de la parte del plano de 

ecuación  contenida en el primer octante. 
 
Respuesta: 18 

 

31. Evalúe , donde , si S es la parte del plano de ecuación 

, que está en el primer octante, en dirección de la normal apuntando hacia arriba.      

Respuesta:  

 

32. Calcule el flujo del campo vectorial , a través del cono de ecuación 

, , en dirección de la normal apuntando hacia afuera.  

Respuesta:   


S

C dSx
SA

x
)(

1

S

C dSy
SA

y
)(

1

S

C dSz
SA

z
)(

1

  
S

x dSzyxzyI ),,(22   
S

y dSzyxzxI ),,(22   
S

z dSzyxyxI ),,(22

222 yxRz 
2220 Ryx 

SzyxP ),,(
22),,( yxzyx 

4

3

4
R 0 MMM zyx

22 yxz  zzyx 6222 

1),,(  zyx


4

2243

dSnF
S
  kzjyixzyxF ),,( n

8222  zyx

232

kzjyixzyxF ),,(

632  zyx

 
S

dSF kjizyxF ),,(

1 zyx

2

3


kzjyixzyxF 4),,( 

22 yxz  122  yx

3

π
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33. Calcule el flujo del campo vectorial , a través de la superficie cerrada 

formada por el paraboloide de ecuación , , y el disco determinado por 

, .  
Respuesta: 0 

 

34. Halle el flujo del campo eléctrico  a través de la semiesfera de 

ecuación  con , en dirección de la normal apuntando hacia arriba. Res.     

 

35. Halle , donde  a través de la parte del cono de ecuación 

 donde , con . 

Respuesta:   

 

36. Evalúe , donde , si S es la parte de la esfera de ecuación 

, que está en el primer octante, en dirección de la normal apuntando hacia 

arriba.  
 
Respuesta: 0 

 

37. Evalúe , donde , si S es la parte del cilindro de ecuación 

, que está entre los planos de ecuaciones  y  , con  y  

Respuesta: 
15

4
 

 

38. Evalúe , donde , si S es la porción del paraboloide de 

ecuación  con  y  
Respuesta:  

 

Si  es la temperatura en un punto , donde W es alguna región del 

espacio, y T es una función C1, se tiene que   representa el gradiente 

de la temperatura y el calor que fluye en la dirección del campo vectorial  dado por 

 

 
Donde k es una constante positiva  y 

 

Es la tasa de flujo total de calor a través de la superficie S. 

kzjyzyxF ),,(

22 zxy  10  y

10 22  zx 1y

kzjyixzyxE 222),,( 

1222  zyx 0z π4

 
S

dSF kzjyixzyxF 222),,( 

222 yxz  21  z 0 kn

2

5π1

 
S

dSF jyixzyxF ),,(

2222 azyx 

 
S

dSF kxjziyzyxF  2),,(

xy 12
0z xz  0x 0 in

 

S

dSF kxjziyzyxF ),,(

221 yxz  0z 0kn



),,( zyxT
3),,( RWzyx 























z

T

y

T

x

T
zyxT ,,),,(

F

),,(),,( zyxTkzyxF 

 

S

SdF



 

 
 

 

 

 

106 

  

 
39. La temperatura T en un punto  de una bola cuya conductividad k es inversamente 

proporcional a la distancia que hay desde el centro de la bola hasta el punto P, es decir, 

.  Demuestre que el flujo de calor a través de una esfera S de radio 

a con centro el centro de la bola es . 

 

  

),,( zyxP

222
),,(

zyx

c
zyxT




T

kczyxT  4),,(
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TEOREMAS DE STOKES Y GAUSS 

 
 
Definiciones, propiedades y teoremas importantes  

 
 

Definición 6.1: Si        kzyxRjzyxQizyxPzyxF ,,,,,,,,   define un campo vectorial en 

R3, si existen las derivadas parciales de las funciones P, Q y R, entonces el rotacional de F es un 
campo vectorial en R3, definido por  

k
y

P

x

Q
j

x

R

z

P
i

z

Q

y

R
FrotF 





















































  

 
Teorema 6.1: Si f es una función real de tres variables que tiene derivadas parciales continuas de 

segundo orden, entonces   0),,(  zyxfrot . 

 
 

Definición 6.2: Si        kzyxRjzyxQizyxPzyxF ,,,,,,,,   define un campo vectorial en 

R3, si existen las derivadas parciales 
x

P




, 

y

Q




y 

z

R




, entonces la divergencia de F es una función 

real de tres variables, definido por  

z

R

y

Q

x

P
FdivF














  

 

Teorema 6.2: Si        kzyxRjzyxQizyxPzyxF ,,,,,,,,   define un campo vectorial en 

R3, si las funciones P, Q y R tienen derivadas parciales continuas de segundo orden, entonces 

0Frotdiv . 

 
Teorema 6.3:  (Teorema de Stokes) Sea S una superficie suave a trozos y orientada, que está 

limitada por una curva frontera C, cerrada, suave a trozos y positivamente orientada. Sea F  un 
campo vectorial cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales continuas en una región 
abierta de R3 que contiene a S, entonces:  
 

 
C

rF d  
S

drot SF  
S

dSFx  

 
Teorema 6.4: (Teorema de la divergencia o de Gauss) Sea E una región simple, sólida cuya 

superficie frontera S tiene una orientación positiva. Sea F  un campo vectorial cuyas funciones 
componentes tienen derivadas parciales continuas en una región abierta de R3 que contiene a S, 
entonces:  

 
S

SzyxF d),,(  VF ddiv
E

VF d
E

   
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Problemas resueltos 
 
 

1. En mecánica de fluidos, se dice que un fluido es irrotacional si el campo vectorial F  que genera 

el flujo del fluido es tal que 0 F . Halle las constantes a, b y c de forma tal que el campo 
vectorial definido por  
 

     kzycxjbzyxizayxzyxF 2324),,( 2   

 
sea irrotacional. 

 
 

Solución: 

     kajcib

zycxbzyxzayx

zyx

kji

F 














 241

23242

 

 
Luego,  

4,1,20  cbaF  

 
 

2. Se dice que un campo vectorial F  es solenoidal si 0 F . Halle la constante q de forma tal 
que el campo vectorial definido por  
 

 
 kzjyix

zyx

zyxF
q







2222

1
),,( , con    0,0,0,, zyx  

solenoidal. 
 
Solución: 
 
Evaluemos la derivada parcial con respecto a x de la primera componente del campo: 
 

     

 






























q

qq
q

zyx

xzyx
q

xzyx

x

zyx

x

222

1
22222222

2222 2
2  

                             
     

 q

qq

zyx

zyxzyxqxzyx

222

1222222222222








 

 
Por analogía: 
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 
























y

zyx

y
q

2222      
 q

qq

zyx

zyxzyxqyzyx

222

1222222222222






 

 
























z

zyx

z
q

2222      
 q

qq

zyx

zyxzyxqzzyx

222

1222222222222






 

 
Luego, 
 

 F
     

 q

q

zyx

zyxzyxqzyx

222

22212222222 3







 



   

 q

q

zyx

qzyx

222

2222 3




  

 
De donde, 

3030  qqF  

 
 

3. Sea kjxiyzyxF  43),,( . Halle  

C

rF d , donde C es la curva de intersección del 

paraboloide de ecuación 224 yxz   con 0z , con el plano xy  orientada positivamente. 

 
Solución: 
 
 
 
La superficie S es la parte del paraboloide mostrado 
en la figura, el cual interseca al plano xy en la 
circunferencia de ecuación 
 

422  yx  

Como se observa en la figura, C es una cuerva simple, 
cerrada, suave y positivamente orientada 
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Además las componentes del campo F : 

yzyxF 3),,(1  , xzyxF 4),,(2   y 1),,(3 zyxF   

admiten derivadas parciales continuas en cualquier 
conjunto abierto que contenga a S. 
 
Luego, por el teorema de Stokes: 
 

 

C

rF d  

S

dSFx   

  
 

Como la superficie S es la gráfica de 
224),( yxyxg   con   Dyx , , donde D es el circulo 

centrado en el origen de radio 2, se tiene que el vector normal a la superficie es: 
 

n

   
 kjyxgiyxg

yxgyxg
yx

yx




















),(),(

1),(),(

1

22
 

n

   
 kjyix

yxgyxg yx




















22

1),(),(

1

22
 

 
Calculemos ahora el rotor del campo: 

kFx   
Tenemos entonces que: 
 


S

dSFx 
S

SnzyxFx d),,(   AkjyxgiyxgyxgyxFx yx

D

d),(),()),(,,(   

                             π4)(dd22   DAAAkjyixk

DD

 

 

4. Verifique el teorema de Stokes para el campo F  dado por kxyjxziyzzyxF ),,(  y la 

superficie S es la parte de la esfera de ecuación  4222  zyx  que se encuentra dentro del 

cilindro de ecuación 122  yx  y por encima del plano xy. 

 
Solución: 
 
Se debe verificar: 
 

 

C

rF d  

S

dSFx  

 
Donde C es la curva frontera de S orientada positivamente. 
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i) Calculemos  

C

rF d  

 
La ecuación de la curva C se obtiene intersecando ambas superficies: 
 

Al sustituir 122  yx  en 4222  zyx , resulta 341 2  zz   0z  

 

Por lo tanto, unas ecuaciones paramétricas de la curva C son  tx cos , tx sen , 3z  con 

π20  t . 

 

Observe que la curva C es la circunferencia de centro  3,0,0  y radio 1 ubicada en el plano de 

ecuación 3z . 

 
Se tiene que 
 

dtdx sent     dttdy cos    0dz  

 
Al aplicar la definición de integral de línea, se obtiene: 
 

 

C

xydzxzdyyzdxrd

C

F    dtttttt  
2

0

22π2

0
22 sencos3dcos3sen3∫  

                      dtt
2

0

2cos3    02sen
2

3 2

0



t  

 

ii) Calculemos  

S

dSFx  

Observe que se puede considerar a S como la gráfica de 224),( yxyxgz   con Dyx ),(

, donde D es la región del plano xy  limitada por 122  yx . 

 
El rotor del campo es: 

0 Fx  
En consecuencia: 
 


S

dSFx 0d0 
S

Sn  

 

De i) y ii) se obtiene que  

C

rF d  

S

dSFx . 
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5. Verifique el teorema de Stokes para el campo F  dado por 

     kzxjzyixyzyxF ),,(  si S de la parte del plano de 

ecuación 1 zyx  que está en el primer octante, como se 

observa en la figura. 
 

 
Solución: 
 
Se debe verificar: 
 

 

C

rF d  

S

dSFx  

 
Donde C es la curva frontera de S orientada positivamente. 
 

i) Calculemos  

C

rF d  

 


C

rF d 
1

d

C

rF 
2

d

C

rF  

3

d

C

rF  

 
Donde C1 es el segmento de recta que se obtiene al intersecar la superficie S con el plano xy, C2 es 
el segmento de recta que se obtiene al intersecar la superficie S con el plano yz y, C3 es el 
segmento de recta que se obtiene al intersecar la superficie S con el plano xz. 
 
C1 puede ser parametrizada por ,1 tx  ,ty  ,0z  con 10  t . 

   
De donde:  
 

dtdx      dtdy     0dz  

 
Al aplicar la definición de integral de línea, se obtiene: 
 


1

d

C

rF  
2

1

2

1
1

2
d1 1

0

21

0∫ 
t

ttt  

 

C2 puede ser parametrizada por ,0x ,1 ty  ,tz   con 10  t . 

 
De donde:  

0dx     dtdy     dtdz   

 
Al aplicar la definición de integral de línea, se obtiene: 
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
2

d

C

rF  
2

1

2
d1 1

0

21

0∫ 
t

ttt  

 

C3 puede ser parametrizada por ,tx  ,0y ,1 tz   con 10  t . 

 
De donde:  

dtdx      0dy    dtdz   

 
Al aplicar la definición de integral de línea, se obtiene: 
 


2

d

C

rF  
2

1
1

2

1

2
d1 1

0

21

0∫  t
t

tt  

 
Por lo tanto, 


C

rF d 
1

d

C

rF 
2

d

C

rF
2

3
d

3


C

rF  

 

ii) Calculemos  

S

dSFx  

Observe que se puede considerar a S como la gráfica de yxyxgz  1),(  con Dyx ),( , 

donde D es la región del plano xy  limitada por 1 yx  y los ejes de coordenadas. 

 
El rotor del campo es: 

kji

zxzyxy

zyx

kji

Fx 














  

En consecuencia: 
 


S

dSFx   

S

Snkji d  

 

En este caso, que el vector normal a la superficie apunta hacia arriba, luego su componente k  es 
positiva, se tiene entonces que el vector normal a dicha superficie es: 
 

n
   

 kjyxgiyxg

yxgyxg
yx

yx




















),(),(

1),(),(

1

22
 

n

   
 kji

zxgzxg yx


















 1),(),(

1

22
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
S

dSF 
S

SnzyxF d),,(   AkjyxgiyxgyxgyxF yx

D

d),(),()),(,,(   

                      
2

3

2

1
3)(3d3 








  DAA

D

 

Por lo tanto 


C

rF d
2

3
d

S

 SFx  

 

De i) y ii) se obtiene que  

C

rF d  

S

dSFx  

 

 
6. Una partícula P se mueve por los bordes del rectángulo C, en el plano de ecuación 

yz  , por acción del campo de fuerzas definido por kxyjxyixzyxF 222 4),,(  . 

Calcule el trabajo que se ejerce en el campo de fuerza dado para mover la partícula P. 
 
Solución: 

 
El trabajo realizado viene dado por la integral de línea 

 

 

C

rdFW  

La evaluación directa de esta integral requiere del cálculo 
de cuatro integrales de línea. Cómo C es una curva 
cerrada simple, orientada positivamente, suave a trozos, 
que es la frontera de una superficie S, donde S es una 

porción del plano de ecuación ,  y además las 

componentes del campo vectorial F admiten derivadas 
parciales continuas en cualquier conjunto abierto que 

contenga a la superficie S, por el teorema de Stokes 
 

 

SC

SdFrdFW  

donde 

kyjyixy

xyxyx

zyx

kji

Fx 22

222

42

4













  

 
En este caso, que el vector normal a la superficie apunta hacia arriba, luego su 

componente k  es positiva, se tiene entonces que el vector normal a dicha superficie es: 
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n  

Como  

dAdS 2  

Se tiene que 
 

 

 
Donde R es la proyección del rectángulo sobre el plano xy, 
 

 

 
 

7. Considere los campos vectoriales  y  definidos por  
 

 

Y 

 

 

Y sea C la curva frontera de la superficie de ecuación 22 yxz    que queda dentro del cilindro 

de ecuación   11 22
 yx  en dirección de la normal apuntando hacia arriba. 

a) Verifique si los campos cumplen con las hipótesis del teorema de Stokes. 
b) Seleccione cualquiera de los campos que cumple con el teorema de Stokes en la parte a) para 

calcular  
C

rdF

  

o  
C

rdG

 

 

 
Solución: 
 

a) Las funciones componentes del campo F  tienen derivadas parciales continuas en todo R3, por 
lo tanto, tienen derivadas parciales continuas en cualquier conjunto abierto que contenga a la 
superficie S y en consecuencia si cumple con las hipótesis del teorema de Stokes. 
  

El campo  no cumple las hipótesis en cualquier región del espacio tal que 92 x , es decir, 
33  x . 

 

b)                                                    k

xyxyx

zyx

kji

Fx 2

4 222













  

 

F G

     kzjxiyzyxF 233681),,( 4 

      kxyzjxyiyzyxG 129ln27),,( 222 
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S es la gráfica de 22 yxz  , cuya proyección en el plano xy es la circunferencia de centro 

 0,1C  y radio 1. 

 

El vector normal a S es  





















 1,,1,,

2222 yx

y

yx

x
zzn yx  

Por lo tanto, 

2)(22   DAdAdsnFrdFI
DSC

 

 

8. Halle el flujo generado por el campo vectorial F , donde   kzjyxiezyxF zy   222

),,(  a 

través de la superficie frontera S  del sólido Q acotado superiormente por la gráfica de  
2232 yxz   e inferiormente por la gráfica de 22 yxz  . 

 
Solución: 
 

Se pide evaluar  

S

dSF . 

Donde S es una superficie cerrada mostrada en la figura. 
 
S es frontera de un sólido simple Q, y además las componentes del 

campo F  admiten derivadas parciales continuas en cualquier 
conjunto abierto que contenga a Q. 
 
En efecto:  
 

 
0

22




 

x

e zy

,  
 

1
2






y

yx
  y  

 
1





z

z
 

Por el teorema de Gauss. 

 
Q

VFSF dd

S

 

 
Como  

 F 










 

x

e zy 22

 






y

yx2  
2





z

z
 

Se tiene que  
 

 

Q
Q

VVFSF d2dd

S

 

 
Para plantear la integral triple se puede proyectar el sólido sobre el plano xy. Para ello se debe 
buscar primero la curva de intersección de ambas superficies: 
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 2232 yx  16223232 2222222222  yxyxyxyxyx . 

 
Observe que la proyección de Q en el plano xy es el círculo 
centrado en el origen y radio 4. 
 
La integral se puede calcular usando coordenadas cilíndricas. 

La ecuación 2232 yxz    en coordenadas cilíndricas se 

escribe como 
 
  

 

    222
32cos32 rsenrrz   

 
Las ecuaciones de las superficies que limitan al  sólido retransforman en coordenadas cilíndricas 
en: 
 















zz

senry

rx cos

     donde      

232

40

20

rzr

r







 

 
Por lo tanto: 

   


π2

0

4

0

r32

rS

2

dddr2d2dd rzVVFSF

Q
Q






   ddrrr32r2 π2

0
4
0

22  

                      θ
3

r
32

3

1
2 4

0

π2

0

3

2

3
2 dr 








    12

3

π512
θ12

3

128
2

π2

0









  d  

 

9. Calcule el flujo generado por el campo F  dado por kzjyixzyxF 333),,(   a través de la 

superficie S. Donde S es la frontera del sólido acotado por las gráficas de  422  yx ,  0z  y 

3z , con orientación positiva.  
 
Solución: 
 
Dado que: 
 

 S es una superficie cerrada, que es la frontera de un sólido simple E. 

 Las componentes del campo F  admiten derivadas parciales continuas en cualquier 

conjunto abierto que contenga a E: 21 3
),,(

x
x

zyxF





, 

  22 3
),,

y
y

zyxF





 y 

23 3
),,(

z
z

zyxF





. 

Por el teorema de Gauss. 
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 
E

VFSF dd

S

 

Como  

 F 




x

zyxF ),,(1  






y

zyxF ),,2 2223 333
),,(

zyx
z

zyxF





 

Se tiene que  

  E
VFSF dd

S

 dVzyx

E

222 333   

 
Para calcular la integral triple, proyectemos E sobre el plano xy. 
 
En consecuencia, 
 

  E
VFSF dd

S

 dVzyx

E

222 333    π180θ3

2

0

2

0

3

0

22    


ddrdzrzr  

 

10. Calcula el flujo generado por el campo F  dado por 

 
kzj

x

ey
iezyxF

xz
xz 









2

arctan
arctan

1
),,(  a través de la superficie S. Donde S es la frontera 

del sólido E acotado por las gráficas de  yz  , 0x , 2x , 0z  y 2 yz , con orientación 

positiva.  
 
Solución: 
 

 S es una superficie cerrada, que es la frontera de un sólido 
simple E. 

 Las componentes del campo F  admiten derivadas parciales 
continuas en cualquier conjunto abierto que contenga a E:

12

arctan
1






 

x

e

x

F xz

, 
2

arctan
2

1 x

e

y

F zz






 

 y 13 




z

F
. 

 
Por el teorema de Gauss. 

 
 

 
Como  

 F
 






x

zyxF ),,(1  
y

zyxF



 ),,(2  
1

),,(3 





z

zyxF
 

Se tiene que  

 

E
E

VVFSF ddd

S

 

 

 
E

VFSF dd

S
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Para calcular la integral triple, proyectemos E sobre el plano xy, 
esta se muestra en la figura. 

 
 

En consecuencia, 
 

 
 

  E
VFSF dd

S

   
2

0

1

0 0

d

y

E

dxdydzV   
2

0

2

1

2

0

y

dxdydz

 
3

7
2

2

0

1

0

2

0

2

1

     dxdyydxdyy  

 

11. Halle el flujo generado por el campo vectorial F , donde 

   kxyzjexyixzyxF z cos42),,( 2   a través de la superficie frontera S  del sólido Q 

acotado por las gráficas de las superficies de ecuaciones:  2xz   , 1z , 1y  y 0y . 

 
Solución: 
 

Se debe evaluar  

S

dSF , sobre la superficie cerrada S mostrada 

en la figura. 
La superficie S es una superficie cerrada, la cual es frontera de un 

sólido simple Q y, además las componentes del campo F  admiten 
derivadas parciales continuas en cualquier conjunto abierto que 
contenga a Q, en efecto, 

 

 
x

x

x
2

2





,  

 
x

y

exy z

2
2





  y  

 
1

cos4






z

xyz
 

 
Por el teorema de Gauss. 

 
Q

VFSF dd

S

 

 
Como  

 F
 






x

x 2  






y

exy z2  
1122

cos4





xx

z

xyz
 

Se tiene que  

 

Q
Q

VVFSF ddd

S

    (*)  
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La proyección de Q en el plano xz se muestra en la figura. 
 
Por lo tanto: 
 

 

    

1

1

1
1

0S

2
dxddddd

x
Q

Q
zyVVFSF xz

1

1

1

2
dd

x 

 
3

4

3

1
1

3

1
1

3
x1 1

1

31

1

2  


x
xdx  

 

12. Verifique el teorema de la divergencia para el campo vectorial F  definido por 
 

kxjyzixzyxF  2),,(  

 

Y Q es el sólido acotado por las superficies de ecuaciones 1 zyx , 0x , 0y  y 0z  

 
Solución 
 
a) Primero calcularemos la integral de superficie. Sean: 
 

S1:  0z  con 1),( Dyx   

 

S2:  0x  con 2),( Dzy   

 

S3:  0y  con 3),( Dzx   

 

S4:  yxz 1  con 14),( DDyx   

 
 
Sobre S1:  
 

S1 es la superficie de ecuación 0z  con 1),( Dyx  , donde 

D1 es la proyección de de S1 en el plano xy mostrada en la 
figura. 
 

En S1 el vector normal unitario es kn 1 . 

 
 

 

dAdA
y

z

x

z
dS 

























 1

22
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    xkkxjyzixnzyxF  2
1),,(  

En consecuencia, 
 

6

1
1

0

1

0
11

  
x

DS

dxdyxdAxdSnF  

 
 
Sobre S2:  
 

S2 es la superficie de ecuación 0x  con 2),( Dzy  , donde 

D2 es la proyección de S2 en el plano yz mostrada en la 
figura. 
 

En S2 el vector normal unitario es in 2 , y  

 
 

 

dAdA
z

z

y

z
dS 

























 1

22

 

 

    22
2),,( xikxjyzixnzyxF   

En consecuencia, 
 

0

1

0

1

0

22
2

22

  
 y

DS

dydzxdAxdSnF  

Sobre S3:  
 

S3 es la superficie de ecuación 0y  con 3),( Dzx  , donde 

D3 es la proyección de S3 en el plano xz mostrada en la 
figura. 
 

En S3 el vector normal unitario es jn 3 , y  

 
 

 

dAdA
z

z

x

z
dS 

























 1

22

 

 

    0),,( 2
3  yzjkxjyzixnzyxF  

En consecuencia, 
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0

3

3  dSnF

S

 

Sobre S4:  
 

S4 es la superficie de ecuación yxz 1  con 4),( Dyx  , 

donde D4 es la proyección de S4 en el plano xy mostrada en 
la figura. 
 

1




x

z
  y    1





y

z
 

 
 

En S4 la componente en la dirección z apunta hacia arriba, luego vector normal unitario es  
 

 1,1,1
3

1

1

1,,

22
4 
















































y

z

x

z

y

z

x

z

n  

y 

dAdA
z

z

x

z
dS 31

22


























  

Luego, 

   
3

1,1,1
3

1
,,),,(

2
2

4

xyzx
xyzxnzyxF


  

En consecuencia, 
 

    
24

7
1

1

0

1

0

222
4

44

  


dydxxyxyyxdAxyxyxdSnF

x

DS

 

 
Luego: 

8

1

24

7
00

6

1
 dSnF

S

 

 
b) Ahora calcularemos la integral triple 
 

zxF  2  
 

 
8

1
2

1

0

1

0

1

0

   
 

dxdydzzxdVF

x yx

Q
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13. Calcule  
S

dSF   para  

      kyxejxyziyxzyxF yx 4222 22

cos),,(  

 
 

si S es la frontera de la región acotada por las superficies de ecuaciones 
225 yxz  ,  1z   y   4z  

en el primer cuadrante. 
 
Solución:  

 
La superficie S es una superficie cerrada, la cual es frontera de un sólido simple Q y, además las 

componentes del campo F  admiten derivadas parciales continuas en cualquier conjunto abierto 
que contenga a Q, en efecto, 

Además las componentes del campo F  admiten derivadas parciales continuas en cualquier 
conjunto abierto que contenga a Q, en efecto, 
 

   

  
x

x

yx
2

cos 22





,  

 
x

y

xyz




 2

   y    
 

0
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


 

z

yxe yx

 

 
Por el teorema de Gauss. 

  Q VFSF dd
S

 Q Vxd  

 
En coordenadas cilíndricas:  
 

Observe que cuando 10  r   entonces 41  z  y cuando 21  r   entonces 251 rz  . Por 
lo tanto, 
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Problemas propuestos 
 
 

En los problemas de 1 y 2 determine el rotor del campo vectorial F  en el punto dado. 
 

1. kzjyzixzyxF  2),,( 2 ,  2,1,3P     2. kxjiezyxF xy ),,( ,   0,3,2 P  

 

Respuestas: 1) i2        2) kej 62   

 

En los problemas de 3 y 4 determine la divergencia del campo vectorial dado. 
 

3. kzjyzixzyxF  2),,( 2                    4. kxjiezyxF xy ),,(  

Respuestas: 1) 122  zx    2) 
xyye  

 

5.  Halle  F  para el campo kzjyixyzzyxF ),,(  
Respuesta: 0        

 

6. Halle la constante q de forma tal que el campo vectorial F  definido por  

 142322241323 24,33,82),,(   qqqqqq yzxzxyzyxzyxzyxyzxzyxF  

sea solenoidal ( 0 F ) 
 
Respuesta: 2     

 

7. Calcule  

C

rF d orientada positivamente, si  kzxzjxixzyxF 233
4

4
4

z
),,( 













 , y C es 

la curva frontera de la semiesfera de ecuación 221 yxz  .  

Respuesta: 4  

 

8. Calcule  

C

rF d orientada positivamente, si kejeiezyxF zxx  ),,( , y C es la curva 

frontera de la parte del plano de ecuación 222  zyx  que está en el primer octante. 

Respuesta:   12 e  

 

9. Calcule  

C

rF d orientada positivamente, si   kzjxxyixzyxF  2),,( 2 , sea  C es la 

circunferencia de ecuación 122  yx  y   01/,, 223  zyyxRzyxS  .  
Respuesta:   

 

10. Verifique el teorema de Stokes para el campo F  dado por kxyjxziyzzyxF ),,(  y la 

superficie S es la parte del paraboloide de ecuación  22 22 yxz   que se encuentra dentro del 

cilindro de ecuación 122  yx . 
 
Respuesta: ambas integrales dan 0 
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11. Verifique el teorema de Stokes para el campo F  dado por kzjxixzyxF 2),,(   y S es la 

superficie de ecuación 2216 yxz  . 
 

Respuesta: Ambas integrales son iguales a 16  

 

12. Verifique el teorema de Stokes para el campo F  dado por kzjyixzyxF ),,(  y S es la 

parte del plano de ecuación 1 zyx , que está en el primer octante, en dirección positiva.      
 
Respuesta: Ambas integrales son iguales a 0 

 

13. Verifique el teorema de Stokes para el campo F  dado por kxjziyzyxF ),,(  y donde S 

es la parte del cilindro de ecuación 122  yx  que está entre los planos de ecuaciones 0z  y  

2 xz , con 0 kn . 
 

Respuesta: Ambas integrales son iguales a π  

 

14. Verifique el teorema de Stokes para el campo F  dado por 

     kyxjzxizyzyxF ),,(  y donde S es la semiesfera de ecuación 

1222  zyx  con 0z  y la normal apuntando hacia afuera. 

Respuesta: Ambas integrales son iguales a 2  

 

15. Calcule dSnF
S
  , donde kzjyixzyxF 333 222),,(   y S es la frontera del sólido 

acotado por las gráficas de  922  zx ,  0y  y 2y , con orientación positiva. 
 

Respuesta: π630    

 

16. Calcule dSnF
S
  , con kzxjyzixyzyxF 22),,(   y S es la frontera del sólido acotado 

por las gráficas de 122  yx , 422  yx , 1z  y 3z , con orientación positiva.  
 

Respuesta: 27  

 

 

17. Calcule dSnF
S
  , donde      keyzjxyiyxzyxF xz 32 822cos),,(   y S  es la 

frontera del sólido Q acotado por las superficies de ecuaciones:  
2yz   , 2z , 1x  y 0x . 

Respuesta:  
3

28
 

 

18. Calcule dSnF
S
  , con   kejzxyixzyxF x cos2),,( 2  y S  es la frontera del sólido 

Q acotado por las gráficas de las superficies de ecuaciones:  122  yx  , 4 zy , 0x , 0z  

y 0y  en el primer octante. 
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Respuesta: 0 

 

19. Determine el flujo del campo F  dado por kzjxzixzyxF 23),,(   a través de la superficie 

frontera de la región del espacio acotada por la gráfica de 
224 yxz   y el plano xy. 

Respuesta: 
3

136
 

 

20. Evalúe dSnF
S
  , donde     kzjxeyiyzsenxzyxF z 22),,(    y n  es el vector normal 

unitario a la superficie frontera de la región acotada por las gráficas de 422  yx , 2 zx  y 

0z  
 

Respuesta: 20   

 

21. Verifique el teorema de Gauss para el campo F  dado por kzjyixzyxF ),,(  y S es 

frontera de la región del espacio acotada por la gráficas de 2236 yxz   y 0z . 
 

Respuesta: Ambas integrales son iguales a  32π4  

 

22. Verifique el teorema de Gauss para el campo F  dado por kzjxiyzyxF ),,(  y S es 

frontera de la región del espacio acotada por la gráficas de 226 yxz   y 0z . 
 

Respuesta: Ambas integrales son iguales a    64  

 

23. Verifique el teorema de Gauss para el campo F  dado por kzjyixzyxF 32),,(  , si S es 

el cubo de vértices  1,1,1  , en dirección de la normal apuntando hacia afuera.  
 
Respuesta: Ambas integrales son iguales a 48 

 

24. Verifique el teorema de Gauss para el campo F  dado por kzjyixzyxF 432),,(  , si S es 

la esfera de ecuación 4222  zyx  en dirección de la normal apuntando hacia afuera.  

Respuesta: Ambas integrales son iguales a 
3

32
   

 

25. Verifique el teorema de Gauss para el campo F  dado por 

 
 kyjxiz

zyx

zyxF 





2

3
222

1
),,( , si S es la frontera del sólido Q acotado interiormente 

por la gráfica de 1222  zyx  y exteriormente por la gráfica de 4222  zyx , dirección 

de la normal apuntando hacia afuera.  
 
Respuesta: Ambas integrales son iguales a 0 
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26. Sea Q el sólido limitado por las superficies de ecuaciones: 
 

224 yxz  ,   422  yx ,  122  yx    ,  0z  

 
Halle el flujo generado por el campo vectorial  

   kejeyiyxzyxF yxz 









233 arctan),,(  

que sale de Q. 
 

Respuesta: Ambas integrales son iguales a 
5

264
 

 
27. Sea Q una región del espacio con frontera S donde es aplicable el teorema de Gauss. Sea f un 
campo escalar  que admite derivadas parciales continuas en algún conjunto abierto D que 

contenga a Q, y sea F  un campo vectorial cuyas funciones componentes admiten derivadas 
parciales continuas en D. Demuestre que 
 

   
Q QS

dVFfdVFfdSnFf  
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